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relativ groBen Korner aufbauen, erscheinen nadelférmig und ibhrerseits 
aus zahlreichen kleinen Kérnchen zusammengesetzt. Mitunter finden 
sich jedoch auch Kérner, deren Unterseite aus zahlreichen kleinen, 
dachziegelartig angeordneten Schiippchen (Lamellen) zusammengesetzt 
ist. Fig. 2 zeigt ein derartiges Korn in etwa fiinffacher VergréSerung 
bei schrig auffallendem Licht. Das Praparat selbst ist dabei etwas 
gegen die optische Achse des Aufnahmeapparates geneigt, so da die 
stark spiegelnden Schiippchen das Licht in den Apparat reflektieren. 
Dieses schuppenférmig aufgebaute Korn kénnte vermuten lassen, dal 
die scheinbar aus Nadeln zasammengesetzten Korner aus hochkant 
gestellten Lamellen bestehen. Es trifft dies zwar teilweise, aber nicht 
allgemein zu, wie wir spater sehen werden. Zunachst wurde nun ein 
der Fig. 1 entsprechendes Korn mit etwas starkerer VergréBerung 
(36 mal) aufgenommen (Fig. 3). Man sieht hier seine Struktur bereits 
viel deutlicher, insbesondere erkennt man den bei Zimmertemperatur 
noch flissigen Bestandteil!) zwischen den festen Teilen. Bei noch 
stirkerer VergréBerung (Fig. 4, 66mal) ist es méglich, auch die 
Gliederung dieser festen Bestandteile in K6rnchen im einzelnen zu 
erkennen. Ob diese Kérnchen tatsiachlich, wie die Aufnahme zuniichst 
schlieBen 146t, vielfach flache Scheibchen sind, sei dahingestellt, da 
es nicht ausgeschlossen ist, daB die hellen Querlinien zum Teil nicht 
Trennungslinien zwischen den Kérnchen sind, sondern sich auf den 
Kérnchen befinden. 


Betrachtet man die in Fig. 2 aufgenommenen Schiippchen in un- 
bearbeitetem Zustand bei stirkerer Vergré8erung (138 mal), so zeigt 
sich das in Fig. 5 wiedergegebene Bild, das gerade drei Schiippchen 
umfaBt. Diese bauen sich also aus zahlreichen Kérnchen auf, zwischen 
und auf denen eine reichliche Menge des noch fliissigen Bestandteiles 
liegt. Nach schwachem Schleifen mit feinem Schmirgelpapier und 
Reliefpolieren mit Samt treten die Kérnchen deutlicher hervor. Der 
linke Teil von Fig. 6 (138mal) zeigt die Oberfliche eines ziemlich 
groBen derart behandelten Schiippchens. Man erkennt hier zugleich 
deutlicher als in Fig. 5 eine gewisse Aufreihung der Kérnchen lings 
gekriimmter Linien, die sich mitunter um einen Mittelpunkt zu 
schlieBen scheinen. 


Nahezu dasselbe mikrophotographische Bild, wie es die etwas 
angeschliffene Lamelle liefert, erhalt man, wenn, man eine Schnitt- 


1) Uber die mutmafliche Zusammensetzung der einzelnen Bestandteile 


vgl. A. Fenchel, Osterreichisch -Ungarische Vierteljahrsschrift fiir Zahnheil- 
kunde 26, 394—414, 1910. ; 
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flache quer durch das Amalgam legt und diese schleift und schwach 
reliefpoliert (Fig. 7, 138 mal). Diese Aufnahme entspricht den Bildern, 
wie sie A. Fenchel (a. a. O.) von Querschnittsflichen bei Zinnamal- 
gamen erhielt. Von der Struktur, wie sie die Oberfliche aufweist 
(Fig. 1 bis 4), ist hier nichts zu erkennen. An einer Bruchfliche — 
der Bruch erfolgt in der Regel intergranular entlang den Begrenzungs- 
flachen der grofen Kérner, wie sie uns die Fig.1 bis 3 zeigen — 
kann man sich jedoch bereits davon iiberzeugen, daS diese Struktur 
nicht nur der Oberflache eigen, sondern auch im Innern des Stiickes 
vorhanden ist. Besonders anschaulich tritt dies zutage, wenn man 
durch Zentrifugieren den noch fliissigen Bestandteil entfernt 1), Fig. 8 
stellt die Unterseite eines derart behandelten Stiickes in 18 facher 
VergréBerung dar. Zerlegt man ein solches Stiick unter dem Pri- 
pariermikroskop (als solches diente ein 10,5faches Binokular-Lupen- 
mikroskop fiir stereoskopisches Sehen von Leitz, Wetzlar), so findet 
man als verhiltnismafig lose zusammenhingende Bausteine der 
Kérner nadelférmige Gebilde, Plattchen entsprechend den Schtippchen 
der Fig. 2 und unregelmaBig aussehende Kérnchen. Es ist verhilt- 
nismaBig leicht méglich, aus einem derart zentrifugierten Stiick die 
einzelnen Bestandteile in gréSerer Zahl heraus zu priparieren und 
dann hinsichtlich Zusammensetzung und Struktur (Kristallsystem) zu 
untersuchen, da sie nur von einem ganz diinnen Hiautchen des noch 
fliissigen Teiles iiberzogen sind, der sich durch stirkeres Zentrifugieren 
weiter vermindern laBt. Weiter gestattet das Zentrifugieren, genauer 
als das Ausmessen des mikroskopischen Bildes eines Schliffes das 
Mengenverhiltnis des fliissigen zum festen Bestandteil festzustellen. 
Beobachtungen an dem in Fig. 7 wiedergegebenen Schliff zeigten 
nimlich, daB die den festen Bestandteilen entsprechenden dunklen 
Bildstellen gréBer oder kleiner erschienen, je nachdem man durch 
geeignetes Klopfen an dem Praparat den fliissigen. Bestandteil etwas 
in dieses hinein oder aus ihm heraus trieb. Da auferdem infolge der 
Kapillarkrafte der fliissige Bestandteil niemals eine vollkommen ebene 
Oberfliche hat, ist es héchstens durch Zufall méglich, ein Bild zu 
bekommen, das der tatsichlichen Mengenverteilung entspricht. Bei 
Verwendung eines heizbaren ZentrifugengefaBes, das genaue Ein- 
haltung bestimmter Temperaturen gestattet, ware es demnach még- 
lich, schrittweise die Entstehung des Gefiiges einer Legierung zu ver- 
folgen und dabei wohl manches neue, fiir Wissenschaft und Technik 
gleich wertvolle Ergebnis zu erzielen. 


1) Dieses Verfahren habe ich bereits a. a. O., 8. 221 kurz erwahnt. 
iNee 
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Die Struktur des hier untersuchten Zinnamalgams erinnert in 
mancher Beziehung an Gefiigebilder von in der Technik gebrauch- 
lichen Kupfer-Zinn-Legierungen 1). Bei der Erstarrung dieser Zinn- 
bronzen entstehen zuerst Mischkristalle «, die nicht volle Kristalle, 
sondern tannenbaumihnliche Kristallskelette bilden. Zwischen den 
Zweigen dieser Tannenbiumchen erstarrt dann die tibrige Schmelze 
und so entsteht ein groBes Korn. In unserem Falle entsprechen den 
Tannenbiumchen die Kornskelette, welche die bei Zimmertemperatur 
bereits festen Bestandteile entsprechend den Fig. 3, 4 und 8 bilden. 
In Fig. 9 ist noch die an der Luft erstarrte Oberflache eines 
zinnreicheren, bei Zimmertemperatur vollstandig festen Amalgams 
(~HgSn,) in 18facher Vergréferung wiedergegeben, da hier eben- 
falls in schéner Weise die Kornskelette kenntlich sind. Der Gefiige- 
aufbau ist also hier prinzipiell derselbe wie bei dem an Quecksilber 
reicheren Amalgam. 

Ergebnis. Das Gefiige eines Zinnamalgams, das in seiner 
Mengenzusammensetzung etwa der Formel HgSn entspricht, wird 
niher untersucht. Dieses Gefiige besteht, vergleichbar der Struktur 
von Zinnbronzen, aus gréBeren Kérnern, die sich aus einem bei 
héherer Temperatur erstarrenden Kristallskelett und einer bei Zimmer- 
temperatur noch fliissigen Fiillmasse aufbauen. Das Kristallskelett 
besteht aus nadel-, plattchen- und kérnchenférmigen Teilchen, die 
untereinander verhaltnismabig lose zusammenhangen und sich aus 
kleinsten Kristallkérnchen zusammensetzen. Durch Zentrifugieren des 
Amalgams gelingt es, den noch fliissigen Bestandteil von dem festen 
Kristallskelett zu trennen und dann letzteres naiher zu untersuchen. — 
Dieses Verfahren bietet insbesondere bei der Verwendung eines heiz- 
baren ZentrifugengefaBes weitere Méglichkeiten fiir die Untersuchung _ 
des Erstarrungsvorganges von Metallen und Legierungen, die kurz 
erértert werden. 


1) Vyl. Metallographie. Von Prof. E. Heyn und Prof, 0. Bauer. Samm- 
lung Géschen 1913, II. Teil, 8, 136 u. ff. 
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4ur Theorie der Einsteinschen Gravitationsgleichungen. 
Von Kornel Lancius in Freiburg i. B. 


(Eingegangen am 23. November 1922.) 


In einer vor kurzem erschienenen Arbeit!) habe ich ein Koor- 
dinatensystem behandelt, durch welches eine bemerkenswerte Ver- 
einfachung im Aufbau der Kriimmungskomponenten bewirkt wird. 
Kin solches System wird charakterisiert durch die vektorielle Bedingung : 


CVagis 

2 aan 0 
Ich méchte jetzt zeigen, daB es sich hierbei nicht um eine blo& formale 
Vereinfachung handelt, sondern da diesem Koordinatensystem so 
wichtige Eigenschaften zukommen, da es mit vollem Recht als 
Normalkoordinatensystem angesprochen werden darf. Sind in 
einem solchen System die Verteilung der Materie und die Werte der 
gix im Unendlichen gegeben, so ist damit der Fundamentaltensor 
tiberall im ganzen Raum eindeutig festgelegt — offenbar eine Eigen- 
schaft, welche einem alleemeinen Koordinatensystem nicht zukommt. 
Wir erkennen hieraus zugleich, daf die Normalkoordinaten bis auf 
eine lineare Transformation ein eindeutig determiniertes System bilden. 
Auch wird sich ein einfacher Weg ergeben, wie man die g;x-Funk- 
tionen durch sukzessive Integrationen aus dem Materietensor tat- 

sichlich berechnen kann. 
Wir setzen im folgenden die Koeffizienten der MaSbestimmung 
im ganzen jeweils betrachteten Gebiet als endliche, stetige, differen- 
zierbare Funktionen der Koordinaten voraus und zahlen auSerdem zu 
ihrer Regularitat die Eigenschaft hinzu, da ihre Determinante g 
nirgends verschwinden soll. Dann bleiben also auch die kontra- 
varianten Komponenten iiberall stetig und regular. Auch die ersten 
Ableitungen der g;; sollen simtlich iiberall endlich und in regularen 
Punkten auch stetig sein. Spriinge lings gewisser Flachen bedeuten 
eine Singularitat, die dem Auftreten flichenhaft verteilter Materie 
gleichkommt?). Wir beriicksichtigen diese Méglichkeit an entsprechen- 
der Stelle, zusammen mit der riumlichen Verteilung. Endlich soll - 
das Linienelement fiir die folgenden Untersuchungen einen _,,ellip- 
soiden“ Charakter haben — d.h. die Flache gp 21's ==, 1 801 ein 
Ellipsoid darstellen — in PER e dessen, daB dieser Typus fiir 


1) Lancius, Phys. ZS, 28, 537—539, 1922. 
2) Die ,Kanten der Welt‘, s. Lancius, Phys. ZS. 23, 589—543, 1922. 
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die mathematische Untersuchung der klassische ist. Da die Deter 
minante nirgends verschwinden soll, so bleibt dieser Charakter iberall 
erhalten, wenn er in einem Punkt vorhanden ist. Der Ubergang cum 
,cinschalig-hyperboloiden* Charakter der wirklichen Welt kann ohne 
Schwierigkeiten, nur: mit entsprechender Modifikation der Rand- 
bedingungen vollzogen werden und soll am Schlu8 der Untersuchung 
geschehen. 

Der Fundamentalsatz fiir ein Normalkoordinatensystem, auf den 
sich ungere spateren Entwicklungen aufbauen, lautet: 

Wenn an der Begrenzung eines geschlossenen, tiberall 
regulaven, materielosen Gebietes die gz konstant sind, so 
. sind sie auch fiberall im Innern des Gebietes konstant. 

Wir bewirken vor allem durch eine lineare Transformation, daS 
die konstanten Randwerte in der Normalform: 


In = f* = 1; 
erscheinen*), Im Innern des Gebietes ist iiberall R** = 0*), wir 


haben also nach Gleichung (10) meiner auf 8.7 xitierten Arbeit das 
Gleichungssystem: 


Og = 2K, == C 

wobei K** den folgenden Klammerausdruck bezeichnet: a 
it =F eg @ 

Wir setzen: gf = nk -L wik, (4) 


Dann miissen am Rande infolge der Randbedingung alle v** ver- — 
schwinden. Nun betrachten wir in den Gleichungen (2) die ¥° als | 

gewisse gegebene Funktionen der Koordinaten, fiihren aber i in den | 
Differentialquotienten sowohl auf der linken Seite, wie in, der 


ersten Klammer: 3 4, des Klammeransdrucks auf der ge 


- statt den * tiberall die y"* Funktionen ein und betrachten 
die unbekannten Funktionen. Seer unr ahe er E 


mys 4 


wp hy 
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Dieses 4 soll auch komplexe Werte annehmen kénnen. Unsere 
eigentlich zu lésenden Gleichungen reprisentieren die Stelle: 2 — 1. 
Wir werden voraussetzen diirfen, da& die u*, in ihrer Abhangigkeit 
von der komplexen Veranderlichen 2 betrachtet — abgeschen von 
gewissen méglicherweise vorhandenen singularen Stellen —, im allge- 
meinen regulare Funktionen sind1). Die Stelle 2 == 0 ist jedenfalls 
regular und wir diirfen eine Reihenentwicklung nach steigenden 


Potenzen von 4 ansetzen. Fiir das absolute Glied gilt dann die 
Gleichung: 


Ov =0 
Da aber vt am Rande verschwinden soll, so mu bekanntlich tiberall: 
; Sone i) 


@ 
sein. Dasselbe finden wir hernach fiir den Koeffizienten der ersten, 
zweiten, iiberhaupt jeder Potenz, mit welcher die Reihe anfangen 
kénnte. Es mu8 also in der Umgebung 4 = 0 4 identisch ver- 
schwinden — also auch in der ganzen komplexen /-Ebene, inshesondere 
auch fir 7 — 1. Somit haben wir im ganzen Gebiet: 


¥* = 0, (6) 
—_ : f® — Lr 


was zu beweisen war. 
_ Eine spezielle Anwendung dieses Satzes ist: 

Eine iiberall, auch im Unendlichen regulare, materie- 
lose Welt ist notwendig euklidisch. Ihre MaSbestimmung 
ist in einem Normalkoordinatensystem die euklidische 
Normalform mit konstanten Koeffizienten. 


und: 


faz Unser soeben bewiesener Satz 148+ sich namlich auch auf cine 


eden beep ge sob vwe Htion, sxermntetes Dab dabei die An- 
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Wenn am Rande eines iiberall reguliren, materielosen 
Gebietes die Werte der g*-Funktionen gegeben sind, so 
sind dieselben damit auch im ganzen Innern des Gebietes ~- 
eindentig bestimmt 

Durch eine lineare Transformation kénnen wir auch diesmal eine 
gewisse Normierung bewirken. Es soll der Mittelwert der ge- 
gebenen Randwerte die Normalform 7 haben, also: 


Ie g*df 
[4s 
sein, wenn wir die Randwerte mit oben Strich bezeichnen und df 
das Fiichenclement der Begrenzungsflache bedeutet. Wir setzen: 
eae , 
und wollen anch hier wieder einen verinderlichen komplexen Para- 


meter 2 einfahren, indem wir die Randwerte als eeusertcy be- + 
wrachten. Es sei: 


& 
z 


oF = af + Ao. ars: 
Die gezebenen Randwerte entsprechen dann dem Parameterwert 
a == 5. i 
Die Werte der g*-Funktionen im Innern des Gebietes werden | 

also auBer den Koordimaten auch noch von der komplexen Verinder- 
lichen 4 abhingig sein. Dabei ist die Stelle 4 — 0 jedenfalls reguliir. ‘f 
Dann lauten nimlich die Randbedingungen: ; 

. g g* —— 7 > 4 
es muB also iectaligihicins sein. Man kann somit um die St 
20 herum eine Reihenentwicklung nach steigenden Potenzen 
4% vornehmen, deren Konvergenzradius bestimmt niet unter ein n 
liche Grife sinken kann. Das absolute Glied ist hierbei = 


Ls 
‘ 
be 
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sein. Dadurch ist 94, eindeutig bestimmt. Kennen wir die ,Greensche 
7 = <4 “ = SER 2 Fe se . ° ‘ . 
Funktion“ ~ des betrachteten Bereichs, so liBt sich mit deren Hilfe 


94) auch explizite anschreiben als: 
ee eae 
Ja) =| ea ) af. (20) 


Hier bedeutet df das euklidische Flichenelement, v die nach innen 
weisende euklidische Normale der Begrenzungsfliche. Fiir die iibrigen 
7 se = a . . . >" 
Naherungsfunktionen erhalten wir Gleichungen von folgender Form: 


A qth = Rik 
Ag) or Faye ‘ (11) 
wobei tps nur von den Niherungsfunktionen g’*... bis Ving £55 
abhangt: 7 = 
—— 4 rs rs . 
Foy = Fan (GG) +++ Hy)» (> 1). (12) 


Wir haben also die gewéhnliche Poissonsche Gleichung zu lésen 
mit der Randbedingung, daf an der Begrenzung alle a (n> 1) ver- 
schwinden sollen. Somit werden auch diese Niherungsfunktionen 
mit Hilfe der Greenschen Funktion bestimmt durch das Volum- 
integral: — T. ee 

aa G5, = — | Foye a, (13) 
- wenn dv das euklidische Volumelement bedeutet. Es lassen sich also 
durch je eine Integration die Naherungsfunktionen sukzessive bis zu 
einer beliebig hohen Ordnung berechnen und somit die g’*-Werte in 
jedem inneren Punkt des Gebietes mit einer beliebigen Genauigkeit 
bestimmen. Allerdings kommen wir auf diesem Wege nur dann zur 
tatsichlichen Loésung der Randwertaufgabe, wenn die angegebene 


Reihenentwicklung fiir 4 = 1 konvergiert. Das ist der Fall, wenn 
in der komplexen 4-Ebene weder im Innern noch am Rande des 
Kreises |4| — 1 irgendwo eine singulire Stelle der g’*-Fanktionen 


vorkommt, das hei®t, die Determinante g nirgends verschwindet oder 
unendlich wird. Ob das im allgemeinen sichergestellt ist, miiBte be- 
sonders untersucht werden. Jedenfalls konvergiert die Reihe fiir 
hinreichend kleine 4, was man durch Abanderung der MaSeinheit 
auch so deuten kann, da die Konvergenz fiir 4 = 1 sicher vor- 
handen ist, wenn die gegebenen Randwerte geniigend wenig um ihren 
Mittelwert oszillieren. Sollte aber die Reihe divergent werden, so ist 
auch fiir diesen Fall die Eindeutigkeit der Randwertaufgabe sicher- 
gestellt. Nur muS dann die durch die Reihe (8) fiir kleine 4 ein- 
- deutig definierte komplexe Funktion analytisch fortgesetzt werden, 
bis wir den Wert 4 = 1 erreichen '). 


1) Allerdings ist der hier gegebene Hindeutigkeitsbeweis mathematisch nicht 
als vollkommen anzusehen. Wir haben die Voraussetzung gemacht, dai die 
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Ubrigens diirfen die Randwerte von g’* keineswegs beliebig vor- 
geschrieben werden. Wohl bekommen wir bei beliebigen Randwerten 
eine Lisung der Gleichungen (2). Diese sind aber nur dann mit den 
Gravitationsgleichungen R’* — 0 identisch, wenn die vektorielle Be- 
dingung (1) fiir das Koordinatensystem iiberall erfillt ist. Dazu ist 
nun notwendig aber auch hinreichend, da diese Bedingung in jedem 
Punkt des Randes erfiillt sei. Die zehn gegebenen Randwerte 
miissen also in jedem Randpunkte vier Bedingungen geniigen. Diese 
sind integrale Beziehungen zwischen den Randwerten, aber nicht von 
der Fredholmschen Art — es sind vielmehr nicht-lineare Integral- 
gleichungen. 

Nun gehen wir noch einen Schritt weiter und nehmen an, da 
im Innern des Gebietes auch Materie vorhanden sei. Es sollen aufer 
den Randwerten auch die kontravarianten Komponenten des Materie- 
tensors im ganzen Gebiet gegeben sein. Unsere bisherigen Ent- 
wicklungen werden dadurch nur wenig modifiziert. Statt der Glei- 
chungen R’* = 0 haben wir jetzt: 


k : Lek 
— Rik ed Te ag (r a EP ape) 


(wenn die Masse nicht in der willkiirlichen Einheit g, sondern in 
Zentimetern gemessen wird). Auch hier fiihren wir den verinderlichen 
Parameter 4 ein (und zwar denselben wie fiir die Randwerte), indem 
wir setzen: 


; ies 
— Rik — Ahk — aed). (14) 


Die friiheren Resultate haben wir nur insofern zu erginzen, als jetzt 


die Ausdriicke Bo, welche bei der Berechnung der Niaherungs- 
funktionen gi}, auftraten, nun auch noch von den Komponenten des 
Materietensors abhingen werden. Noch iibersichtlicher gestalten sich 
aber die Verhiltnisse, wenn nicht die 7’, sondern gleich die Differenz: 


; | are . 
te econ BE — Sik ' (15) 


als gegeben betrachtet wird. Dann sind die Fes wenn > 1, auch 
jetzt dieselben Funktionen (12) der 965 ++ Tear wie vorher. Nur 


Abhingigkeit der git von dem komplexen Parameter 4 von der Art einer all- 
gemeinen — abgesehen von einzelnen singularen Stellen — regulaéren Funktion 
ist. Diese Annahme ist wohl sehr naheliegend und wahrscheinlich, aber nicht 
bewiesen. Es wire denkbar, da8 fiir einzelne isolierte Parameterwerte (zu denen 
auch A = 1 gehéren kénnte) eine Lisung miglich ware, die nicht in die Um- 
gebung fortzusetzen ist (in Analogie zu den ,Eigenwerten“ einer homogenen 
linearen Integralgleichung). 


ae 


Zur Theorie der Hinsteinschen Gravitationsgleichungen. 13 


die erste Naherungsfunktion: gi}, berechnet sich jetzt nicht aus der 
Laplaceschen Gleichung, sondern aus der Poissonschen: 


F iY ik 
Ags SS 2 See 


Die Randbedingungen bleiben natiirlich unveraindert. Wir haben 
also jetzt: 


¥ Oy , 
a = fons ar—2[ sean ye 


Ist das betrachtete Gebiet der ganze sich ins Unendliche erstreckende, 
aber im Unendlichen regulire Raum, so fillt das erste Integral iiber 
die Begrenzung fort, andererseits ist die Greensche Funktion einfach: 
v=ram  [Rt= Y(e.—23)) 

In der alsdann resultierenden Gleichung: 

2 “s 

ps re in| ar 

erkennen wir die bekannte angenaherte Loésung der Feldgleichungen 
fiir unendlich schwache Felder. Diese entspricht also unserer ersten 
Naherungsfunktion. 

Wenn die Materie nicht raumlich, sondern flachenhaft verteilt ist, 
(singulare Stellen der g’*-Funktionen, die ,Kanten“ der Welt), so 
tritt an Stelle des Volumenintegrals ein entsprechendes Flachenintegral, 
erstreckt iiber die mit Materie belegte Flache. Dabei ist zu _be- 
merken, da8 dann auch in den héheren N&herungsfunktionen neben 
dem Volumintegral noch je ein solches Flichenintegral auftritt. 

Wie die Randwerte nicht beliebig gegeben werden durften, so 
ist auch die Verteilung der Materie eingeschrankt durch die vektorielle 
Bedingung (1). Tatsachlich muS ja fiir den Materietensor die Diver- 
_ genzgleichung gelten: 

div 2 == 0, 
und man kann zeigen, da8 damit auch die Bedingung (1) erfiillt wird. 
Auch hier sind die Bedingungsgleichungen von der Art nicht-linearer 
Integralgleichungen, es treten ja in der Divergenzgleichung auch die 
g'*-Funktionen auf, welche ihrerseits wieder aus dem Tensor 7 durch 
Integrationen hervorgehen. 

Um eine nahere Einsicht in die Art dieser Bedingungen zu er- 
“halten, ist es vorteilhaft, auch fiir den Materietensor die Parameter- 
methode und die Potenzreihenentwicklung nach 4 in Anwendung zu 
bringen. Wir zeigen, wie man zur Konstruktion einer moglichen 
(d.h. der Divergenzbedingung entsprechenden) Verteilung der Materie 


14 Kornel Lancius, 


gelangen kann. Es sei ein Tensor Si} gegeben als Funktion der 
Koordinaten, welcher die Gleichungen: 
i 08) Pate 0.8% ="() (17) 
OXs Dh (hin 
erfiillen soll. Wir setzen fiir den durch Gleichung (15) eingefiihrten 
Tensor S‘* eine Reihe an, deren absolutes Glied der gegebene 
Tensor sel: He ei d “ ) 
Sy A Say ten AP Bia Te (13) 
Die Divergenzgleichung liefert dann fiir die Koeffizienten nter Ordnung 
je vier Bedingungsgleichungen von folgender Form: 


1 0 Be — 


es | — Pp 

Os D Ou; n)? 
wobei die Ausdriicke a nur von den Koeffizienten niedrigerer Ord- 
nung und auSerdem von den Niherungsfunktionen fiir g’* bis zur 


nten Ordnung abhangig sind: 


Poy = Pa Sip» No 
(p = 0,1, ... m—1) 


(¢ == iy 2; eee 


Durch Einfiihrung der Reihe (18) in Gleichung (14) erkennen wir 
aber, da fiir die Berechnung von ny die Potenzen der Reihe (18) 
nur bis 4”—1 in Frage kommen. Also haben wir auch hier den Fall 
vorliegen, da die Koeffizienten der nacheinander folgenden Potenzen 
von 4 durch sukzessive Integrationen ermittelt werden kénnen. Dabei 
ist die Lésung der Gleichung (19) auch hier wieder auf die Lisung 
der Poissonschen Gleichung reduzierbar. Wir brauchen nur den 
Ansatz za machen: 


(19) 


om! o@t 

(n) 02) 
Sor Sunes (20) 
um fir den Vektor © folgende Bestimmungsgleichung zu erhalten: 
AD, = Pin: (21) 


Die soeben auseinandergesetzte Methode zur Konstraktion des 
Materietensors liBt sich ganz analog auch fiir die Konstruktion der 
Randwerte durchfiihren, damit diese den Bedingungen (1) geniigen 
sollen. 


Die ganzen hier gegebenen Entwicklungen bezogen sich auf ein 


Linienelement von ellipsoidem Typus. Doch kinnen die bewiesenen 
Satze und insbesondere die Parametermethode unmittelbar auch auf 
das ,einschalig-hyperboloide* Linienelement der Physik tibertragen 


Zur Theorie der Hinsteinschen Gravitationsgleichungen. 15 


werden, nur mit dem Unterschied, da& jetzt die Begrenzung des Be- 
reiches nicht mehr beliebig sein kann, da die Differentialgleichungen 
einen hyperbolischen Charakter annehmen und die sogenannten 
»Charakteristiken* reelle Flachen darstellen1). In den Formeln 
zur Berechnung der Naherungsfunktionen tritt jetzt an Stelle des 
Laplaceschen Potentials, bzw. der Greenschen Funktion der Aus- 
druck fiir das retardierte Potential. Die Randwerte miissen auf 
einem ,Lichtkegel“: 2+ (x, — «?)2 = 0 liegen. Und zwar erhalten 
wir die fiir die Physik in Frage kommende Randbedingung, wenn 
wir auf einem Lichtkegel, dessen Spitze sehr weit in der Vergangen- 
heit liegen soll, und mit seiner Offnung nach der positiven Zeitachse 
weist, die Normalwerte: g’* = ae vorschreiben. Eine solche Rand- 
bedingung fiir die Welt hat allerdings wenig Bedeutung, da uns die 
,»Zusammenhangsverhaltnisse im Grofen“ unbekannt sind. Auch 
wiirde es nicht sehr befriedigend sein, gewissermaBen einen zeitlichen 
Anfang der Welt zu postulieren, wihrend sie in riéunlicher Beziehung 
mit wachsender Zeit ins Unendliche expandieren soll. Hier miissen 
wahrscheinlich die ,kosmologischen“ Gleichungen in die Schranken 
treten 2). Am befriedigendsten wire es, wenn iiberhaupt keine Rand- 
bedingungen auftreten wiirden. Dieser Gesichtspunkt leitete ja gerade 
Einstein beim Anfstellen seiner kosmologischen Gleichungen. Tat- 
sichlich wire dieser Fall realisiert, wenn die Welt bei Einfiihrung 
entsprechende1 Koordinaten als allseitig geschlossenes, endliches Ge- 
bilde erscheinen wiirde. Es kénnte dabei trotzdem die Zeit eine 
Koordinate darstellen, die von — co bis + co wiachst, ohne zweimal 
dieselben Weltpunkte zu treffen. Man denke nur an das Beispiel der 
Kugel, wenn man von Polarkoordinaten zu isometrischen itibergeht. 
Man bekommt dann das Linienelement: 


1 
—, SIG ae Ge 
8 (ep eae eT Y)s 
wo a von — oo bis + co alle Werte durchliuft, trotzdem wir es mit 


einer allseitig geschlossenen und sogar noch iiberall regularen I’liche 
zu tun haben. An dieser Stelle sei noch bemerkt, dab die isome- 
trischen Koordinaten einer zweidimensionalen Flache zugleich den 
Bedingungsgleichungen fiir ein Normalkoordinatensystem geniigen. 
Dann wird namlich: am : 
tk == 
Gots ee 


1) Namlich die ,Nullkegel*, die erzeugt werden durch die Gesamtheit der 
aus einem Punkt ausgehenden geodatischen Nullinien. 

2) Die hier entwickelten Hindeutigkeitstheoreme behalten auch fiir diese 
Gleichungen ihre Giiltigkeit. Nur iibernimmt dann fiir eine masseleere Welt die 
Kugelgeometrie die Rolle der euklidischen Geometrie. 
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Man kann also die Normalkoordinaten auch als Verallgemeinerung 
der isometrischen betrachten, und deren Ubertragung in beliebig hohe 
Dimensionen. 

Zusammenfassung. Es soll ein Koordinatensystem eingefiihrt 
sein, welches in jedem Punkt des betrachteten Gebietes folgenden 
Gleichungen geniigt: 

eVg9"* 

——_ = 0. 

Ons 

Ein solches System bezeichnen wir als ,,Normalkoordinatensystem*. 
Die g;,-Funktionen der MaBbestimmung sollen im ganzen Gebiet end- 
liche, stetige, differenzierbare Funktionen dieser Koordinaten sein, 
mit nirgends verschwindender Determinante, etwaige Singularitaten 
seien auf flichenhaft verteilte Unstetigkeiten in den Ableitungen 
beschrankt. Es gelten dann folgende Siatze: 

1. Eine iiberall, auch im Unendlichen regulire, materielose Welt 
ist euklidisch. Thre MaSbestimmung hat in Normalkoordinaten die 
euklidische Normalform mit konstanten Koeffizicnten. 

2. Wenn im Innern eines Gebietes die Verteilung des Materie- 
tensors gegeben ist und aufSerdem die Randwerte des MaBStensors, 
so ist der MaStensor im ganzen Gebiet eindeutig bestimmt. Die Be- 
grenzung kann eine beliebige Flache sein fiir den  ,ellipsoiden“ 
Typus des Linienelements — sie mu8 ein ,,Lichtkegel“ sein fiir den 
in der Welt realisierten einschalig-hyperboloiden Typus. 

3. Es wird ein Weg angegeben, wie die g’*-Funktionen durch 
sukzessive Integrationen aus der Materie und den Randwerten mit 
beliebiger Annaberung tatsichlich bestimmt werden kénnen. 

4, UmfaBt das Gebiet den ganzen, im Unendlichen als regular 
vorausgesetzten Raum, so ist das Normalkoordinatensystem bis auf 
eine lineare Transformation ein eindeutig bestimmtes System. 

Fraglich ist der Konvergenzbereich der angewandten Reihen- 
entwicklungen. Auch miissen einige Unzulinglichkeiten der Beweise 
noch durch nihere Untersuchungen ergiinzt werden. 


Freiburg i. B., Physikal. Institut, November 1922. 
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Der EinfluB der Gasbeladung auf die 
thermische und lichtelektrische Elektronenemission des 
Platins und des Tantals. 


Von Rudolf Suhrmann in Dresden. 


Mit neun Abbildungen. (Hingegangen am 24. November 1922.) 


§ 1. Einleitung. 

Der Einfilu8 des absorbierten Gases auf die thermische Elektronen- 
emission der Metalle ist schon mehrfach der Gegenstand von Unter- 
suchungen gewesen, die jedoch haufig zu widersprechenden Ergebnissen 
fiihrten. Fredenhagen?) erhielt fiir K, Na, Pt und Oxydkathoden 
eine Abnahme der Emission durch Destillation bzw. langeres Gliihen 
und schlo8 daraus auf chemische Reaktionen zwischen Gas und Metall 
bzw. Oxyd beim thermischen Elektronenaustritt. Zu Abhnlichen An- 
sichten gelangten Pring und Parker?) beziiglich des Kohlenstoffs 
und Gehrts%) beziiglich der Wehneltkathode. Ebenso fand Wilson‘) 
bei seinen Versuchen iiber die Emission von Platin in Wasserstoff, 
daB diese durch die Menge des vom Pt absorbierten Wasserstoffs 
bestimmt ist, und nicht direkt vom Druck des umgebenden Gases 
abhangt. Dagegen stellt Richardson‘) fest, daB die Emission des 
Wolframs eine rein thermische Eigenschaft des Metalls ist und nichts 
mit einer chemischen oder sonstigen sekundaéren Wirkung gemein hat. 
Langmuir®) folgert aus seinen Versuchen mit Ta, Mo, Pt und C, 
daB die Gase entweder keinen Hinflu8 haben oder die Elektronen- 
emission erniedrigen, und deutet die widersprechenden Ergebnisse 
anderer Beobachter durch das Auftreten von Raumladung oder Wand- 
ladung und die Bildung unbestindiger Verbindungen an der Ober- 
fliche der Metalle. Ebenso schlieBen Dushman’) und K. K. Smith 8) 
aus ihren Resultaten, daf die Elektronenemission der Metalle reiner 
Temperatureffekt und nicht durch die Gegenwart von Gasen bedingt sei. 


1) K. Fredenhagen, Verh. d. D. Phys. Ges. 14, 386, 1912. gprs Ber., 
math.-phys. Kl., 65, 42—74, 1913. Phys. ZS. 15, 19, 1914. 

2) J. Pring und 8. Parker, Phil. Mag. (6) 28, 192, 1912. ; 

3) A. Gehrts, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 1047, 1913. we 

4) H. A. Wilson, Phil. Trans. (A) 202, 267, 1903. 

5) O. W. Richardson, Phys. ZS. 14, 793, 1913. 

6) I. Langmuir, Phys. ZS. 15, 524, 1914. 

7) §. Dushman, Phys. ZS. 15, 681—685, 1914. 

8) K. K. Smith, Phil. Mag. (6) hah 802, 1915. 

Zeitschrift fir Physik, Bd. XIII. b) 
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Von neueren Arbeiten spricht die bei Richardson angefertigte 
von Sih Ling Ting?) wieder mehr zugunsten der Auffassung, die 
der Mitwirkung der Gase eine einfluBreiche Rolle zuschreibt. 

Wihrend sich also beziiglich des Gaseinfiusses auf die Emission 
von Gliihelektronen die Meinungen noch widersprechen, ist die Mit- 
wirkung des absorbierten Gases auf die Auslésung von lichtelektrischen 
Elektronen durch die in den letzten Jahren zum groBen Teil im 
hiesigen Institut ausgefiihrten Arbeiten2) wohl allgemein zur An- 
erkennung gelangt. Da nun andererseits der von Richardson schon 
vermutete %), von A. Becker theoretisch begriindete+) und von Berg- 
witz experimentell bestiatigte 5) Zusammenhang zwischen Gliih- und 
Photoelektronen besteht, so ist anzunehmen, daB auch beim Aus- 
lésungsmechanismus dem im Metall enthaltenen Gase bei beiden 
Elektronenemissionen eine besondere Bedeutung zukommt, da also 
auch die Thermionenemission vom absorbierten Gas primar beeinflubt 
wird. Diesbeziigliche Untersuchungen, die vor einem Jahre begonnen 
wurden und jetzt ihren AbschluB erhielten, bei denen die in den ent- 
sprechenden lichtelektrischen Versuchen gemachten Erfahrungen ver- 
wertet und das Auftreten der Raumladung beziehentlich der Sattigung 
sorgfaltig beachtet wurden, gelangen im folgenden zur Darstellung. 


§ 2. Versuchsanordnung. 


Um schliissige Ergebnisse zu erhalten, muBte bei den vorliegenden 
Versuchen vor allem darauf gesehen werden, die Fehlerquellen zu 
vermeiden, die bei den angefochtenen Untersuchungen friherer Beob- 
achter eine Rolle gespielt haben konnten. Ferner mufte die Méglichkeit 
vorhanden sein, neben dem Thermionenstrom auch die lichtelektrische 
Emission beobachten zu kénnen. 

Es wurde daher fiir die Versuche die in einer friiheren Arbeit?) 
beschriebene groBe Glaskugel von 20cm Durchmeser verwendet. Als 
Gliihkathode diente ein 21 mm langes und 2,0 mm breites Platinblech 
von 0,01 mm Dicke bzw. ein ebensolches Tantalblech von 13 mm 
Lange, 1,7 mm Breite und 0,02 mm Dicke. Ihm gegeniiber war ein 
Kupferoxydnetz (in einigen Versuchen ein Platinnetz) angebracht; an 
diesem lag entweder ein iiber das Galvanometer gefiihrtes positives 
Potential, oder das Netz war mit dem Elektrometer verbunden, um 


1) Sih Ling Ting, Proc. Roy. Soc. London (A) 98, 874, 1921, Nr. 693. 

*) Literaturiibersicht z.B. bei R. Suhrmann, Ann. d. Phys. (4) 67, 43, iia 
3) Richardson, Gliihelektroden im Handbach. d. Rad. IV. 

*) A. Becker, Ann. d. Phys. (4) 60, 30, 1919. 

°») K. Bergwitz, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) 8, 25, 1922, Nr.1. 
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die lichtelektrischen Elektronen aufzufangen; die negative Spannung 
lag dann an der die Elektronen aussendenden Folie. Der negative 
bzw. positive Pol der Spannungsbatterie war jedesmal geerdet. 

Als Galvanometer zum Messen der Thermionenstréme diente ein 
Millivoltmeter von Siemens & Halske mit der Empfindlichkeit 2,31 
< 10~7 Amp./Skt., die durch Nebenschliisse auf den 10. und 100. Teil 
herabgesetzt werden konnte !). 

Die lichtelektrischen Aufladungen wurden mit einem Hallwachs- 
schen Quadrantelektrometer gemessen, das 359 Skt./Volt bei 3m 
Skalenabstand gab und eine Kapazitit von 59,2 cm besaB. Die Elek- 
trometerzuleitungen waren in bekannter Weise elektrostatisch geschiitzt 
und sorgfiltig isoliert. Das Licht einer Quarzquecksilberlampe fiel 
durch einen Spalt auf die Folie, nachdem es das an einem Zellentubus 
angebrachte Quarzfenster durchsetzt hatte. 

Durch das Fenster hindurch konnte die Temperatur der gliihenden 
Folie mit dem optischen Pyrometer von Holborn und Kurlbaum 
bestimmt werden, d. h. es wurde von Zeit zu Zeit die Abhangigkeit 
der Folientemperatur von der Gliihstromstarke ermittelt und bei der 
Thermionenmessung auf letztere eingestellt. Die Umrechnung?) der 
gemessenen schwarzen Temperatur unter Benutzung des Reflexions- 
vermégens von Platin und Tantal und der Beobachtungswellenlange 
ergab die jeweils zu den Gliihstromstarken gehdrenden wahren ab- 
soluten Temperaturen. 

Die Gliihbatterie bestand aus sieben isoliert auf geerdete Bleche 
aufgestellten Akkumulatoren; der negative Pol der Zufiihrung zur 
Folie war geerdet. Auch die-Hochspannungsbatterie stand isoliert 
auf Erdungsblechen, ein geeigneter Schalter erméglichte die Variation 
der anzulegenden Spannung. 

GroBe Sorgfalt wurde dem Entgasungsverfahren zugewendet. 
-Zunichst muBte man eine Erwarmung der Zellwandung und der die 
Folien tragenden Kupferstibe vermeiden, indem-man die Glihdauer 
auf nur wenige Sekunden herabsetzte?) in der Weise, daB eine Kon- 
taktuhr 10 Sekunden lang Stromschlu8 und 50 Sekunden lang Strom- 
_unterbrechung vermiittelte, damit in der Zwischenzeit das ausgetriebene 
Gas fortgesaugt werden konnte. Hierdurch wuchs der Druck in der 
Anordnung wahrend der ersten Entgasungen nicht tiber 10~° mm, 
_spiterhin nicht iiber schtzungsweise 10-7 mm, denn der Quecksilber- 


1) Dieses Instrument zu benutzen empfahl mir Herr Dr. G. Wiedmann, 
dem ich auch fiir einige weitere wertvolle Ratschlage zu Dank verpflichtet bin. 

2) F. Henning, Grundlagen der Temperaturmessung. 

3) H. Simon, Diss. Dresden 1920. Auszug: Ann. d. Phys. 65, 707, 1921. 
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faden blieb dann in der Kapillaren des Mc Leodschen Manometers, 
dessen MeBgrenze 2 < 10—' mm betrug, mehrere Millimeter haingen. 

Als Pumpen dienten cine Gaedesche Glasdiffusionspumpe. mit 
einer Volmerschen Quecksilberdampfstrahlpumpe als Vorpumpe, 
welche in den Fallen hoher Folienentgasung durch eine Sprengel- 
pumpe ersetzt wurde, da diese ein besseres Vorvakuum aufrecht zu 
erhalten vermochte. Beide Pumpen mufSten dann dauernd gehen, 
damit die durch geringe Erwarmung der Kupferstabe etwa auftreten- 
den und die von der Folie abgegebenen geringen Gasspuren sofort 
weggesaugt und nicht etwa von der Folie wieder absorbiert wurden. 
Die so vorgenommene Entgasung dehnte sich bei groSer Gasleere 
der Folie auf mehrere Tage aus. 

Zur Beseitigung von Quecksilber- und Fettd&ampfen war vor der 
Zelle ein Kiihlrohr und zum Absorbieren von Wasserdampfen 1) vor 
diesem ein P,O;-Rohr angebracht; auch die Vorpumpenanordnung 
war so gegen Wasserdampfe geschiitzt. 

Beim Messen der Thermionenstréme kamen dieselben Vorsichts- 
mafnahmen zur Anwendung wie bei der Entgasung, also MeSdauern 
von wenigen Sekunden und Ruhepausen von mehreren Minuten. Das 
Auftreten von Wandladungen in der Zelle verhinderte ein innerer 
geerdeter Silberbelag, den man vor Beginn der Versuche durch Er- 
warmen von auSen weitgehend von okkludierten Gasen befreite. 


§ 3. Versuchsergebnisse. 


1. Die Entgasung. Die Aufnahme der Versuchsréihen ging in 
foleender Weise vor sich. Nachdem die Folie, Pt oder Ta, sich 
mehrere Tage im besten Vakuum befunden hatte, wurde sie zunichst 
einigemal bei Gelbglut gegliiht, um sie von adhirierenden Gas- 
schichten zu befreien: Entgasungszustand 1 (abgekiirzt: Entgas.-Z. 1). 
Dann nahm man die Emission in Abhingigkeit vom Potential auf, 
zumeist bei verschiedenen Gliihtemperaturen, maf die Abhingigkeit 
des Thermionenstromes von der Gliihtemperatur bei konstant bleiben- 
dem héheren Potential (Pt 460 Volt, Ta 260 Volt) und bestimmte die 
Menge der lichtelektrisch von ein und derselben Lichtintensitit aus- 
gelésten Elektronen. Darauf wurde die Folie zum Teil entgast durch 
Gliihen bei mehr oder weniger hoher Temperatur: Entgas.-Z. 2. In 
diesem Zustande gelangten wiederum Sattigungsstréme, Richardson- 
karven und Lichtelektrizitiét zur Messung. Dies wurde zumeist so 
lange fortgefiihrt, bis der Entgasung durch das Absorptionsvermégen 


- 1) I. Langmuir, Phys. ZS. 15, 524, 1914. 
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des betreffenden Metalls eine Grenze gesetzt war 1), was sich darin 
zu erkennen gab, daB sich der Gasdruck in der Anordnung nicht 
mehr bis auf mefbare Werte erhdhte und nur betrichtliche Steige- 
rung von Entgasungsdauer und Temperatur noch eine Verminderung 
der Emission hervorrufen konnte. Die Entgasungstemperaturen zwischen 
den einzelnen Entgasungszustiinden sind fiir die Platinfolie in folgen- 
der Ubersicht angefihrt: 


Zwischen Entgas.-Z. 1u.2:  80mal geglitht bei 16409 abs. 

he E: 2 oe On Fs S oy EOD ies | te] Sea aera ent 
7 Si Sena 20) +s ‘ 200 pe ee O— Om 
a cee ce BheKi ae - = HY gy Fes Sal —arinain 
~ 5. PESae 2408 & ‘ 5 17909° pi = 10-—6 mm 

. x eee eee x » 1800° ~, yp unter 10-§'mm 

ks ’ 7-68 2e600". : pe s00! pe is 10—emm 
i x 8 ,9: 1400 , é » 18000 , p , 10-6mm 


Der Entgas.-Z. 10 ist. insofern von Interesse, als die Kontaktuhr 
zwischen 9 und 10 ungefahr 60 Minuten lang versagte, wodurch sich 
die Cu-Staibe etwas erwarmten und Gas abgaben (der Druck stieg 
auf 10—® mm), das von der Folie aufgenommen wurde, worauf weiter 
unten noch zuriickgekommen wird. 

Die Ta-Folie wurde wahrend der Entgasung zuerst schwach, 
dann stark gegliiht; dadurch bringt man zunachst geringe in der Folie 
befindliche Verunreinigungen an die Oberfliche, die dann bei hoher 
Temperatur verdampfen 2). Der Einflu8 dieser Verunreinigungen zeigt 
sich besonders gut lichtelektrisch, indem~bei einer noch wenig be- 
handelten Folie schwaches vorheriges Gliihen die Lichtelektrizitat 
herabsetzt, wahrend sie durch darauf folgendes starkes Gliihen wieder 
erhéht wird’). Setzt man diesen ProzeB jedoch geniigend lange fort, 
so erreicht man schlieBlich auch hier weitgehende Entgasung und 
damit Verminderung des Thermionenstromes und der Lichtelektrizitat, 
wie die Messungen zeigen werden. 

2. Die Sattigungsstréme. Viele Beobachter teilen mit, daf 
bei Thermionenstrémen, z. B. aus Platin, schwer-oder gar nicht voll- 
stindige S&ttigung zu erreichen ist. Wie jedoch die Kurven der 
Fig. 1, 2, 3, 4 zeigen, ist dies bei geeigneter MeBmethode doch még- 
lich. Insbesondere wenn die Folie schon einigermaBen entgast ist, 
also keine Zerstreuung des Elektronenstromes durch Reflexion an den 


1) Naheres hieriiber siche G. Wiedmann, Jahrb. d. Rad. 19, 117, 1922. 

2) Uber ahnliche Behandlung des Wolframs siehe A. Goetz, Phys. ZS. 23, 
136, 1922. 

3) Hierauf diirfte auch die von O. F. Hagenow, Phys. Rev. (2) 18, 415, 
1919, gefundene Erhéhung der Lichtelektrizitat des Wolframs durch Befreien 
yon okkludierten Gasen mittels Elektronenbombardements zuriickzufiihren sein. 
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zugleich austretenden Gasionen mehr stattfindet, laBt sich der Strom 
vollstindig sittigen, und zwar schon durch verhiltnismaBig niedrige 


ask -Zustara 2 | 
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1Skt- 


60 140 220 300 380 Volt 460 
Fig. 1. 


Potentiale, die auch im vorliegenden Falle noch bedeutend geringer 
gewesen waren, wenn das zum Auffangen benutzte Netz die Folie 
ganz umgeben hatte. Man erkennt, 


sop 25H enigasirgs- € daB in den Entgas-Z. 5, 6,7, 8 
der Fig.3 und 2 bei 100 bis 
140 Volt alle Platinelektronen an 
oF das Netz gelangen, und zwar in 
IS immer geringerer Anzahl, je weiter 
S die Folie entgast ist. Dasselbe 
x | zeigen die entsprechenden Ta-Kur- 

= E ven der Fig. 4. 
= Ebenso wie der Thermionen- 
strom vermindert sich auch die 


it lichtelektrische Emission mit der 


Entgasung. Dies zeigt die folgende 
Tabelle 1. 


140 


Fig. 2. 


Bei der Aufnahme der lichtelektrischen Emission lagen an der 
Folie — 460 Volt. 


—- 
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3. Die Raumladungskurven. Da als midgliche Fehlerquelle 
bei den Arbeiten, in denen die Beobachter eine Verminderung der 
Emission mit der Entgasung feststellten, das Auftreten der Raum- 
ladung angenommen worden ist, und da man andererseits die anfang- 
liche gro8e Emission auf das Zerstreuen der Raumladungselektronen 


so Ht durch positive Ionen zuriickgefiihrt 
Enigasuigs- hat, 80 muBte auch diese Erschei- 
Zustand 2 nung in den verschiedenen Ent- 
S gasungszustiinden untersucht wer- 
260 3 den. Eine Ubersicht der Resultate 
x gibt Tabelle 2 fiir Pt und Ta- 
* belle 3 fiir Ta. In Fig. 5 und 6 
22018 | liegen die entsprechenden Kur- 

/ ven vor. 
Man erkennt, da8 sich bei 
780 - beiden Metallen sowohl zu Beginn 
| als auch im vorgeschrittenen Ent- 

740 


Enigas.-Zust 4 


100 


Entgas.-Lust 5 
Entgas.-Zust.6 


60 Entgas.-Lust 7 


20 + 


et — 
60 140 220 300 360 Volt 460 
Fig. 3. 


gasungszustande die Raumladung bemerkbar macht. Die Raumladungs- 
kurven laufen von ungefahr 50 Volt an parallel der 3/2-Geraden, ge- 
horchen also der Beziehung 

n= C0.V%e 
und biegen bei geniigend hohen Potentialen zur Sattigung ein. Wie 


bei anderen Beobachtern ) fallen auch hier die Kurven unterhalb 


der Sattigung nicht in eine Gerade zusammen, sondern sind etwas 


1) Z.B. W.Germershausen, Ann. d. Phys. 51, 846, 1916. Siehe auch 
Marx, Handbuch d. Rad. IV, 8.599. ; 
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gegeneinander verschoben, und zwar lat sich eine Beziehung zwischen 
der GréBe der Verschiebung und dem Entgasungszustande feststellen. 
Bei derselben Temperatur aufgenommene Kurven sind um so mehr zu 


kleineren Werten verschoben, je weiter die Folie entgast ist; z. B. 
bei Pt in Fig. 5 1672° abs., Entgas.-Z. 2, 4, 6; bei Ta, Fig. 6, 17509, 


Tabelle 1. 


Entgasungs- 


zustand 


NSD oP Oper 
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Abnahme der Lichtelektrizitat 
mit der Entgasung. 
————————_—__ 


Lichtelektrischer Strom in 10—14 Amp. 


Pt 


170,4 
100,8 
48,9 
34,2 
31,2 
21,4 


Lrgas.-Zust 2) 


220 
Fig. 4. 


- Ertgas. -Zust | 


300 


380 Volt 


Tabelle 2. Raumladung bei Platin. 


460 


Emission ” in den verschiedenen Entgasungszustinden; 
Volt PSkt. = 2,31. 10-7 Amp. 
1: 1570° abs. 2° 16720 4: 16729 5: 1787° 6: 16729 

30 _ pm 14,8 10,0 = 

40 39,0. a 33,8 25,2 21,8 

350 63,5 : a 54,0 45,0 ° 39,0: 

60 90,4 94,8 66,8 60,3 52,2 
100 162,0 227 86,3 72,3 66,8 
140 238 370 94,4 82,6 70,0 
180 282 528 108,0 85,0 72,0 
220° - 810 712 111,2 85,8 12 
260 327 867 ci an ss 
300 335 1028 = 87,4 W250 
340 340 1188 - = = — 
380 350 1340 SS 87,5 73,2 
420 353 (1473 aa — — 
460 354 1577 — 87,6 73,2 
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Tabelle 3. Raumladung bei Tantal. 


Emission in den verschiedenen Entgasungszustinden; 


bo 
on 


Volt 1 Skt. = 2,381.10—7 Amp. 
| 1: 1570 abs.| 2: 17279 | 3: 17509 | 5: 17500 5: 17739 
20 6,3 = = = | = 
30 26,7 = oe 11,2 12,8 
40 53,0 41,8 41,0 30,0 32,1 
50 83,2 69,0 66,4 50,8 52,0 
60 117,0 99,7 94,5 73,5 74,5 
100 275 242 227 172,0 172,6 
140 492 407 378 290 291 
180 712 640 588 415 413 
220 913 828 760 566 561 
260 1117 1015 930 698 695 
300 1316 1195 1090 802 823 
340 1518 1360 1232 907 944 
380 1703 1482 1345 990 1039 
420 1880 1630 1477 1088 1158 
460 | 2060 1775 1613 1190 1274 


Entgas.-Z. 1, 3, 5. Die Kurven riicken dagegen wieder zu héheren 
Werten, wenn bei der in der Entgasung schon vorgeschrittenen Folie 
die Temperatur erhéht wird, so da8 wahrend der Emission wieder 


mehr Gasionen aus dem Metall 
herauskommen; z. B. bei Pt, 
Fig. 5, 1672°, Entgas.-Z. 2 ist 
héher gelegen als 1570°, Ent- 
gas.-Z. 1; 17879, Entgas.-Z. 5 
ist hdher gelegen als 1570°, 
Entgas.-Z. 1 und 1672°, Ent- 
gas.-Z. 4; ebenso riickt bei Ta, 
Fig. 6, 1750°, Entgas.-Z. 3 an 
1727°, Entgas.-Z. 2 heran. Im 
selben schon vorgeschrittenen 
Entgas.-Z. 5 decken sich die bei 
den nicht sehr voneinander ver- 
schiedenen Temperaturen 1750° 
und 17739 aufgenommenen 
Kurven (Fig.6) im Raum- 
ladungsgebiet, wihrend sie nach 
der S&ttigung zu divergieren. 
Diese GesetzmaBigkeit in der 
Lage der Raumladungskurven 
la8t sich auf eine Weise deuten, 
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die vielleicht auch einigen Aufschlu8 iiber das Zustandekommen der 
Raumladungserscheinung zu geben vermag. Aus der gliihenden Metall- 
folie treten schwere negative Gasionen aus, die sich vor der Gliih- 
kathode anstauen und dort das von Schottky schon angenommene 
Potentialminimum bilden. Hierdurch wird der Abstand x der Elek- 
tronenquelle von der Anode verringert, denn in dieser Ionenwolke, 
in der sich die Elektronen ansammeln, infolge von Reflexionen an den 

Gasionen, nicht an der 


36 Tag Fe 7 [7 Gliihkathode selbst, wird 
i 0. Also mu die 
du 


fiirden Raumladungsstrom 
geltende Formel 


C 
p= — = V2 
m2 
die Form annehmen: 
i= C 4 Vile 
(a= fa)? 


Je stairker die Folie 
entgast ist, desto geringer 
wird die Dicke 4x jener 
Gasionenwolke, desto klei- 
ner also 2, d. h. die Raum- 
ladungskurve verschiebt 
sich nach unten. Wird 
die in der Entgasung vor- 


geschrittene Folie wieder 
stirker erhitzt, so treten 
mehr Jonen aus, die Jonen- 
wolke riickt weiter vor, 
so daB 4x und damit i 
74 78 22 26 lagV gréBer wird und sich die 

Fig. 6. Raumladungskurve nach 

héheren. Werten  ver- 

schiebt. Verwendet man die Versuchswerte unter der Annahme, daB bei 
der stark entgasten Folie 47 = 0 ist, so erhilt man fiir die Ionen- 
wolke eine Dicke von wenigen Millimetern, was gut vorstellbar ist. 
Man kann diese Ionenwolke gewissermaSen sichtbar machen, wenn 
man die Folie gleich nach dem Gliihen belichtet und die lichtelek- 
trisch austretenden Elektronen miBt. Diese reifen die negativen 
Tonen mit, man erhalt also zunichst eine gréBere Aufladung, die nach 
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30 bis 60 Minuten auf den Normalwert der augenblicklichen Licht- 
elektrizitat abklingt, wie die folgende Fig. 7 zeigt. 

Kurve 1 ist mit einer Platinfolie aufgenommen, bei der sich 
durch eine Minute langes Gliihen der Druck in der Anordnung auf 
4,2 x 10-4 mm erhéhte, nach zehn Minuten Pumpdauer war der Druck 
10—-°mm, nach 20 Minuten nicht mehr meSbar; Kurve 2 mit der- 
selben Folie, nachdem ihr Gasgehalt so verringert war, daB nach 
eine Minute langem Gliihen der Druck auf 1,4 < 10-4 mm stieg und 
nach 20 Minuten Pumpdauer nicht mehr gemessen werden konnte. 
Da& es sich hier tatsichlich um negative Ionen handelt, ergibt sich 
daraus, da$ bei der nicht vorher gegliihten Folie eine Druckerhéhung 


| SAT 


7 


200 1 Zul 
700 ie 
| 
Ghihen _| 


Minuten r.a 
70 30 50 70 IO 770 


5 


Fig. 7. 


in der Anordnung diese Erscheinung nicht hervorrief. Die geschilderte 
Methode 148t sich als héchst empfindliches Kriterium auf Ionen viel- 
leicht auch anderweit verwenden. 

Von der oben entwickelten Anschauung aus, die das Auftreten 
von Ionenwolken vor dem gliihenden Metall annimmt, lassen sich 
vielleicht auch die Abstainde zwischen den Raumladungskurven 
Germershausens erklaren. Diese Kurven sind zu um so kleineren 
- Werten verschoben, je niedriger die Gliihtemperatur, da dann die 
Ionenwolke eine geringere Ausdehnung besitzt. Die Machtigkeit der 
Jonenwolke und damit die Verschiebung der Kurven der Raum- 
ladungsmaximalstréme ist offenbar eine Funktion der Menge aus- 
tretender Gasionen und damit abhangig von der Temperatur und dem 
Entgasungszustande. 

Die Lage der Raumladungskurven zueinander vermag neben dem 
durch die Sattigungskurven erbrachten Beweis noch eine weitere 
Stiitze fiir die Ansicht zu liefern, da8 die Gasbeladung primar im 
Metall selbst das Austreten von Thermionen begiinstigt. Waren 
nimlich die aus der noch wenig entgasten Folie austretenden nega- 
tiven Gasionen die Ursache fiir die anfanglich hohen Sattigungsstréme, 
so wiirden sie auch einen wesentlichen Anteil an den Raumladungs- 
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i ; 2 Vee e Be: 
maximalstrémen haben, dann ware in 7 = wa 2) : — bel elmer 
on Vm 22 m 


groBen Zahl von Teilchen betriichtlich kleiner, also auch ¢ bedeutend 
geringer; d.h. mit der Entgasung nihme der relative Anteil der Elek- 
tronen mit groBem e/m zu, die Raumladungskurven miiBten sich also 
zu groBeren Werten verschieben. Da gerade das Gegenteil der Fall 
ist, diirften also die hohen Siattigungsstréme zu Anfang auf Elektronen 
selbst und nicht auf mitgemessene Gasionen zuriickzufiihren sein. 

4. Die Richardson-Geraden. Um einen Einblick in die Art 
der Mitwirkung des Gases bei der Thermionenemission zu erhalten, 
Ie rip ne wurde in a cinzelnen 
Entgasungszustinden ‘ die 
Eiigas. Zustand 4 | | ~Abhiingigkeit der Emis- 
sion von der Temperatur 
untersucht, um aus den 


durch Anuftragen von : 


1 
bzw. log « — 9 log T ent- 


sprechend der Formel 

i= A.YT.e? 
erhaltenen Geraden Aus- 
trittsarbeit und Zahl der 
freien Elektronen berech- 
nen zu kénnen. Die Er- 
gebnisse sind in Tabelle 4 
und 5, und in Fig. 8 und 9 
dargestellt. Das an der 
Anode liegende positive 
Potential betrug bei Platin 
_| 460Volt, bei Ta 260 Volt. 
5600 5800 6000 6200 707 Man erkennt, daB 
Fig. 8. die Werte in allen Ent- 
gasungszustiinden bis zam 
Auftreten der Ratmiadent der Retest eplciotinee Geniige leisten. 
Entgas.-Z. 10 bei Pt (Fig. 8), vor dessen Aufnahme wieder etwas 
Gas absorbiert worden war, worauf oben (§ 3, 1) schon hingewiesen 
wurde, zeigt, wie die Emission durch Gasabsorption wieder erhdht 
werden kann. Ebenso ergab sich Emissionsvergréferung, wenn zuerst 
eine neben der untersuchten befindliche unentgaste und gleich darauf 


die entgaste Folie einige Minuten gegliiht wurde. Man vermochte 


See ty 
Os 
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Tabelle 4. 


Temperatur 7’ bei Platin. 
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Thermionenemission m in Abhangigkeit von der abs, 


ss : = a = 5 7 | i 
Entgasungszustand 4 || Entgasungszustand 6 || Entgasungszustand 9 | Entgasungszustand 10 
fh n | ts n | fh n Tr | n 

ee eS eee) ee ee aaa Het 

et ea as . A. 
1570°H is. 11,8 1570° 8:2 |) 715740 An 5 13° 5,8 
1604 22,6 1604 18,0 | 1612 9,6 || 1608 11,8 
1639 | 46,8 1639 35,0 | 1647 18,8 | 1643 22,2 
1672 101,8 1672 (Gls Tye = | 1677 42,2 
1689 144,3 1689 91,8 | 1682 36,0 1692 58,0 
1705 212 1705 121,0 | = = hb 120905) 75,2 
1722 | 288 1722 161,7 | 1715 67,3 || 1725 | 96,6 
1739 406 1739 232 1746 116.0 | 1740 121,6 

— a 1755 313 || 1760 146,3 || = — 

— — 1771 416 | 1774 198 } o— — 

— — 1787 540 || 1788 958 | o— _ 

a == 1803 738 1800 313 | se — 

1 SKt..= 2,31.10—7 Amp. 
Tabelle 5. Thermionenemission ” in Abhangigkeit von der abs. 


Temperatur 7’ bei Tantal. 


# : Thermionenemission ”; 1 Skt. = 2,31 .10—7 Amp. 

| Entgas.-Z. 1 | Entgas.-Z. 2 | Entgas.-Z. 3 | Entgas.-Z. 4 | Entgas,-Z. 5 

I | ] 
14409 | i OO 13,0 | 12,2 8,0 
1497 | 87,5 66,0 37,0 30,8 22,0 
1549 ! 207 143,8 93,0 71,7 59,2 
1600 | 467 340 203 160,6 130,0 
1628 873 474 306 240 190 
1651 970 615 412 330 278 
1679 | 1070 947 tee 0 457 370 
1702 | ~ 1110 / 1000 Lae eey 600 510 
1727 a2 113 ' 1007 945 844 687 
1750 Hs 1215 1007 | 945 852 720 
1773 falc 187 — — | 850 718 


so direkt Gas aus der unentgasten in die entgaste Folie tiberzuleiten 
und diese dadurch auf héhere Emission zu bringen. 

Fig. 9 148t ebenso wie die Raumladungskurven fiir Ta in Fig. 6 
erkennen, da sich die Raumladungsmaximalstr6me mit zunehmender 
Entgasung vermindern. 

Bemerkenswert ist ferner, daS sowohl die Platin- als auch die 
Tantalgeraden fast parallel zu kleineren Werten verschoben sind. 
Dies bedeutet, daB die betrichtliche Verminderung der Thermionen- 


emission mit der Entgasung nicht auf Verainderung der Austritts- 


arbeit g, sondern hauptsichlich auf die durch die Parallelverschiebung. 
der Richardsongeraden angedeutete Verminderung der Zahl freier 
Elektronen im Metall zuriickzufiihren ist. Berechnet man aus der 
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Lage der Punkte diese beiden GréBen bzw. die ihnen proportionalen 
Konstanten ) und A der Richardsongleichung 


= Ls ee 2,31 107" = A. Tl, eT 
és S E% S 
(e = 15,91.10—-*° Coulomb ; S = Oberfliche der Pt- oder Ta-Folie; 
n = Galvanometerausschlige; 2,31.10—7 Amp./Skt. = Galvanometer- 
log n-$-log T#7 
24 = ah i 
° ° ° 
2,0 see 3 2 
46 | | 
fe) 
42 
Entgas- 
Lust. 7 
- Entgas.- 
od | f ° Zust 2 
Enigas.~ 
° Lists 
Entgas.- 
ad Tr LUSTY 
0 L119as.- 
=e = LUST 
5600 5800 6000 6200 6400 6600 6600 L. 197 
Fig. 9. ES 


empfindlichkeit), so erhailt man die in den Tabellen 6 und 7 ange- 
gebenen Werte. 

Die Austrittsarbeit g ist also bei Ta konstant geblieben und hat 
sich bei Pt zwischen 4 und 6 um */;) Volt, zwischen 6 und 9 um 
8/1000 Volt vermindert. Die Zahl der freien Elektronen dagegen 
hat bei Ta um fast zwei, bei Pt um zwei Zehner-Potenzen ab- : 
genommen. Auch hieraus darf man schlieBen, da8 bei der Thermionen- 
emission das im Metall absorbierte Gas die Menge der austretenden 
bzw. der im Metall dissoziierten Elektronen beeinflu8t; denn wiire die 
Verminderung der Emission mit zunehmender Entgasung auf die von 
Langmuir vermutete Bildung von Oberflichenschichten!) zuriick 


1) I>Langmuir, Phys: ZS. 15, 526, 1914. 
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Tabelle 6. Platin. 


Entgasungs- 


steal A b @ in Volt 
=== nae = =— 
4 || 4,76. 1027 5 7Ole102 4,987 
6 1,78 . 1026 bh, Oakl. 10* | 4,573 
9 7,64. 1025 5,302 .104 | 4,565 
Mittel aus 6 u.9| 5,306.10 | 4,569 


Tabelle 7. Tantal. 


Entgasungs- 


zustand A b |e in Volt 
1 | 7,47. 1028 | S78). 104%. | 38,26 
2 } 1,48.1073 | 359.104 | 38,09 
3 |. 3,36. 1028 3,80.104 | 3,27 
4 | 8,22. 1022 3,615,102 2 | Solu 
5 | 2,27 . 1022 3,43.104 | 2,96 
Mittel | 3,64.104 | 3,14 


zufiihren, so wiirde wohl kaum die Austrittsarbeit ihren Anfangswert 
nahezu beibehalten. 

Auffallend ist, daS die Zahl der lichtelektrisch ausgelésten Elek- 
tronen nicht in dem Mae abnimmt (Tabelle 1) wie die der Zahl 
freier Elektronen proportionale GréBe A. Dieser Umstand wird da- 
durch erklart, daB jene mit Quarzlampen-Ultraviolett ausgelést wurden, 
und der Entgasungseinflu8 sich bei langeren Wellen am stirksten, 
bei kiirzeren um so weniger bemerkbar macht, je weiter man ins 
Ultraviolett vordringt1). Vergleichbare Verbaltnisse lieBen sich viel- 
leicht dadurch schaffen, daS ein schwarzer Kérper als Lichtquelle 
benutzt und die Abhiingigkeit der Menge lichtelektrisch ausgeléster 
Elektronen von der Temperatur dieses Strahlers bei verschiedenen 
Entgasungszustinden untersucht wiirde, entsprechend der von 
A. Becker?) aufgestellten und von Bergwitz?) bestitigten Beziehung. 

Zu besonderen Ergebnissen fiihrt ein Vergleich der aus den 
Richardsongeraden berechneten Austrittsarbeit mit der auf licht- 
elektrischem Wege aus den roten Grenzen bei verschiedenen Ent- 
gasungszustinden ermittelten. Wie in einer friheren Arbeit‘) mit- 
geteilt wurde, verschob sich bei einem Platinblech, das man durch 
kurzes Gliihen von der adhirierten Gasschicht befreite, die rote Grenze 


1) R. Suhrmann, Ann. d. Phys. 67, 62, 1922. 

2) A. Becker, Ann. d. Phys. (4) 60, 30, 1919. 

3) K. Bergwitz, Verh. d. D. Phys. Ges. (3).8, 25, 1922,) Nr... 
4) R. Suhrmann, Ann. d. Phys. (4) 67, 43, 1922. 
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von 260uu bis 300 uu, entsprechend einer Parallelverschiebung der 
lichtelektrischen Empfindlichkeitskurve um diese Strecke. Hieraus 
errechnet sich eine Verminderung der Austrittsarbeit von 4,75 Volt 
auf 4,11 Volt. Beseitigte man durch weiteres Gliihen auch das ab- 
sorbierte Gas, so zog sich die rote Grenze wieder bis 270 uw zuriick, 
entsprechend einem Herunterbiegen der Empfindlichkeitskurve. Die 
Austrittsarbeit wiire also von 4,11 Volt auf 4,57 Volt angewachsen, 
wenn man das Wandern der Grenze auf eine VergréBerung der Aus- 
trittsarbeit zuriickfiihren wollte; wihrend die aus der Thermionen- 
emission berechnete Austrittsarbeit mit der Entgasung ein wenig (von 
4,987 auf 4,569 Volt) abnimmt. Entweder macht sich hier ein Unter- 
schied im Methanismus der lichtelektrischen und thermischen Elek- 
tronenemission bemerkbar, oder das durch die starke Abnahme der 
lichtelektrischen Empfindlichkeit bedingte spitere Zuriickgehen der 
roten Grenze mit der Entgasung wird weniger durch die Anderung 
der Austrittsarbeit als vielmehr durch die Abnahme der Zahl freier 
Elektronen hervorgerufen. 


Die letztere Erkliirung erscheint als die wahrscheinlichere, da die 
GréBe der Austrittsarbeit in beiden Prozessen dieselbe ist, und eine 
so geringe VergréBerung von gy um 0,46 Volt (Verschiebung der roten 
Grenze von 300 bis 270 ww) wohl kaum die betriichtliche Verminderung 
der lichtelektrischen Elektronenemission verursachen kénnte. Jeden- 
falls ist die gute Ubereinstimmung der aus der roten Grenze von 
270 uw und der Neigung der Richardsongeraden fiir die entgaste Folie 
berechneten Austrittsarbeit von 4,57 bzw. 4,569 Volt iiberraschend. 


Die thermische sowohl als auch vermutlich die lichtelektrische 
Elektronenemission sind also durch den Dissoziationszustand!) der 
Atomelektronen als freie Elektronen im interatomaren Raum bedingt, 
der durch das Vorhandensein von absorbiertem Gas _ besonders 
begiinstigt wird. Dies schlieSt natiirlich nicht aus, da8 ein stark 
entgastes Metall auf beide Arten noch Elektronen auszusenden ver- 
mag, aber das gasbeladene Metall verfiigt iiber mehr freie Elektronen 
und emittiert deshalb besser. 


Aus der Abnahme der Zahl freier Elektronen mit der Entgasung 
lassen sich noch weitere Schliisse ziehen. Bekanntlich sind Peltier- 
und Thomsonwirme Funktionen der im Metallinnern vorhandenen 
freien Hlektronenmenge “), sie miissen sich also ebenfalls mit der Ent- 


1) J. Franck, ZS. f. Phys. 9, 259, 1922. 
*) Siehe z. B. W. Schottky, Jahrb. d. Rad. 12, 172, 1915. 
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gasung des Metalls andern. Auch der Widerstand der Metalle!) muB 
in geringem Mabe durch die Stiirke der Gasbeladung veriindert werden 
konnen. Insbesondere diirfte das eigenartige Verhalten des Wasser- 
stoff absorbierenden Platins beziiglich der Uberleitfahigkeit bei tiefen 
Temperaturen, sowie das sprunghafte Einsetzen der Uberleitfihigkeit 
bei den Metallen, die hauptsichlich Gase von héherem Siedepunkt 
wbsorbieren, durch die Gasbeladung seine Erkliirung finden. Bei den 
zu untersuchenden Metallen sollte also nicht nur auf groBe Reinheit, 
sondern auch auf Gasfreiheit geachtet werden. Untersuchungen iiber 
den Einflu8 der Gase auf diese Erscheinungen sind in Gang gesetzt, 
soweit es die in dieser Richtung heute sehr beschrinkten Mittel 
erlauben. 


$4. Zusammenfassung. 


1. Es wurde die Beeinflussung der Thermionenemission und Licht- 
elektrizitat durch die Gasbeladung bei Platin und Tantal unter Be- 
achtung aller hierfiir notwendigen Vorsichtsmafnahmen und unter 
Anwendung eines besonderen Entgasungsverfahrens untersucht und 
gefunden, daB die Sattigungsstréme durch die Entgasung stark herab- 
gedriickt werden. 

2. Die Raumladungsgeraden fallen, wie auch andere Beobachter 
festgestellt haben, nicht in eine einzige Gerade zusammen, sondern 
sind parallel zueinander verschoben unter der Neigung 3/2 im Raum- 
ladungsgebiet. Die GréBe der Verschiebung steht in gesetzmaBiger 
Beziehung zu Glihtemperatur und Entgasungszustand. Je niedriger 
die Gliihtemperatur und je starker entgast das Metall ist, desto gréBer 
die Verschiebung zu niedrigeren Werten. Die Verschiebung wird 
gedeutet durch die Annahme einer Wolke negativer Gasionen, die 
sich vor der gliihenden Folie ausbildet und das Zustandekommen der 
Raumladung begiinstigt. Je gasbeladener die Folie und je hoher die 
Temperatur, desto gréBer ist die Machtigkeit der Ionenwolke, die 
verkleinernd auf den Abstand « der Anode von der Stelle vor der 


Glihkathode, an der a = 0 wird, einwirkt. Die angesammelten 
x 


1) Anmerkung bei der Korrektur: Vorversuche haben inzwischen die 
Richtigkeit dieser Vermutung ergeben. Ferner ist wihrend des Druckes in 
Heft 23, 1922 der Phys. Ber. das Referat tiber eine Arbeit von R. M. Holmes, 
Science (N. 8.) 56, 201—202, 1922, Nr. 1422 erschienen, in der die oben aus- 
gesprochene Schlu&folgerung bezgl. der thermoelektrischen Figenschaften gas- 
beladener Metalle an Palladium experimentell bestatigt wird. Die Vera’nderung 
der Thermokrafte geht in der Richtung vor sich, da® die wirksame ‘Elektronen- 
dichte im Palladium durch die Absorption von Wasserstoff erhéht worden 


sein mu. ~ . 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 3 
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Ionen diffundieren nach Beendigung des Gliihens nur allmahlich weg 
wie durch eine besondere lichtelektrische Beobachtungsmethode ge- 
zeigt wird. 

3. Die Richardsongeraden riicken mit der Entgasung bei Tantal 
parallel, bei Platin nahezu parallel zu kleineren Werten. Die Abnahme 
der Konstanten A um zwei Zehner-Potenzen und damit die Ver- 
minderung der Zahl freier Elektronen im Metallinnern mu8 also haupt- 
sichlich die Herabsetzung der Emission mit der Entgasung bewirken. 
Man erhilt 


fiir Tantal: A 7,47 < 1028 fiir die weniger entgaste Folie 
A 


x 4 = 2271022 _. starker 2 
fiir Platin: A = 4,76x1027 , , weniger 2 . 
m1 “ A = 7,64 x 1075 , starker ; . 


Die Konstante ) und damit die Austrittsarbeit bleibt bei Tantal 
konstant und andert sich bei Platin nur wenig. Es ergibt sich 


fir Tantal: b = 3,64 ><104; gm = 3,14 Volt 
fiir Platin: b = 5,791 104; m = 4,987 ,, fiir die weniger entgaste Folie 
< ‘ Ds==" 5,806 10S i= G0) tw, astarker > . 


Die Austrittsarbeit fiir die entgaste Platinfolie mg = 4,569 Volt 
stimmt iiberein mit der aus der roten Grenze von 270 uu, die der 
Verfasser in einer friiheren Arbeit fiir die entgaste Platinfolie erhielt, 
berechneten von m = 4,57 Volt. 


Dresden, Physik. Institut der Techn. Hochschule. 


Der EinfiuS eines elektrischen Feldes auf die innere 
Reibung eines Gases. 
Von H. Sirk in Wien. 


Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 27. November 1922.) 


Bisher wurde die Abhingigkeit der inneren Reibung eines Gases 
von zwei skalaren GréSen, vom Druck und von der Temperatur, vom 
Standpunkte der kinetischen Gastheorie aus untersucht. Es soll nun 
eine derartige Untersuchung beziiglich eines an das Gas angelegten 
elektrischen Feldes durchgefiihrt werden, wobei angenommen wird, 
daS die Molekeln neutrale Aggregate von positiven und negativen 
elektrischen Massen sind. Dabei sollen jene Stoffe, fiir die man 
wegen der anormalen Temperaturabhingigkeit der Dielektrizitits- 
konstanten oder wegen anormaler Dispersion im Drudeschen Sinne!) 
annimmt, daB die Molekeln Dipole tragen, von der Betrachtung aus- 
geschieden und vorausgesetzt werden, daf die Molekeln elektrische 
Quadrupole sind, die in einem elektrischen Felde © ein Moment 
m == “%€ erhalten. Der Proportionalitatsfaktor «, die Polarisierbarkeit 
einer Molekel, ist durch die Molekularrefraktion des betreffenden 
Stoffes fiir unendlich lange Wellenlangen P, gegeben als 

eee 3 Po 
72 40.Ne 
wo WN die Loschmidtsche Zahl bedeutet ?). , 

Das Potential eines Quadrupols wird, wenn man das Koordinaten- 
system in geeigneter Weise in ihn hineinlegt, fiir einen Aufpunkt 
(x, y, 2) im Abstande r vom Ursprung gegeben durch ®) 

C, 2? + Cyy2+ C, 2? 

9 = 55 [32ST SE _g—G—a], 
wo (,, Cy, 03, fiir die Molekel charakteristische Konstanten, die elek- 
trischen Haupttrigheitsmomente, sind. 

Um die Begriffe zu fixieren, nehmen wir fiir das Folgende an, 
daB8 das Gas durch einen schmalen parallelepipedischen Hohlraum 
stromt, so daB die Schichten gleicher Strémungsgeschwindigkeit Ebenen 
sind. Ihr Schnitt mit der auf sie normalen, in der Strémungsrichtung 
liegenden Zeichenebene ist in Fig. 1 dargestellt. Die Normale & gibt 


(1) 


1) Debye, Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 777, 1913. 
2) Povoats: The Theory of electrons, 8.303, Note 54; Debye, Phys. ZS. 
13, 99, 1912; Debye, Phys. ZS. 21, 182, 1920. 
3) Debye, Phys. ZS. 21, 180 ff., 1920. 
3% 
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die Richtung des Geschwindigkeitsgefilles. Bildet die Bewegungs- 
richtung einer Molekel mit: ihr den Winkel #, so wird die durch die 
Flicheneinheit einer Schicht pro Zeiteinheit iibertragene molare Be- 
wecungserdBe reduziert auf das Geschwindigkeitsgefille 1, der Koeffi- 
zient der inneren Reibung gegeben durch ?) 

A. 

mM ; 

ssa Lvvicos? sin d dv, 


0 
wo m die Masse einer Molekel und v die Anzahl der Molekeln pro 
Volumeneinheit bedeutet, die eine bestimmte Geschwindigkeit v be- 
sitzen und vor Erreichen der hervorgehobenen Schicht einen Weg 4 
ohne Zusammensto8 zuriickgelegt haben. Fiihrt man die durch 2 
angezeigte Summation durch, so kann man das Integral auf folgende 
Form bringen, indem man fiir die mittlere Molekulargeschwindigkeit 
yr einfiihrt: 
uv 
/ r 
7] = eee cos? } sin Bd, (3) 
0 
wo S der kleinste Abstand ist, auf den zwei Molekeln geniihert werden 


kénnen, ohne da8 Zusammensto8 eintritt. Wirken keine Krafte zwischen 


R 


Fig. 1. 


ihnen, so ist diese GréBe gleich dem Molekulardurchmesser s, und (3) 
fiihrt auf die klassischen Formeln fiir den Reibungskoeffizienten. 
Wirken Anziehungskriifte zwischen den Molekeln, so ist nach Suther- 


land 
18K 
S2 — g2 oT) 
8 (i + eT 


zu setzen, wo H die von zwei Molekeln bei Annaherung aus dem 
Unendlichen bis zur Beriihrung geleistete Arbeit, x die Boltzmann- 
sche Konstante und ¢ einen von Enskog?2) ermittelten, von der 


1) Jager, Fortschritte der kinetischen Gastheorie, S. 38. 
2) Enskog, Dissertation. Fiir freundliche Uberlassung der in Upsala 1917 
erschienenen Dissertation spreche ich Herrn Dr. Enskog meinen Dank aus. Der 
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Potenz des Kraftgesetzes abhingigen Faktor bedeutet. Mithin kann 
(3) auf die Form 


"con® sin 8 49 
7 = KYT fa (4) 


se 


gebracht werden. Wirkt kein elektrisches Feld auf das Gas ein, so 
ist H von der Richtung unabbingig, und dieser Ausdruck fihrt, 


, H 
indem man = @, der Sutherlandschen Konstanten, setzt, auf 


einen Reibungskoeffizienten 
z ? - 
x, Oe EE, (5) 
ee os 
Hh 


Seine durch diese Formel angegebene Temperaturabhangigkeit wird 
durch die Messungen mit grofer Annaherung bestétigt, obwohl die 
Grundlagen von Sutherlands Theorie nicht einwandfrei sind’). 

Es wird nun angenommen, da& ein homogenes, zeitlich konstantes 
Feld § von einer Intensitét F im Gasinnern in der Richtung R, also 
normal auf die Schichten gleicher Geschwindigkeit, langs des ganzen 
Hohlraumes auf das strémende Gas einwirkt. Es hangt jetzt H von 
der Richtung ab, in der eine Molekel der anderen ruhend gedachten 
sich bis zur Beriihrung nahert. Diese GréLe soll im folgenden durch # 
und Materialkonstanten ausgedriickt werden. Der Reibungskoeffizient 
wird im Felde einen von der Feldstarke abhangigen Wert 4p annehmen. 

Berechnung von H. Wir betrachten zwei Molekeln im Felde § 
in einem Abstande, in welchem sie sich gegenseitig polarisieren. 
Molekel 1 befindet sich im Felde (§ +€,+2,). G, ist das Feld am 
enn Moma 2 infolge Polarisation durch § und wechsel- 

r Polarisation mit } Arminia Ricteete pie ore 
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Dazu benutzen wir einen Satz, der aus der Betrachtung eines kleinen 
Dipols folgt: 
Befinden sich an zwei Orten 1 und 2 vektoriell gleiche 
kleine Dipole, so ist das Feld des in 1 befindlichen 
Dipols am Orte 2 vektoriell gleich dem Felde des in 2 

befindlichen Dipols am Orte l. 

Die Felder liegen in der Ebene durch die Achsen. Haben wir am 
Orte 1 und 2 zwei Molekeln, die durch das Feld % ein urspriingliches 
Moment ity) — “% erhalten haben, so entstehen durch die beiden ur- 
spriinglichen Momente infolge von Polarisation in beiden Molekeln 
zunachst weitere vektoriell gleiche Teilmomente m,, die weitere vek- 
toriell gleiche Teilmomente m, in beiden Molekeln hervorbringen usw. 
in infinitum, 

Die unter Einflu8 des Feldes § durch wechselseitige Polarisation 
entstehenden Momente in den beiden Molekeln bestehen aus je einer 
unendlichen Reihe von Teilmomenten 1g, 11,, Mtg... IM,,-.. abnehmen- 
den Betrages, von denen Glieder mit gleichem Index einander vek- 
toriell gleich sind. Daher sind die resultierenden Momente, die Vektor- 


summen St = S}m,, vektoriell gleich. Infolgedessen ist das Feld ©, 


des evtiicrene Momentes von Molekel 1 am Orte 2 vektoriell 
gleich dem Felde ©, des resultierenden Momentes von Molekel 2 am 
Orte 1. Die resultierenden Momente liegen in einer Ebene durch 
die beiden Molekelmittelpunkte und ¥%. 

Es befindet sich also Molekel 1 im Felde [(§ + €) + 3,] und 
Molekel 2 im Felde [(§ + €) + 3) ]. 


Bewegt sich eine polarisierbare Molekel aus einem feldfreien 


7 : ; : 5 ee 
Raume in ein Feld Y, so leistet sie die Arbeit 9 2. Bewest sie sich 


aus einem Felde % in ein Feld 8, so leistet sie die Arbeit 
0 
g (BP — UW). ; (6) 


Durch diesen Ausdruck berechnen wir die Arbeit H,,, welche zwei 
Molekeln 1 und 2 leisten, die sich im Felde § in unendlicher Ent- 
fernung voneinander befunden hatten und sich in ihm auf einen Ab- 
stand r genihert haben, in welchem sie sich wechselseitig polarisieren. 
Die Verbindungslinie von Molekel 1 zu Molekel 2 schlieBe mit iy 
den Winkel @ ein. Ks ist 


| He Se Read oe Pega lage 3°} 
a a(5 + ©) + a(8 + ©(8. + Bi) + 5 38+ 4 B2— ah. 


: 
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Diese Formel enthilt die von den Orientierungen der Molekeln 1 
und 2 abhangigen Vektoren 2, und 3,. Mittelt man iiber alle moég- 
lichen Orientierungen im Raume, indem man sie alle als gleich- 
berechtigt betrachtet, so folgt aus (2) 


Op op O95 > 
Ox Oy Oz 
a= Bo — 
Wie Debye in seiner Arbeit iiber die van der Waalsschen 


Kohasionskrafte gezeigt hat!), ist bei Quadrupolen, wie sich aus (2) 
ergibt, das mittlere Feldstirkequadrat im Abstande r 


op 2 okie v2 
( 2)" 4 ie ey) +(5 52 Rates)? 
wo t? — (,?+ C0,2-+ C,?— (C,C, + C,C3 + CO; C,). Es ist somit 


Ba Be 2S. 


Unter Verwendung dieser Mittelwerte wird der Wert von H, iiber 
alle méglichen Orientierungen 


oan Re 


= e+ OP— ayy + °% 


He = «[(F + ©2—F 


Mit Riicksicht auf das Folgende wird das Moment im Felde ¥ 

ays ——4 Xo 
gesetzt. «(§ + €) — M ist das Moment, das eine Molekel unter Hin- 
flu8 von § und der wechselseitigen Polarisation mit der anderen an- 


nimmt. Wir legen in der Ebene durch § und die beiden Molekel- 
mittelpunkte, in welcher Jt liegt, Koordinaten mit «||. Es wird 


[a (§ + © 2 = m2 — m2 + mM}. 


Durch Ejinsetzen dieser Werte wird 
ise 1 did aT? 


Im folgenden soll nun M. bzw. Yt, durch Summation der Teilkom- 
ponenten Xy, X,, Xg,.-- ii. bzw. Y6,0¥ 0 -Yepa* il. 1. bérechnet, werden. 
Dabei werden epircnae ae iiber das Kraftfeld eines kleinen Dipols, 
‘als welchen wir jede einzelne Teilkomponente ansehen, gebraucht. 


1) 1.c., 8.181. 
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Im Felde eines Dipols vom Moment p ist fiir den von der Achse 
ab im Uhrzeigersinne gemessenen Winkel w zwischen Achse und r 


£ 


im Punkte (r, ~) das Potential V = =) cos 
ee OY eee a, ES Bai Oo ee 
Rk, = — uae To cos}, Ry = — Aes sin 2, 
|@| = 2 V3 cosy +1 (8) 
cos (rR) = Sie pte AVAL sin (r R) = oy ores: (9) 


|@| ¥3cos?b + 1 || V3cos?w+1 
Die Wurzeln sind positiv, die Winkel sind hier und im folgenden von 
der zuerst angegebenen Richtung aus im Uhrzeigersinne zu messen. 


Wir berechnen nun die (7 + 1)ten Teilkomponenten des Moments 

aus seinen nten Teilkomponenten, indem wir eine Wechselwirkung 
zwischen den zwei Molekeln betrachten 

ak ‘ / und beriicksichtigen, da Teilmomente 
[oy mit gleichem Index in beiden Molekeln 
vektoriell gleich sind und somit gleiche 


2 
is io Teilkomponenten haben. 
/ 


Wir stellen uns (Fig. 2) die Teil- 
komponenten fiir das nte Teilmoment, 
X, und Y, in Molekel 1 vor und be- 
rechnen die durch sie in Molekel 2 
hervorgebrachten Teilkomponenten X,4 1 
und Y,+41, wobei wir den von « aus 

¥Y im Uhrzeigersinne gemessenen Winkel 
zwischen % und dem Strahl 1, 2 mit @ 
bezeichnen. Der Abstand der Molekel- 
mittelpunkte sei 7. Das Feld von X, in 1 am Orte 2 sei X baw. Q). 
Dann ist 


Fig. 2. 


oe ies peg a ee (10) 


Yn4+1 = %|%|sin (xX) + &|9)| sin (x). 
Nach (8) ist 
x] = —* yBeos@ +1, 1D) = 32 sin? @ +1. (11) 
Die Anschauung ergibt: 
(@X) = @+(r%), (eY) = w+ (rY). 
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Nach (9) ist 

Bi CF) ee ont) cm ee | 
V3 cos?@ + 1 V3 cos?@ + 1 
COs @ 2 sin 


i 00s (FY) = 
V3 sin? @ + 1 V3sin?@ + 1 


sin (r)) = — 


Somit ist 
3 cos? @ — 1 


3 sin @ Cos @ 
Mit 
V3 cos?@ + 1 


eee oe 
V3 sin? @ ae | 


cos (aX) = 


fie (12) 
A 3 sin @ cos @ : 

sin (7X) = ~———_—,  sin(«9)).— 
V3 cos?@ + 1 


Es ergeben (11) und (12) in (10) eingesetzt 


: Xn are 
Xn41 = % — (3 cos? — 1) + 7 —= 3sin w cos a, 
r he 
Xx. : Y, 
Yny1 = @% —* 3sin @cos@ + o — (2 — 3 cos? @) 
r rs 
bd * % 
und mit der Abkiirzung p = = 
g = 


Xn+1 = B[X, (8 cos? a — 1) + Y,,3 sin @ cos w], 


13 
Yn+1 = B[X,3sin@ cos w + Y,, (2 — 3 cos? w)| ( ) 


Die Komponenten des urspriinglichen durch ¥ allein entstehenden 


Teilmoments sind: ~ 
Xo = a F, Vo ==)(): 


Daraus folgt durch sukzessive Anwendung von (13) 


X, = B Xp (3 cos? @ — 1) Y, = Bp X)3sin@cos@ 
X, = B? Xo (3 cos? @ + 1) Y, = BP? X) 3 sin @ cos 
X; — B? Xo (9 cos? @ —- 1) Y; = £3 Xo 9 sin w cos @ 


Glas "9  « oe ot Steetetietie ais 9 0 io, we 2) soe sr bee Te)” “6:6 sae OL ie ues! 


Zeta ee of ok et Mem a) eee ee a ee Se 8 | ae ele ae eS om moe) Flame 


Xy=B"Xy{[2"— C1)" Joos? + (-1)"}, Yn =P" Xo[ 2"—(-1)"] sin cose, 


mee), 1 2, ... 
Die Reihen konvergieren, wenn |B| < }- 
Durch Summation der unendlichen Reihen folgt: 


| 2 3B phy 
Maia 2m ee la=aaaray™ Piste aaa 


3B 
§1n @ COS 0. 


Eh rem REET ee 
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Diese Werte ergeben in (7) eingesetzt unter Wiedereinfiihrung 
von oF = Xo 


[ 307? 
H. = 7[ma + nj — xe] + “SF 


i 6—3 : 2+ 6 3 at? 

=«F6lq—ama rape’ —atealt 

Wenn sich diese Arbeit auf den Fall bezieht, daB sich die Molekeln 

beriihren, so bedeutet r die Zentrilinie der sich beriihrenden Molekeln. 

Sie hat den Betrag des Molekulardurchmessers s. Fiihrt man in dieser 
Formel r = s ein und setzt zur Abkiirzung die Materialkonstante 


a (14) 


so erhilt man die von den Molekeln bei Annaherung aus unendlicher 
Entfernung bis zur Beriihrung geleistete Arbeit: 


— 6— 3y 2—yY | 30 t? 
Ags =e? | - COS? @ yo 
ON a EP Qty] Ts 


Das gibt mit den Abkiirzungen 


os 
a% 


O 
33 


. (15) 


a2 6—3y 
say) Se Ald — = ; 
Se PTE aaa cyte | , 
(6) 
C= oe yee ene, | 
peer a nase? 
Hos = A[B costa — C]+ D. (17) 


Wenn sich nun zwei Molekeln in der Weise bis zur Beriihrung 
nahern, dafs die relative Bewegungsrichtung der einen zur ruhend 
gedachten anderen Molekel mit der Feldrichtung den Winkel & ein- 
schlieBt, so kommt im Augenblicke des ZusammenstoBes der- Mittel- 
punkt einer stoBenden Molekel auf einer Halbkugel vom Radius s zu 
liegen, welche die Bewegungsrichtung zur Achse hat. Der Winkel 
zwischen Zentrilinie und Feldrichtung hangt dann von der Lage des 
Mittelpunktes der stoBenden Molekel auf der Halbkugel ab. Be- 
stimmen wir diese Lage durch sphirische Koordinaten mit dem Pol 
in der Bewegungsrichtung und dem Nullmeridian durch §, so wird, 
wenn % die Poldistanz und 6 das Azimut des Molekelmittelpunktes 
bedeutet 


cos @ = cosyx cos9 + sin x sin D cos 6. (18) : 


Will man nun die Arbeit H fiir eine bestimmte Bewegungsrichtung 
® berechnen, so ist zu beachten, daB die Hiufigkeit des Auftreffens 
eines Molekelmittelpunktes auf ein Flachenelement proportional ist dem 
Cosinus des Winkels seiner Normalen mit der Bewegungsrichtung der 
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betrachteten Molekeln. Die Haufigkeit ist also fiir ein Oberflachen- 
element der Halbkugel bestimmt durch df.cos zy. Dieser Ausdruck 
ist mit AH, zu multiplizieren und dann iiber die Halbkugel zu inte- 
grieren, wobei fiir cos@ der Ausdruck (18) einzusetzen ist. Das 
Integral ergibt durch die Grundflache der Halbkugel dividiert den 
‘Mittelwert von H,,, fiir gleiche Elemente der Grundfliche. Es ist 
das jene Arbeit H, welche zwei Molekeln im Mittel leisten, wenn sie 
sich im Felde § aus unendlicher Entfernang bis zur Beriihrung nahern. 
Die Ausfiihrung der Rechnungen ergibt: 


5082 > AB 
H = 4|B° 7 —e|+0="*2—act +43 ~ cos? ®. (19) 


Berechnung von yp. Es handelt sich jetzt darum den Nenner 


ones 


in (4) zu berechnen, um dann die Integration auszufiihren. ¢ ist ein 
Zahlenfaktor von der Gréfenordnung 1, den Enskog als Korrektur 
der Sutherlandschen Formel berechnet hat. Nach den urspriing- 
lichen Ideen Sutherlands wire fiir ein Gas im feldfreien Raume 


H 
Spee @. (20) 
Der Wert des Enskogschen Korrektionsfaktors hangt von der 
‘Natur des zwischen den Molekeln wirkenden Kraftgesetzes ab. In unserem 
Falle entsprechen nun den verschiedenen Gliedern von H verschiedene 
Kraftgesetze. Debye hat in seiner Arbeit tiber die van der Waalsschen 
Kohiisionskriifte1) nachgewiesen, daB die Sutherlandsche Konstante 
i —— < at oe ist, wo der dritte Faktor die Arbeit 
bedeutet, die zwei Quadrupole leisten, wenn sie sich bei Abwesenheit 
eines fremden Feldes aus unendlicher Entfernung bis zur Berihrung 
nahern. Er zeigte namlich, daB der mit Hilfe dieser Formel aus dem 
experimentell bestimmten Wert von © berechnete Wert des mittleren 
elektrischen Trigheitsmomentes t iibereinstimmt mit dem auf Grund 
seiner Theorie der Kohasionskrafte aus der van der Waalsschen Kon- 


217 x 20 
stanten a berechneten Werte von t. Der Faktor “903 3 ist der 


von Enskog berechnete Zahlenfaktor, mit dem die von den Molekeln 
geleistete Arbeit multipliziert *@ ergibt. Dabei ist entsprechend der 


1) Debye, Phys. ZS. 21, 178, 1920. 
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r—® proportionalen Kraft, mit der sich zwei Quadrupole anziehen, der 


land 


/ 
15 
einzusetzen. Indem wir den fiir dieses Kraftgesetz giiltigen Wert des 
Enskogschen Faktors mit cy, bezeichnen, folgt mit Kinfiihrung der 
Boltzmannschen Konstanten und der Abkiirzung (16) 

¢O = ¢gD)! (21) 


(2 2 
Die iibrigen Glieder von (19) enthalten A = —— als Faktor, 


von Enskog fiir dieses Kraftgesetz berechnete Wert von 20 = 


der fiir sich allein einer r~* proportionalen Kraft entsprache. AuBer- 
dem tritt in ihnen B bzw. C als Faktor auf, die nach (16) durch die 


a argue Ee 
Abkiirzung y = — ebenfalls s enthalten. Wie eine nahere Betrachtung 
8 


der Formeln ergibt, wird infolge des kleinen Betrages von y (s. 8.46) 
durch die Faktoren B bzw. C das Kraftgesetz nur wenig geandert. 
Wir nehmen daher an, da wir auch bei den tibrigen Gliedern durch 
eine Multiplikation mit dem fiir eine Kraft proportional r—+‘ giiltigen 
Korrektionsfaktor c, uns den tatsachlichen Verhaltnissen naher an- 
schlieBen und einen besseren Niherungswert fiir H erhalten, als wenn 
wir den Vorstellungen Sutherlands folgend die Anteile dieser Glieder 
im Anschlu8 an (20) berechnen, indem wir den Zahlenfaktor = 1 
setzen. Mit dem von Enskog fiir eine Kraft proportional r—‘ be- 
rechneten 0 = 0,3177 wird c, = 0,224. 

Es wird somit der Nenner von (4) 

cH cy ABBY Veal’ ¢; Deas 

EL amrtiger paRve wom Tear ron ee 

Unter Verwendung von (21) und mit den Abkiirzungen 


__ %AB _ 4% AC 
RepcrEraik Ree NE, a (22) 
folgt ’ @ 
Q@=1tb—at H+} costs. (23) 
Mit der weiteren Kiirzung 
@ 
a=1+b-q+7 | (24) 
folet 


Q = a+ beos?d. 
Damit wird nach (4) der Reibungskoeffizient im Felde F 


cd ne 
x pie ae ee : 
ips yr | * sind dd w x yr [cores 
. Wetec a+ beos?} 
0 xT 0 


1s : : es ‘ : = 
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Daraus berechnet man, indem man cos ® — ¢ setzt, den Integranden 
in eine Reihe entwickelt und unter Vernachlissigung von Gliedern 
mit héheren Potenzen als z‘ integriert: 

si 
{ ede 2 [5a— 3b 
Hr = KYT | ——— Sk == 25 
sc } fear Ky re fy) |. eo 

Ist kein AuBeres Feld vorhanden, so folgt wegen F — 0 aus (16) 
A = 0 und daher aus (22) b = q = 0 und a erhilt in diesem Falle 
nach (24) den speziellen Wert 


% =1+ _ (26) 


Mit diesem Wert wird nach (25) der Reibungskoeffizient bei 
Abwesenheit eines auBeren Feldes ie 
: KyT 
to = KYT 5 = 7, 0 (27) 
fy 
und zeigt somit die von Sutherland berechnete durch (5) ausgedriickte 
Temperaturabhangigkeit. 

Aus (25) und (27) folgt fiir das Verhiltnis des Reibungs- 
~ koeffizienten im Felde F zum Reibungskoeffizienten ohne Feld bei 
derselben Temperatur 1’: 

Nr & 5a—3b 
Ne Pate LD ee 
Unter Verwendung von oe und (26) wird 


AE es r) gat 
te (140-44 ay t) 


2 op gr 


ae eae ‘+ are] 
ST Oy, 
Da die Briiche mit dem Nenner (7+ @), wie die numerische 
Ausrechnung ergibt, klein gegen 1 sind, folgt durch Naherungsrechnung 
und nachherige Anwendung von (22) und dann von (16) 


Sor —aP “4 (5 B—0) 
: eg eo) 
=—1—F 
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Ob das berechnete Verhiltnis 21 ist, hangt vom Vorzeichen 
des Klammerausdrucks ab, da alle iibrigen Groen wesentlich positiv 
sind. Seine Berechnung aus (16) ergibt fiir alle in Betracht kommenden 
Werte von y(0< y <i) einen positiven Wert. Mithin wird 
durch ein normal auf die Schichten gleicher Strémungs- 
geschwindigkeit gerichtetes elektrisches Feld der Reibungs- 
koeffizent eines Gases verkleinert. 

Numerische Auswertung. Im folgenden sind alle GréSen im 
CGS-System gemessen. 

Fiir die in einem Gase wirkende elektrische Feldstarke ist durch 
den Betrag des Funkenpotentials eine Grenze gegeben. Wir fiihren 
die folgenden Rechnungen mit der unter dem Funkenpotentialgefalle 
liegenden Feldstirke F' = 10? durch. 

Um ein Urteil iiber die im vorhergehenden angewendete Approxi- 
mation des durch Feldstiirken dieser GréSenordnung in der Molekel 
induzierten Momentes durch kleine Dipole zu gewinnen, berechnen wir 
die Lange J eines Dipols, dessen Moment gleich ist dem Momente a} 
einer durch diese Feldstairke polarisierten Molekel. Fiir Stickstoff 
erhalten wir mit der im folgenden verwendeten Polarisierbarkeit 
« = 1,6 x 10-** unter der Annahme, da8 die Molekel aus 14 positiven 
und 14 negativen Elementarquanten besteht, eine Lange 1 = 2,3 x 10—", 
die klein ist gegen den Durchmesser der Stickstoffmolekel 3 x 10-8, 
so da man nun auf die Berechtigung dieser Approximation auch 
bis zu Distanzen von der Gréfenordnung des Molekularhalbmessers 
herab schlieBen kann. 

Der von Materialkonstanten unabhingige Teil des zweiten Gliedes 
von (28) ergibt mit ce, — 0,224 und der Boltzmannschen Konstanten 
% SL 84'5<. 108 

OH = 1,68 x 100. 
x 

Fiir Stickstoff ergibt sich nach (1) aus der Molekularrefraktion 
fiir unendlich lange Wellenlingen P) — 4,35 eine Polarisierbarkeit 
der Molekel « = 1,6 x 10-*4. Das gibt mit dem Molekeldurchmesser 
s = 3,1 x 10~* nach (14) y = 0,067. Mit diesem Werte wird 


Or in Cenk 
% sf 2 
Aus y ergibt sich durch (16): 


(3 — ) = 0,902. 


“oy == 1,82 x 10-* 
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Mit der Sutherlandschen Konstanten @ — 113 folgt fiir 14° C 
(T+ ©) = 400. Mit diesen Werten wird das zweite Glied von (28) 
Cele 2 
7 oY € B— c) 
T+0 
Ks ist also fiir eine Feldstirke 100 fiir Stickstoff 
IF — 1—4,1 x 10-%. 
No 
Dieselbe Rechnung ergibt fiir Sauerstoff mit P) = 3,98, 
e—loxl0™ s=—239 = 10-9 und © = 137 ebenfalls fir 14°C: 


= 4,1 x 10-*. 


1F — 1 —3,0 x 10-9 
No 


und dhnliche Werte fiir andere Gase. 

Mit dem fiir Stickstoff und Sauerstoff erhaltenen Resultate 
steht eine vor kurzem erschienene Experimentaluntersuchung von 
Satyendra Ray?!) im Zusammenhang. Dieser Forscher lieB Luft 
durch einen schmalen parallelepipedischen Hohlraum strémen, an den 
er ein Feld von etwa 50 elektrostatischen Kinheiten der Richtung der 
kurzen Kanten anlegen konnte und maB die Zeiten, die ein bestimmtes 
Luftvolumen einmal mit, das andere Mal ohne Feld unter sonst 
gleichen Bedingungen zum Durchstrémen brauchte. Die Messungen 
ergaben, daS das angelegte Feld die Durchstrémungszeit nicht um 
einen Betrag, der 3 Prom. iiberschritten hatte, geandert hat. 


Wien, Institut fiir theoretische Physik der Universitat. 


1) Phil. Mag. 48, 1129, 1922. 
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Zur Elektrodynamik der Eisenkorper. 
Von Emil Cohn in Freiburg i. B. 


(Hingegangen am 7. Dezember 1922.) 


Bei allen Anwendungen der Elektrodynamik, die nicht die Fort- 
pflanzung elektromagnetischer Krifte betreffen, spielen die so- 
genannten ferromagnetischen Kérper — im folgenden Eisenkorper 
genannt — eine ausschlaggebende Rolle. Es ist unméglich, eine auch 
nur in groben Ziigen zutreffende Darstellung der Induktionsvorgange 
oder der Triebkrifte in irgendwelchen Apparaten oder Maschinen 
zu geben, ohne auf die besonderen Kigenschaften dieser Kérperklasse 
einzugehen. Diesem Sachverhalt entspricht die Stellung, welche die 
Eisenkérper in der systematischen Darstellung der Elektrodynamik 
einnehmen, keineswegs. In der physikalischen Literatur pflegt der 
Satz: ,magnetische Induktion proportional magnetischer Feldstirke“ 
als Grundlage behandelt zu werden. Die Kisenkérper, welche sich 
diesem Satz nicht fiigen, werden dann als Ausnahmen erwahnt, 
bleiben aber auSerhalb des Rahmens der zusammenfassenden Theorie. 
Sofern sie permanente Magnete sind, bilden sie den Gegenstand eines 
abgesonderten Kapitels. Kennzeichnend fiir diese Darstellung sind 
besonders folgende Tatsachen: Die bekannte Ungleichung fiir die 
Kopplung zweier Stromkreise wird daraus abgeleitet, daB die magne- 
tische Energie, eine wesentlich positive GréBe, sich darstellen 14Bt als 
quadratische Funktion der Stromstairken, deren Koeffizienten die In- 
duktionskoeffizienten sind, — wihrend es doch bei Gegenwart von 
Eisen solche konstante Induktionskoeffizienten nicht gibt. Das Feld 
wird zerlegt in das Feld von Strémen und das Feld von Magneten; 
es werden fiir diese verschiedenen Felder verschiedene Siatze iiber 
den Zusammenhang zwischen Arbeit und magnetischer Energie auf- 
gestellt; die Frage, in welcher Beziehung denn beide GréBen zu- 
einander stehen in dem allgemeinen Fall, da Stréme und Magnete 
das Feld erzeugen, bleibt unberiihrt, — obwohl doch bei Anwesenheit 
von Eisen eine Zerlegung des Feldes in jene beiden Teilfelder nicht 
mdglich ist. — In den technischen Werken, deren Gegenstand eine 
solche Darstellung verbietet, werden die grundlegenden Siatze in voller 
Allgemeinheit ausgesprochen, und aus den besonderen Eigenschaften 
der Kisenkérper wichtige Folgerungen gezogen. Aber auch hier 
macht sich das Fehlen einer umfassenden Theorie geltend, sobald es 
sich um die Bestimmung der Krafte handelt. 
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Im folgenden sollen nun eine Reibe von Sitzen abgeleitet werden, 
die Giiltigkeit beanspruchen, auch wenn temporar magnetisches Eisen 
und permanente Magnete sich im Felde befinden. Vorausgesetzt wird, 
da®B das Feld quasistationiir ist [Gl.(1)], und daB zwischen magne- 
tischer Feldstirke § und magnetischer Induktion 8 eine bestimmte 
funktionale Beziehung besteht [GI. (2)]. Es bleiben also von der Be- 
trachtung ausgeschlossen einerseits die Ausbreitungsvorgiinge, anderer- 
seits die Erscheinungen der verinderlichen Hysteresis. Beziiglich der 
letztgenannten Hinschrinkung ist folgendes zu bemerken. Erstens: 
wo immer in MeBinstrumenten oder in technischen Anlagen weiches 
Hisen verwandt wird, geht das Bestreben dahin — dort um der ein- 
deutigen Angaben willen, hier vor allem aus wirtschaftlichen Griinden —, 
die Hysteresis auszuschlieBen. Dieses Ziel liBt sich durch die Wahl 
der Eisensorten mit weitgehender Naherung erreichen. Es darf dann 
B= uD gesetzt werden, wo die magnetische Durchlissigkeit w eine 
skalare, der betreffenden Eisensorte eigentiimliche Funktion des Be- 
trages H ist. Zweitens: Danermagnete werden bei physikalischen 
Messungen nur in schwachen 4uBeren Feldern (Erdfeld, Feld schwacher 
Stréme in den Drehspulgalvanometern) benutzt. Technisch kommen 
sie so zur Verwendung, daB8 kein fremdes Feld besteht und nur ibr ° 
Eigenfeld durch Anderung des magnetischen Widerstandes sich ver- 
andert (Hubmagnete). Hier wie dort hat sich gezeigt, daB die In- 
duktion mit groSer Genanigkeit sich darstellen 148t durch eine per- 
manente Magnetisierung 9%, der sich eine dem Feld proportionale 
temporire Magnetisierung 4 (wo uw = const) iiberlagert. — Ein 
Ansatz also, welcher beide Sonderfalle umfa8t, wird den Bediirfnissen 
der Physik wie der Elektrotechnik in weitem Umfange gerecht. Kin 
solcher Ansatz ist in den Gl. (2) gemacht. 

Es zeigt sich, daS innerhalb des so umgrenzten Bereichs alle Aus- 
wirkungen des magnetischen Feldes — mag es sich um mechanische 
Krafte oder um Induktionserscheinungen handeln — von einer Funktion 
abhingen, die ich magnetische Kraftefunktion genannt habe’). 


1) Der erste Ansatz fiir das Folgende findet sich in meinem Lehrbuch , Das 
elektromagnetische Feld‘, Leipzig 1900, Kap. VIII, A. Die Kraftefunktion U ist 
dort fiir das Feld linearer Stréme eingefiihrt. Die Erweiterung fiir beliebige 
rAumliche Strémung bedeutet nur eine auf der Hand liegende rechnerische Um- 
formung. Als wesentlich betrachte ich die Ausdehnung auf das allgemeine 
quasistationare Feld, das von Strémen und Magneten herrihrt. yes 
Zusammenhangs wegen fiihre ich einige bereits a.a. O. abgeleitete Beziehungen 
hier nochmals an. — Die dort entwickelten Ausdriicke fiir die magnetischen 
Spannungen sind, wie ich nachtraglich bemerkt habe, schon von Heaviside 
in seinen ,Electrical Papers“ gegeben worden. Das Werk ist mir jetzt nicht 
zuganglich. 

‘Zeitschrift far Physik. Bd. XIII. | x 
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Wir stellen die Grundannahmen, zusammen und schlieBen die 
Folgerungen an. Die rechnerischen Hilfsmittel, die dabei wiederholt 
zur Anwendung kommen werden, seien vorweg aufgefiihrt. 

Es seien: t ein einfach zusammenhingender Raum, S, seine voll- 
stiindige Begrenzung, N die auBere Normale von dS, ein in t 
einwertiger Skalar, %, 8 Vektoren, \7 das Zeichen fiir Gradient. 


Dann gilt: 
wenn in tT: rot & — 0, so kann gesetzt werden % —— Vg, (a) 
wenn in t: divS = 0, so kann gesetzt werden 8 = rot. (b) 
fac-Vo-X = — {dr p-div + |p-Xy-dS, (c) 
So 
fac-B-rotW = — [dr-A-rot B+ |[AB]w-as. (a) 


So 

In den Anwendungen, die wir machen werden, verschwinden 
gem&B der Grundannahme (1 e), stets die Integrale iiber die unendlich 
ferne Grenzfliche. Es sei ferner u die unendlich kleine Verschiebung 
der Materie, dt das Volumen eines festen Kérperelements, S eine in 
der Materie festliegende Flache, 0x die Gesamtinderung einer GriBe z, 
OX die Anderung von % in einem festen Raumpunkt, dY die Ande- 
rung von %{ in einem festen materiellen Punkt. Dann gilt: 


0 (dt) = divu-dt, (e) 
i 1 
Tes 5 0 {auwas| = (d' Uy, (f) 
wo a’ = OA + u- div A — rot [u W] (g) 
= dX + %A%-divu— (WV) ux. (h) 
Grundannahmen. : 


Hs sei § magnetische Feldstarke, 8 magnetische Induktion, 
€ elektrische Feldstirke, 9 elektrische Strémung, #& der Uberschu8 
der Jouleschen Warme iiber die von den galvanischen Elementen 
gelieferte Energie, berechnet fiir die Zeiteinheit, ¢ die Lichtgeschwin- 
digkeit im leeren Raum, S eine in der Materie festliegende Fliche, 
s ihre Randkurve, dt ein Raumelement. Dann gilt (im rationellen Ma8- 
system der mathematischen Enzyklopadie): 


£, [Bx-d 8 = —e(G,-ds, (1a) 3 
/ 7 
[Suede 6... a5 eae (1b) 
0 
[8u-48 = 6, (le) 
P= le F-de (1d) 
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Bir unbegrenzt wachsende Entfernung r werden 


€ und = 0 wie 1/r2. (le) 
B und § sind verkniipft durch die Beziehung : 

B= uH+M, (2a) 
wo MJ ein konstanter Vektor, die Magnetisierung, der an der Materie 
h 

aftet, derart, daB a[My-as iis (2b) 


_ ein Skalar, die magnetische Durchlassigkeit, der an der Materie 
_ haftet, derart, da8 fiir ein gegebenes Feld und ein bestimmtes Kérper- 
element dp = 0). (2c) 
| M = O nur in permanenten Magneten, 
u& = f(#) in solchen Eisenkérpern, in denen It = 0, 
in allen iibrigen K6rpern uw eine Materialkonstante, (2d) 
f(H) so beschaffen, da8 wH sich gleichsinnig mit H 
andert. 
Folgerungen. 
Eindeutigkeitssatz. Das magnetische Feld ist durch gegebene 
3 und Mt eindeutig bestimmt. Beweis: Aus (1b) und (1c) folgt: 
3 =c-rotH (3) 
und div B = 0. (4) 
Wenn also §'(u’) und §”(u”) Lésungen yon (1), (2) sind, so ist 
not (5’— 5”) = 0 und nach (2a) div (u’H’—u"") = 0, folglich 
nach (a) und (c) {(u'S’—w" 5") ($'—§")dv = 0. Andererseits aber 
nach (2d) (u’ H’/— pte H") > 0, also auch (u’ §’— w®) 
, a, ere °- Also ) kann das Produkt nur = 0 sein, d. h. H' =H". 
Pret eae Die Ses (3), (2a), (4) one sich 
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Gleichbedeutend hiermit: Ein zylindrischer Elementarmagnet vom 
Moment K und dem Querschnitt F' ist iquivalent einem um die Mantel- 
fliche flieBenden Strom 7, wenn 


see ET (5a) 
ist. 
Magnetische Energie. (la) lautet fiir rnhende Kérper: 


a = —ec¢-rot& | ‘ 
oder nach (2b) ; (6) 
0 (u) e-rot & | 
Ot 


Aus (6), (3), (1d), (le) folgt mittels (d) fiir das ganze unend- 
liche Feld: 


OW 
Tae Betis oS 


W = {dr |$-dB = [dc |§-d(wH) = fac [A-dq@H). (7) 


W mu8 daher als Energie des Feldes angesprochen werden. Die 
untere Grenze des inneren Integrals bleibt willkiirlich, wir setzen 
W = 0 fir 7 = 0. 


Arbeit. — Spannungen. Fir bewegte Kérper (unendlich 
kleine Verschiebung u) geht die Gleichung (1a) iiber in: 
a’ S 
ae — =F rot & | 
oder nach (2b): (6a) 
d 
CY. —c-rot s,| 


wo nach (b) d/ (wu) = d(w) + wS-divu—(wH-V)u und d(wG) 


die Anderung in einem festen Kérperelement bezeichnet. 
Aus (6a), (3), (1d), (Le) folgt fiir das ganze unendliche Feld 
mittels (d): 
dl’ (u 
W + [dr-g- ey S) 0. (8) 
Wir schreiben : 
A+ Pdt+dw=— 0. (9) 


Aus (7) folgt, wenn wir t in Kérperelemente dt zerlegen, nach 
(e) und unter Beriicksichtigung von (2c): 


aW = [de {$-d(uH) + ([S-4(@H)) dival, 
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folglich nach (8), (9): 


AS \az > (uh -divu — (u-\7) 1) — ({S -d (u)) - div ut| 
=— eh Ce H-:\7) u— (jus -d) div u! 


ox Ou 
oder A = — \dt | p= = +.- Yo piperel 
wou pes = H-dH+uS’,:: p¥ = Ur Hy -- (11) 


. Nach (9) ist A die mechanische Arbeit, welche bei Verschiebungen 
der Kérper im Felde von den magnetischen Kraften geleistet wird). 
Nach (10), (11) lassen sich diese Krafte durch die Spannungen pe 
darstellen. Sie werden am einfachsten beschrieben durch die Aus- 
sage: auf jede zur Feldrichtung normale Flacheneinheit wirkt ein 
normaler Zug vom Betrage [H.d(uH); auf jede zur Feldrichtung 
parallele Flacheneinheit ein normaler Druck vom Betrage (wH.dH. 

Die Kraftefunktion. Wir setzen 3 
U = fdr jB-dp (12) 
und berechnen die Anderung d’U, die U bei den Verschiebungen 1 
erfahrt, wenn die Strémung an der Materie haftet, also 


d(Sy-dS=0 ode d3=0 (13) 
ist. Da nach (3) div3 = 0 ist, so folgt mittels (g): 
Oe rot fusi (14) 


wo 63, und ebenso im folgenden 6%, 0B die Anderungen in einem 
festen Raumpunkt bezeichnen. Dementsprechend soll dt jetzt ein 
Raumelement sein. Es ist dann nach (7) 


dU+aw=al{{ar-B-5} = [az (B-05 + §-0). 
Setzen wir nach (4) und (b) 8 = rot, so wird dies 
= Jaz (rot %-2H + 5-08). 
Wir beachten, daB wegen (4) 0B = d' B+ rot[uB], und dab 


ferner roto — rot j= a> = rot [x “| ist, und finden mittels (d): 
dut+aw= ar [a-r0t[ 5] + 9(@ B+ rot[uB)], 
wo nach (2b) d’B = d'(w§H) ist. Folglich nach (8) mittels (d): 
dvu+ Pdt+dw= far [x [»>| a  [n 8] 5), 
_ Also nach (9): Ae a's, (15) 


1) Infolge der Benutzung von (2c) fehlen die Krafte der Magnetostriktion. 
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D.h.: U ist dic Kriftefunktion fiir die magnetischen Krafte. [Die 
durch (13) gegebene Vorschrift fiir die Berechnung von d'U entspricht 
genau der Vorschrift, nach welcher die Arbeit der elektrischen 
Krifte im stationiren Feld als 4 —= —d'W, aus W, = [ioe Grae 80 
za berechnen ist, als ob bei der Verschiebung die Elektrizitatsmengen 
allgemein an den Kérperelementen hafteten. Tatsaichlich verschieben 
sie sich auf den Leitern, wie sich hier im allgemeinen tatsachlich 
die Strémungslinien verlagern. Aber die diesen Teilvorgingen ent- 
sprechenden Verainderungen von — W, und U bedeuten nicht mecha- 
nische Arbeit, sondern andere Energieformen. | 

Volumkrafte. Aus den Spannungen (11) ergeben sich in be- 
kannter Weise die Volumkrafte. Wenn aber die Kraftefunktion 
bekannt ist, kénnen sie auch unmittelbar aus dieser abgeleitet werden. 
Das soll jetzt geschehen, wenn auch dem Ergebnis nur die Bedeutung 
einer Rechnungsprobe zukommt. Wir verstehen wieder unter dt ein 
festes Raumelement, unter 0 allgemein Anderungen im festen Raum- 
punkt, und erhalten unter Benutzung der soeben schon verwandten 
rechnerischen Hilfsmittel das folgende. 


In A= 0 {fac [B-ag} ist 
} f {(B-ag} = B-0H + [0 Bs—const- dH. 
$ 
Das letzte Integral aber ist @M-H + J@¢x—const:H-dH, und hierin 
H 


nach (2b) und (g) OM = rot[uMt] —u-divM, und nach (2e) 
Ou = —u-VU. 
Demnach setzt sich A aus folgenden drei Teilen zusammen: 


Lk jar-B-05 =[ae-9[u9], wie oben, = far-n| >a, 
2. |dr-OM-H 3 faz {rot [uM] -H —u- div M- H} 
© [ae {[uae]? —n-aivmr-g} = |ae-u{— Rea —aivar-9}, 
3. —[de-ulVu-H-dd. 
Magnetische Menge m und Dichte @ sind definiert durch: 


dm ; 
= = div. (16) 
Fiihren wir noch dieses Zeichen ein, so wird 
A = |u-f-dr, Fs (17) 
3 <3 
wo i= [#9 | a eS —[Vu-H. au. (18) 
- . a 0 . ‘ 


eo 
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Nach (17) ist f die Kraft auf die Volumeinheit. Nach (18) setzt 
diese sich zusammen aus den bekannten Kriften auf durchstrémte 
Leiter und auf magnetische ,,Pole“ und aus einer Kraft auf »magne- 
tisch polarisierte“ K6rper, die fiir 4 = consty den ebenfalls bekannten 


Wert: — > H?-\/u annimmt. — Man betrachte ein magnetisches 


Element von so kleinen Abmessungen, daS das fremde Feld in seinem 
Innern als gleichférmig angesehen werden darf, und daneben den ihm 
nach (5a) aquivalenten Stromkreis. Die beiden ersten Glieder von 
(18) ergeben dann, da8 gleichen Ortsinderungen der beiden Elementar- 
gebilde im gleichen Feld auch die gleiche Arbeit entspricht. Dasselbe 
gilt dann auch fiir einen beliebigen Magnet und das ihm iquivalente 
Stromsystem. — [Man erhilt (18), indem man nach (11) 


Ope. Oplsryep 


bildet. | 

Wechselseitige Beziehungen. Es sei gegeben eine Gruppe 
linearer Stréme 7 und ein davon raumlich getrenntes und mit den 
Stromschleifen nicht verkettetes magnetisches System mit den magne- 
tischen Mengen m,. Wir fragen nach der Anderung OU, die U durch 
die unendlich kleinen Anderungen 0%, Om, erfahrt. Unsere Voraus- 
setzungen bedeuten: Wenn wir in den Stromkurven s; Sperrflachen S; 
ausspanven, deren positive Seite der Richtung von % als positiver 
Umlaufsrichtung zugeordnet ist, so gilt in dem so entstandenen ein- 
fach zusammenhaingenden Raum: 


= — V2, wo v einwertig, aber an S: », —Y_ = = (19) 
Ferner: Die Flachen S, kénnen (und sollen) so gelegt werden, daf 
an ihnen Xt — 0 ist. — Es werde wieder S = rot% gesetzt. Wir 
erhalten: 


dU = fat {B-0H+ 0M [dH] = X+4¥. 


Hierin ist X = | dt: pee Wir zerlegen 7 in die geschlossenen Strom- 
c 


fiiden vom Querschnitt dq und der Leitlinie s und erhalten weiter: 


Pe [Zaq{a- ds, 


q 0 
wo das innere Integral = |BSy-:dS = Q der Poh ees dureh die 
Stromschleife von di — J-dq ist. Also 


= >. 3%, 
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wo Q, den Mittelwert der Q fiir die Stromfaden des _,linearen* 
Stromes % bedeutet. Ferner 
Y =[dr-OM-§. 
Da § nur an den Orten der Yt vorkommt, so kann es durch das 
w der Gleichung (19) ausgedriickt werden, und es wird nach (c): 


Y = [dr-0 (divM)-v = — fdz-d9-v = —Y vy-dm, 
Also OL == > es -O%% — dX vp,-Omn, 
Q),. 
oder A — wre Mo —= — Unr (20) 
Ot; C Omn 


Daraus, wenn p;, der Ort von m, ist, mit genauerer Bezeichnung: 


OU 81 OO el 8 OF 


——_ = = SS oe g 2 
04, . 04, C Ob, ¢ 04, = lees Cy 
ire OU Op en OW ge be: pak 
OMm,ON,  Oii, Ome Peaaete (2 
o2U ape 0 Qs, OW, Gaal Px 
ig Che: OMn > ae Om, F ji Rin. (23) 


Kopplung. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie im 
vorigen Abschnitt. Nach (2d) ist far. O(wuH).0H eine GréBe, die 
nicht negativ werden kann. Es ist aber 


Jar-0(UH).09 = far-0B-0H — [dz-dM-0H 
= |ae-04-0° — fav-d(aivm) dy 


0 q+ So vad, 
ero mnaT ren) 
1 Blom SCM. 24 28. tm) 


oder nach (23): 
=S(*> a Qi -din)| oh [0m Ss om.)| 
oder nach (21), (22): 


= (Diy 04; 4 20,530 6,05 os J+ (Py Omi + 2P5-dm,- is a »*), 
Daraus folet: 


- 


Ly, > 03 ++55 Ly: Lo, — Lin 2 9; — (24) 
Ebenso fiir die symmetrischen Determinanten aller ‘ohne der L. 
Ebenso fiir die P. : 


Zur Elektrodynamik der Hisenkérper. : 


7 


Or 


Der Sonderfall &@ == consty. In dem Fall, wo die Durch- 
lassigkeit u als eine von H unabhingige Materialkonstante angenommen 
werden darf, kénnen die vorstehend abgeleiteten Beziehungen natur- 
gemaS$ nur Bekanntes ergeben. Aber auch hier hat die Einfiihrung 
der Kraftefunktion U eine Einheitlichkeit der Theorie zur Folge, die 
ihr in der iiblichen Darstellung fehlt. Sobald man in (2a) durchweg 
& == consty setzt, werden die Gleichungen fiir linear. Die Felder, 
die verschiedenen $ und M entsprechen, itiberlagern sich daher; § und 
somit auch die GréBen Q und w werden linear-homogene Funktionen 
der 7 und m: 


H5=H@+H5(m); § Cie at) ee (i:) + 5 (4); \ (25) 
H (m, + my) = H(m,) +H (ms) ; J 


entsprechend die Q; und wy. 
Die Gleichungen (21), (22), (23) gehen daher iiber in: 


7 a eh — 1 Qe. (2) _— 2) Oso (41) = Is = dies 
011.0%, Cr P95 See 
ee! fare Ae Up, (ms) — Vp» (mer) = Py = Pry (26) 
Om,.emy Msg my, 
0o2U ii Qs, (my) Vp, (ix) 
a. > i = oe a he 
Ct. CMp i ml § a ‘ 


Die L werden konstante ,,.Induktionskoeffizienten“, zwischen denen 
die bekannten Beziehungen (24) bestehen. — Die Kriaftefunktion 
selbst wird quadratisch-homogene Funktion der i und m. Sie labt 
sich zerlegen in 


U = U(i) + U(m) + U(im), (27) 


wo 
T() = |ae-5H SO! = 5DP-CMn 
1 1 1 
U(m) = ars Me - 5 (m) == fars5 uo(m! 5 am V(m)n, 


de (28 
CES [ar-9@)- Bom) = >*.em, (28) 


= far-9()-M = —Sm-vli, 
=F". eo — 5 Sm On J 


Also auch . 1 
y BES Sm 4) 


Entsprechend der Zerlegung (27) zerfallen die Kriifte in solche, 
die bedingt sind durch die Stréme, — durch die Magnete, — durch 
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es ae 


das gleichzeitige Vorhandensein von Strémen und Magneten. Die 
Arbeit dieser Krafte ist 


A =FDS*-00Ws 


fi 


A(im) = S*-0.Q(m)s = —Sim,-d0 Wp. 


Es darf aber aus dieser Zerlegung nicht geschlossen werden, da& 
die Arbeit bei Annaherung eines starren Magnets an einen Strom- 
leiter vollstandig durch A(im) gegeben ist. Der Magnet hat — ganz 
unabhangig von seiner Magnetisierung Yi — eine Durchlassigkeit, die 
von derjenigen der umgebenden Luft abweicht. Seine Lage gegen 
die Stromkurve s, beeinflu8t daher den Wert von @Q(#);, und seine 
Bewegung liefert daher auch eine Arbeit A (i). 

Die Energie W zerfallt in L® 

W@) =U@; Wim) = —U(m); Wim) — 0. (31) 

Die letzte dieser Gleichungen wird in ihrer Bedeutung leicht 
iberschatzt. Trotzdem sie zu Recht besteht, hangt die Energie auch 
von der gegenseitigen Lage der Magnete und der Stromleiter ab, 
aus dem soeben angefiihrten Grunde. 

Der Sonderfall w = 1.. Es werde endlich angenommen, daB i 

: alle Kérper des Feldes die Durehlassigkeit des leeren Raumes be-_ 
: sitven (die in unserem Mafsystem = 1 ist). - Dieser Ansatz hat vor _ 
allem geschichtliche Bedeutung. Er geniigt in weitgehender Naherung, _ 
wenn keine Eisenkérper im Felde sind. Er kann endlich auch bei _ 
Anwesenheit von Dauermagneten unter Umstanden eine -brauchbare ; : 
erste Naherung ergeben (GauS’ absolute Bestimmungen ie = 
a tionen). Die allgemeinen Lésungen der Grundgleichungen ergeben 
. 2S aan TREES BS Es wird in (26): . ‘ 
pas Ls a Oe, A, a 7 
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Inhalt eines GefaBes in verschiedenen Abstanden 
vom Erdmittelpunkt. 


Von Eilhard Wiedemann in Erlangen. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 21. November 1922.) 


Friiher!) habe ich mitgeteilt, daB al Chdzint in seinem Werk 
»Die Wage der Weisheit“*) (vollendet 1221/22) nachwies, daB ein 
mit Wasser vollstindig gefiilltes Gefi8 mehr Wasser an einem tieferen 
Ort faBt als an einem héher gelegenen Ort, und zwar infolge der 
Kriimmung der Wasseroberfliiche, die ein Stiick einer um den Erd- 
mittelpunkt beschriebenen Kugeloberfliiche ist. Dieselbe Angabe finden 
wir in der ,,7adkira“ |Erinnerungsbuch, memorial %)] tiber die Astro- 
nomie, dem bedeutendsten Werke von Nasir al Din al Tast (1201 
bis 1274, vgl. Suter, Mathematiker usw. Nr. 368), der die Sternwarte 
von Magrara erbaut und unsere Kenntnisse in der Trigonometrie 
wesentlich geférdert hat. 

In dem Kapitel ,,Dariiber, daB die Erde Kugelgestalt hat und daB 
die Erde sich zum Himmel verhalt, wie der Mittelpunkt der Kugel 
zu ihrem Umfang und dariiber, da sie sich gar nicht bewegt“ heiBt es: 

,»Mit Wasser gefiillte GefaBe fassen mehr Wasser, wenn sie sich naher am 
Mittelpunkt der Erde, etwa am Boden eines Brunnens befinden, als wenn sie ferner 
yon ersterem sind, sich etwa auf der Spitze eines Minarets befinden.“ Dieser 
kurz ausgesprochene Gedanke wird von anderen weiter gesponnen. 

Qutb. al Din al Schirazgi (1236 bis 1311, Suter Nr. 387), ein 
Schiiler von Nasir al Din hat ein Werk verfaft ,Das Erreichen des 
Hochsten in der Kenntnis der Spharen“, das sich bei einem Vergleich 
mit dem Memorial als eine sehr ausfiihrliche Bearbeitung mit zahlreichen 
eigenen und eigenartigen Zusitzen erweist. Qutb. al Din bespricht 
den Satz ausfiibrlich und beweist dabei ganz allgemein, da8 nicht 
nur auf dem Meere, sondern in jedem GefaBS die Oberflache des 
Wassers eine Kugel sein muB ‘). ; 


1) Wied. Ann. 39, 319, 1890. 

2) Aus diesem Werk sind mehrfach Stiicke veréffentlicht worden, zunachst 
von N.Khanikoff, Journ. of the American Oriental Society 6,1, 1858, die dort 
und spiter veréffentlichten Stiicke sind in meinen Beitragen XVI zusammenge- 
stellt. Zu ihnen kommen noch solche in Beitragen KXXVII und XXXVII, 
ygl. auch Archiv fiir Geschichte der Naturwissenschaften usf. 2, 394, 1910. Die 
einzigen ausfiihrlichen Angaben iiber das Leben von al Chazini gibt al Bathaqi 
(Beitrag XX, 73). mF ee 

3) Ich konnte die Handschrift Nr. 261, 1 der Leipziger Stadtbibliothek be- 
nutzen. Die fiir uns wertvolle Stelle steht fol. 4a. 

4) Vgl. E. Wiedemann, Archiv f. Naturwissensch. usw. 8, 335, 1910. 
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Weitere Ausfiihrungen finden sich in dem Kommentar, zu Nasir 
al Dins Werk, den ‘Ali ben Muhammed al Gurgdni (1339/40 bis 1413/14, 
Suter Nr. 424) verfabt hat. 

Es wird dort (Berlin, Katalog von Ahlwardt Nr. 681, fol. 16a) zu- 
nichst die oben mitgeteilte Stelle von Nasir al Din angefihrt und 
dann fortgefahren: 


Denn das Wasser hat dort am Boden der Brunnen eine grofere Wélbung 
und Konvexitaét als hier auf der Spitze des Minarets. Die Weite des GefaBes sei 
gleich der Linie ab. Uber ihr konstruiert man zwei Kreisbogen von verschiedener 
GréBe. Dann ist das durch den kleinen Kreis iiber ab gebildete gewdlbte Stiick 

agb gréBer, als das durch den groGfen Kreis er- 


zeugte adb. Der Unterschied zwischen beiden 
ist eine sichelférmige Figur agbd. Nach den 
3 os fritheren Abschnitten ist aber die Oberflache des 
stehenden Wassers ein Stiick einer Kugelflaiche, 
deren Mittelpunkt der Weltmittelpunkt ist. . Fillt 
man das Gefaif am Boden des Brunnens, so entspricht die Konvexitaét der a4uBeren 
Oberfliche ag 6; fillt man es oben auf dem Minaret, so ist sie adb, dort faSt 
es mehr als hier, entsprechend der Dicke der Mondsichel. Will sich jemand die 
Sache (ganz) klar machen, so stellt er einen Deckel von der Weite des GefaiBes 
her, der ein Stiick einer Kugelfiache mit dem Bogen adb ist und einen zweiten 
mit dem Bogen agb (beide verlétet er). Das Wasser, das den Zwischenraum 


anfiillt, gibt den (erwahnten) UberschuB. 


— 


~~ Pp . 
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Bemerkung zu Herrn J. Wallots Abhandlung 
»4ur Theorie der Dimensionen“. 
Von L. Schiller in Leipzig. 


(Hingegangen am 5. Dezember 1922.) 


Unter obigem Titel hat Herr J. Wallot kiirzlich in dieser Zeit- 
schrift!) eine Abhandlung veréffentlicht, die auch einen Abschnitt 
»Herleitung von Gleichungen mit Hilfe von Dimensionsbetrachtungen“ 
enthalt. Zu diesem seien mir ein paar kurze Bemerkungen gestattet. 

1. Herr Wallot nimmt (S. 339) daran AnstoB, da8 ich gelegentlich 
einer friiheren Veréffentlichung von Dimensionsbetrachtungen2) die 
dimensionslosen Gré8en iiberall ohne weiteres“ gleich Konstanten setze. 
Hierzu méchte ich bemerken 3), daB hierin natiirlich die iibliche Vor- 
aussetzung steckt, daf auBer den betrachteten, zu einer Dimensionslosen 
vereinigten Gréfen keine weiteren GréSen in Betracht kommen diirfen. 

2. 8. 340 stellt Herr Wallot den Satz auf, ,daS uns Dimensions- 
betrachtungen nur dann etwas niitzen, wenn unser physikalisches Ge- 
fiihl uns mit Sicherheit +) die physikalischen Gréfen nennt, von denen 
die gesuchte GréBe allein abhingen kann“. Wer gern mit Dimen- 
sionsbetrachtungen arbeitet, wird vielleicht geneigt sein, das Gegen- 
teil zu behaupten: Je weniger sicher wir uns fiihlen, desto mehr 
Nutzen werden uns Dimensionsbetrachtungen leisten kénuen®). Man 
kann die Dimensionsbetrachtungen in manchen Fallen geradezu als 
Richtschnur bei-der Beurteilung der in Betracht kommenden Gréfen 
benutzen. Umgekehrt folgt durch eine Dimensionsbetrachtung, 2. B. 
aus der Beobachtung einer quadratischen Abhingigkeit des hydro- 
dynamischen Widerstandes von der Geschwindigkeit, das Zuriicktreten 
der Zahigkeit als EinfluBfaktor. Da die physikalischen GesetzmaBig- 
keiten haiufig jeweils nur ein bestimmtes ,Gebiet“ decken, jenseits 
dessen neue Faktoren an Einflu8 gewinnen, andere zuriicktreten, so 
werden wir uns wohl, auch beim Fehlen der absoluten Sicherheit, noch 
manchen Nutzen von Dimensionsbetrachtungen versprechen diirfen. 


Leipzig, 22. November 1922. 


1) ZS. f. Phys. 10, 329, 1922. 

2) Ebenda 5, 159, 1921. ; 

3) Wie ich bereits vor langerer Zeit (Okt. 1921) Herrn Wallot auf ¢ine 
dahin gehende Anfrage brieflich mitgeteilt habe. 

4) gollte ,Gefiihl“ und ,Sicherheit* nicht schon ein Widerspruch sein ? 

5) In Spezialisierung eines Satzes, dessen ich mich aus einer Vorlesung 
von Herrn Runge erinnere: ,die Formeln (hier »Dimensionen«) sind kliger 


als wir‘. 


Die zeitliche Geneseordnung. 
Von Kurt Lewin in Charlottenburg. 
Mit 11 Abbildungen. (Eingegangen am 23. November 1922.) 


Inhalt. Einleitung (8.62). — I. Die Sitze der zeitlichen Geneseordnung. 
1. Die Zeitordnung in einer Genesereihe (8.65). 2. Die Zeitordnung in Genese- 
folgereihen (8.66). — II. Die Zeitbestimmung mittels der Geneseordnung. 1. Der 
Bereich der Zeitordnung (8.68). 2. Der Begriff ,derselben“ Zeit (8.73). 3. Die 
Eindeutigkeit der Zeitbestimmungen in der zeitlichen Geneseordnung (S. 74). 
4. Die Genauigkeit der Zeitbestimmung (S. 76). — Zusammenfassung: Die topo- 
togische und die metrischen Zeitordnungen (8. 77). 


Hinleitung. 


a) Das Problem. Die Relativitatstheorie benutzt zur Bestim- 
mung von Zeitbeziehungen, insbesondere der fiir sie grundlegenden 
Beziehung der Zeitgleichheit, Lichtsignale. . Sie stiitzt sich somit auf 
spezielle ,Kigenschaften“, und zwar ,GréB8enbeziehungen* (Konstanz) 
einer bestimmten Art physikalischer Vorgiinge (Licht). Die auf diese 
Weise gewonnene Zeitordnung ist relativ im Sinne der Abhiangig- 
keit von dem als Bezugssystem gewahlten ,.Ruhe“kérper (Inertial- 
system) und bleibt ohne Angabe eines konkreten Bezugssystems un- 
bestimmt. 

Immerhin gibt es ,,Weltpunkte“ in der Raum-Zeitwelt, die ,da 
sind ohne Bezug auf bestimmte Koordinatensysteme“ 1). Es gibt nur 
von ihnen abhaingige Bestimmungen, z. B. die Anzahl der Wellen 
eines Lichtstrahls zwischen zwei den Strahl kreuzenden. Gebilden, die 
,»unabhangig vom Bezugssystem, invariant“*) sind. Der Schnitt- 
punkt der Ereignisreihen, das System der ,, Weltlinien*® Minkowkis§), 
»ist eindeutig bestimmt und in der »Welt« fest“ 4). Born nennt es 
ein ,absolutes Bezugssystem“. 

Es ist charakteristisch fiir diese Weltlinien, daB die Zugehérig- 
keit eines konkreten Gegenstandes zu einer bestimmten Weltlinie 
lediglich auf ,Existential*beziehungen beruht. Auf die ge- 
schichtliche Herkunft der einzelnen Gebilde auseinander griindet 
sich die Zusammenfassung gerade dieser individuellen Gebilde (Ereig- 
nisse) und nicht irgendwelcher anderen — etwa massen- oder energie- 
gleichen — Gebilde zu einer Weltlinie. Fiir die Zusammengehirig- 


1) Born, Die Relativitatstheorie Einsteins und ihre physikalischen Grund- 
lagen. 2. Aufl. Berlin, Springer, 1921.‘ 8.92. 
2) Aa) 


3) Minkowski, Raum und Zeit. Leipzig, Teubner, 1909. 
4)~A. as O., 8: 179, 
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keit der Schnitte dieser Reihen — wir wollen sie, sofern nur ihre 
Herkunftsbeziehung in Frage steht, »Genesereihen“1) nennen — 
sind alle speziellen Kigenschaftsgleichheiten und -verschiedenheiten, 
wie die der Masse, Geschwindigkeit, Volumen, iiberhaupt alle Gréfen- 
beziehungen der Reihenglieder nach Konstanz und Varianz nicht ent- 
scheidend. 

Der Versuch festzustellen, ob und wieweit eine Zeitordnung 
durchfiihrbar ist, die sich nur auf die Existentialbeziehungen 
innerhalb der Genesereihen stiitzt, diirfte daher vor allem des- 
halb von Interesse sein, weil dabei die besonderen »Higen- 
schaften“ und Eigenschaftsbeziechungen, nach denen die Physik und 
Chemie die verschiedenen Arten physikalischer Gebilde und Vorginge 
unterscheidet, auBer Ansatz zu lassen wiren2). Line Licht- 
ausbreitung wiirde also keine Sonderstellung einnehmen gegeniiber 
einer Schallausbreitung, einem bewegten Kérper oder sonst einer 
Weltlinie (Genesereihe). Man hatte es daher mit einer Zeitordnung 
sehr allgemeinen Charakters zu tun. 

Andererseits wird es sich infolge der Ausschaltung der Eigen- 
schaftsbeziehungen, mit der die Ausschaltung aller quantitativen 
GréBenverhaltnisse Hand in Hand geht, nur um eine ,topologische* §) 
Zeitordnung handeln kénnen, d. h. um eine reine Ordnung nach 
,friiher“ und ,spiter*, ,kiirzer* und ,linger“ ohne Méglichkeit der 
Feststellung multipler Zeitbeziehungen. Gegeniiber der Zeitordnung 
der Relativititstheorie oder irgend einer anderen metrischen Zeit- 
ordnung werden also bei der zeitlichen Geneseordnung Beziehungen 
auftreten, ,die ohne MaS und Zahl ausdriickbar sind“ *). Die Durch- 
fiihrung einer lediglich auf den Genesereihen als solchen aufbauenden 
Zeitordnung wiirde also zugleich die aus der mathematischen Axio- 
matik bekannte Trennung der fundamentalen Anordnungsbeziehungen 
von den (wie immer gearteten) MaBbeziehungen und eine Beschran- 
kung auf erstere auch fiir die Zeit erfordern. 


1) Vgl. Lewin, Der Begriff der Genese in Physik, Biologie und Entwicklungs- 
geschichte. Eine Untersuchung zur vergleichenden Wissenschaftslehre. Berlin, 
Springer, 1922. — In der Physik pflegt man hier von Kausalr eih en zu sprechen. 

- 2) Damit waren zugleich die aufschlufreichen Arbeiten Rei chenbach 8 
zur Axiomatik der Zeit erginzt, die wesentlich gerade auf Higenschaftsbeziehungen 
aufbauen. Vgl. Reichenbach, Bericht tiber eine Axiomatik der Hinstein- 
schen Zeit-Raum-Lehre. Phys. ZS. 22, 683ff., 1921. Relativitatstheorie und 
absolute Transportzeit. ZS. £. Phys. 9, 1 11ff., 1922, Heft 1/2. 

3) Vgl. Hausdorf, Mengenlehre. Leipzig Ota Ss 2185 ferner Carnap, 
Der Raum. Ein Beitrag zur Wissenschaftslehre. Reuther & Reichard, 1922. 8. 39. 

4) Diese Charakteristik gibt Hausdorf (a. a. O.) fiir die unter den Begriff 
des ,topologischen* Raumes gefahten Mengenbeziehungen. 
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b) Der Begriff der Genesereihe?). 

Es ist notwendig, auf den Begriff der physikalischen Genesereihe in dem 
hier in Betracht kommenden Sinn der Existentialreihe kurz einzugehen. 

Die in ihr maSgebende Existentialbezichung, die ,Genidentitat“ genannt 
wurde, besteht nur zwischen konkret einzelnen, in den einmaligen Weltablauf 
eindeutig eingeordneten ,historischen* Weltpunkten, etwa zwischen einem Stern 
jetzt und diesem selben Stern in einem spateren Zeitmoment oder zwischen einem 
im Zeitpunkt 1 an einem bestimmten Ort existierenden Stiick Uran (w,) und den 
Stiicken Uran (w) und Radium (7,) im Zeitpunkt 2, die aus ihm hervorgegangen 
sind. Sie ist jedoch nicht méglich zwischen irgendwelchen Klassen (Arten, 
Typen) — also etwa zwischen ,dem* Element Uran und ,dem“ Element Radium —, 
die allemal unabhangig von den Stellen des einmaligen Zeitverlaufs durch ihre 
»Higenschaften* bestimmt sind”); und zwar auch dann nicht, wenn es sich, wie 
z. B. beim Begriff eines bestimmten Hlements oder einer bestimmten Verbindung, 
um eine ,letzte“ Spezies handelt, d.h. hier um eine Klasse von in allen 
Higenschaften, abgesehen yon ihrer Raum-Zeitstelle (bzw. ihrer Existential- 
beziehung), eindeutig bestimmten Gegenstanden. 

Die Physik kennt sowohl bei Dingen wie bei Geschehnissen ein- 
mal die eindeutige Genesebeziehung, in der zwei Gebilde (Gebilde- 
komplexe) a, und a, dann stehen, wenn von der diese Schnitte ver- 
bindenden Genesereihe keine Abspaltungen stattgefunden haben und 
keine anderen Génesereihen hinzugekommen sind, also z. B. zwischen 
dem Stiick Uran (w,) und der Gesamtheit der aus ihm hervorgegangenen 
Teile Uran, Radium usw. (ws, wz, 19, 7/,-..). Diese eindeutige Genese- 
beziehung wird in der Physik durch den Einschlu8 in undurchlassige 
Grenzen gesichert. Wir nennen sie physikalische ,restlose Geni- 
dentitat“) und geben sie durch das Zeichen = wieder [z. B. 
Uy P= (Ua, Udy =+-5 1a, Tay --+) |: 

Daneben kennt die Physik eine unbestimmtere Existentialbeziehung, 
der gemaS im obigen Beispiel etwa das Radiumteil ry als aus dem 
Uranstiick u, hervorgegangen bezeichnet wird, selbst wenn-ry zum Teil 
noch aus anderen im Zeitpunkt 1 existierenden Gebilden (etwa einem 
u; oder einem r,) hervorgegangen ist. Es muS allerdings gewahrt 
bleiben, da8 wenigstens irgendwelche Teile von uw, und r3 restlos 


1) Vgl. zu diesem Abschnitt die praziseren Bestimmungen in Lewin, a.a. O. 
Erster Teil. 

2) Es gibt auch einen anderen, sich nicht auf Existentialreihen beschrin- 
kenden Begriff der Genese, demzufolzge man z. B. von dem Hervorgehen eines 
Typus aus einem anderen Typus, etwa ,dem“* Element Radium aus ,dem“ 
Element Uran, spricht. Es handelt sich dabei nicht um eine Existentialbeziehung 
zwischen konkret einzelnen ihrer Zeitstelle nach, also quasi geschichtlich, be-_ 
stimmten physikalischen Individuen, sondern um die »,Ableitung® einer ,,Klasse, 
(wenn auch einer letzten Spezies) von einer anderen Klasse im.Sinne der 
Systematik; um eine Beziehung also, die den in den physikalischen Gesetzen 
auftretenden Funktionsbeziehungen verwandt ist. 

3) Lewin, a. a. O., 8.26. Sie ist keineswegs identisch mit der Beziehung 
der Konstanz der Masse oder der Energie. ; ¥ 
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genidentisch sind. Diese unbestimmtere Beziebung heifSt physikalische 
» Genidentitat iiberhaupt® (?=)1), und eine Reihe, deren simtliche 
Schnitte in dieser (die restlose Genidentitat als Spezialfall umfassenden) 
Beziehung stehen, heift ,G@enidentititsreihe“ oder wie wir kurz sagen 
wollen: ,Genesereihe*. 

Fir die Untersuchung des Begriffs der Genesereihe in der Physik galt es 
vor allem, die in ihr maSgebende Grundbeziehung (die restlose Genidentitat) 
aufzusuchen und ihre Eigenart zu bestimmen. Dagegen wird man fiir die Zeit- 
ordnung danach trachten miissen, eine méglichst weite Existentialbeziehung zu 
benutzen. Denn eine Zeitordnung, die sich auf solche Genesereihen beschranken 
wurde, deren Reihenglieder untereinander simtlich restlos, genidentisch (P=) 
sind, wide nicht die Méglichkeit gewihren, verschiedene Genesereihen in 
Zeitbeziehung zu bringen. Erst die Bezugnahme auf Genesereihen, bei denen 
Spaltungen und Vereinigungen die Reiheneinheit nicht ohne weiteres aufheben 
—d.h. auf Reihen, deren Schnitte alle ,genidentisch tiberhaupt“ (P=) mit- 
einander sind —, gestattet es, eine einheitliche Zeitordnung fiir verschiedene 
Genesereihen zu bestimmen. Es wird sich zeigen, daB auch dariiber hinaus noch 
eine gewisse Verallgemeinerung durch den Begriff der Genesefolgereihe még- 
lich ist. 


I. Die Satze der zeitlichen Geneseordnung. 


l. Die Zeitordnung in einer Genesereihe. 


Fir die Untersuchung des fiir die Physik charakteristischen Ord- 
nungstypus der Genesereihen war die Existentialbeziehung (?= und ?=) 
als symmetrische Relation, also unabhingig von der Geneserichtung 
angesetzt worden”). Fiir die Frage der Zeitordnung wird man die 
eine Geneserichtung von der anderen unterscheiden miissen. Wir 
wollen, wenn ad, aus @», hervorgegangen ist, dm ,genetisch friiher“ 
a, nennen und a,?—>a, schreiben; entsprechend hei®e a, ,genetisch 
spater“ dm (dn ?< 4m) ®). 

Die Zeitfolge der Schnitte einer Genesereihe ist also durch die 
Stellung der Schnitte in der Reihe selbst bestimmt, d. h. es gelten die 
Definitionen I: 

1. Aus dy? a, folgt a,?< dm. 

2. Aus Am?—>d,?—> a, folgt fiir Schnitte einer Genesereihe (d. h. 
wenn nicht nur @,?= a» und a, 2=a,, sondern auch Ap ?= a, ist) Ay, P—> ay. 


1) A. a. 0., 8. 27. 

9) A. a. O., 8. 29. ae, ; 

3) ,Genetisch friiher“ (®—>) umfaBt dann also auch die Fale: ptestlos 
genidentisch (P=) frither“, sowie ,umfassender genidentisch (p>) frither und 
enger genidentisch (P<) friher“ (Lewin, a. a. O., 8.48). Die Zeitordnung 
wird also von vornherein nicht an den eigentlichen Grundtyp der physikalischen 
Existentialbeziehung, die ,restlose Genidentitat“, gebunden. 
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3. Liegt a, zwischen a, und dy (dm?= d,?= Gy), 80 ist 
0) Am? >On P?> ay, WENN A, ?—> a, ist. 
B) Gm ?<—An?< Gy, WENN Am?< a, ist. 
Soll die so bestimmte Folge jedoch eindeutig sein, d. h. 
soll nicht zugleich a, genetisch friiher und genetisch spater als a, 
sein kénnen (@,?—>d, und ap?<—ay), 80 ist vorauszusetzen, dab 
eine Genesercihe nicht in sich selbst zuriicklaufen kann (dak, 
etwas miBverstindlich ausgedriickt, eine ,Ursache“ nicht zugleich die 
» Wirkung“ ihrer ,Wirkung“ sein kann). Mit anderen Worten, es 
ist anzuerkennen. 
Axiom I: 
Ein Schnitt einer Genesereihe kommt in dieser Reihe nicht mehrmals 
vor: Ist Gm?—> dn, so ist als Glied dieser Genesereihe Ay», nicht ?< ay. 


Diese sachliche Voraussetzung der Hindeutigkeit 1) laBt sich zu- 
sammen mit den zur vollstiindigen (formal eindeutigen) Bestimmung 
des Nacheinander der Reihenschnitte notwendigen definitorischen Fest- 
setzungen I, 1 bis 3 auch so ausdriicken: 

Satz 1: 

Ist als Schnitt einer Genesereihe*) dm?—> dn, so gibt es keine Genese- 
rethe derart, dab An?—> Am, ist. 


DaB aus a,,P—>a, in der Tat a,, nicht P<—a, auch fiir beliebige andere 
Genesereihen folet, ergibt sich aus Axiom I und Definition I analog dem Beweis 
des Satzes 2 (S. 68). 


Der Umkreis der Ereignisse (Weltpunkte), die auf Grund dieses 
Axioms in zeitliche Beziehung gebracht werden kénnen, ist nicht un- 
betrachtlich, weil auch sich spaltende und sich vereinigende Genese- 
reiken in eine Zeitordnung aufgenommen werden kénnen,-sofern nur 
die Genidentit&ét tiberhaupt ("=) zwischen samtlichen Reihenschnitten 
gewahrt bleibt. 

Statt auf die EKigenheiten dieser Zeitordnung niher einzugehen, 
soll jedoch zunachst eine Verallgemeinerung vorgenommen werden. 


2. Die Zeitordnung in Genesefolgereihen. 


Wir lassen die fiir Definition I, 2 vorausgesetzte Bedingung, da8 
m= da, sein mu, fallen und definieren. 


1) Die tibrigen sachlichen Eigenheiten des Ordnungstypus der Genesereihen 
in der Physik, insbesondere ihre Kontinuitét und beiderseitige Unendlichkeit 
(vgl. Lewin, a.a.O., 8.30 u. 37) wird dabei bereits als gegeben betrachtet. Die 
beiderseitige Unendlichkeit der Genidentitiitsreihen stimmt itbrigens mit Axiom I 
gut tberein, schlieBt es jedoch noch nicht in sich. 

*) D.h. also einer Reihe, deren simtliche Schnitte untereinander physikalisch 
genidentisch sind (P=), 


ee ee ee 
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Definition IT: 

Ist a» genetisch friiher a, und a, genetisch friiher a,, so ist a,, 
»Zeitlich friiher a, (auch wenn a» nicht genidentisch mit a, ist). 

Ist Gm?—> a, und a, ?—> a,, 80 ist a, —> a, (auch wenn dp, Poe ai, ist); 

Der Fall, da trotz a,,?+»a, und a,?>a, a,,P# a, ist, ist immer dann 
gegeben, wenn bei einer Genesereihe Spaltungen und Vereinigungen derart 
vorkommen, da zwar noch irgendwelche Teile von a,, und a, (und ebenso von 
a, und a,.) in eindeutiger Herkunftsbeziehung (P=) stehen, da® aber a, und 
a, infolge von Spaltungen nicht mehr derartige ,restlos genidentische“ Teile 
enthalten (vgl. Lewin, a. a. O., 8. 32). 

Eine Reihe, in der sich eine Anzahl von Schnitten so heraus- 
greifen liBt, da8 je zwei aufeinanderfolgende Schnitte genidentisch, 
und zwar in derselben Richtung genidentisch sind, ohne da8 siimtliche 
Reihenschnitte untereinander genidentisch zu sein brauchen, heibe 
»Genesefolgereihe* |G-Folgereihe?)|. Die Zeitbeziehung ihrer 
Glieder heiBe: ,zeitlich friiher“ (+) und ,zeitlich spater“ (<). 

Den Definitionen I, 1 und I, 3 entsprechend sind dabei anzusetzen: 

Il, 1. Ist a,, > 4,, so ist a, <-4,,. 
II, 3. Liegt a, in einer G-Folgereihe zwischen a,, und 4@,, so ist 
a) ay, > Uy, > 4, 


B) 4,,< 4, <4,, wenn a,, <4, ist. 


wenn Ay > a, ist. 


Damit ist die Méglichkeit gegeben, Gebilde, die selbst nicht 
im eigentlichen Sinne auseinander hervorgegangen (geniden- 
tisch) sind, in Zeitbeziehung zueinander zu bringen, sofern 
nur irgend eine ununterbrochene Kette von Genesereihen die beiden 
Weltpunkte verbindet. Das Fallenlassen der Bedingung a»,,?= a, in 
Definition I, 2 begriindet den Gedanken einer neuen einheitlichen 
Ordnung des Nacheinander iiber die einzelne Genesereihe hinaus, 
d. h. eine mehreren Genesereihen gemeinsame Zeitordnung. 

Soll die so bestimmte zeitliche Ordnung eindeutig sein, so muB 
die bei den Genesereihen notwendige sachliche Voraussetzung 
auch fiir die Genesefolgereihen gelten: 


Axiom II: 
Eine Genesefolgereihe fiihrt beim Fortschreiten in einer Richtung nicht 


in sich zuriick. 
Ist Gm—> an, $0 ist innerhalb dieser Genesefolgereihe Am nicht < dy. 


Ein Zeitsystem, das lediglich durch dieses Axiom iiber 
das Nacheinander in Genesefolgereihen bestimmt wird, sei 
als ,zeitliche Geneseordnung“ bezeichnet. 


1) Die ,Genesefolgereihen* enthalten dann also als Spezialfall die ,Genese- 


reihen“, 
5 * 
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Es soll zuniichst gezeigt werden, daB eine solche zeitliche Genese- 
ordnung eindeutig ist im Sinne von 

Satz 2: 

Ist als Schnitt einer Genesefolgercihe dm— Gn, so gibt es keine andere 
Genesefolgereihe, als deren Schnitt a, —> am ist. 

Beweis: Es sei d,—->da, auf Grund der Genesefolgereihe: 
Am —> b;—> a (Fig. 1). Angenommen, es gabe eine zweite Genesefolge- 
reihe, derart, da a,—cy—>a», ware. Dann bildete auf Grund der 
Identitat von a, in beiden Reihen die Reihe a,—> b,— dy > Cy —> am 
eine in sich zuriicklaunfende G-Folgereihe entgegen Axiom II. 

Die Definition der Kardinalbeziehung in der zeitlichen Genese- 
ordnung sei sogleich fiir die G-Folgereihen angefiihrt: 

Definition ILI: 

Ist die Strecke (a,|—|a,) einer Genesefolgereihe in einer anderen 
Strecke (@m{!—1 as) dieser Reihe als Teil vollstandig enthalten (Fig. 2), 
so heiBt die erstere ,zeitlich kiirzer* (<) als letztere: Ist 
Am —> An > Ay > As [Oder An < Gy < Ay < s|, 80 ist (@n H-1 yr) <(Gm II as). 

Die Beziehung ,,zeitlich kiirzer“ ist asymmetrisch und transitiv: 

1. Ist (ay I—I d+) <(@m || as), 80 ist (4m |—| as) > 1) (an IH a,). 

2. Ist (a, |—1 as) <(an -—| at) <(@m 1 Gn), 80 ist (ay I—1 As) <(Am HI (An): 

Aus Satz 2 folgt die Eindeutigkeit der zeitlichen Lingen- 
beziehungen in der Geneseordnung: 

Satz 3: 

Sind als Strecken einer Genesefolgerethe (ay \—|U;)<(G@m\—| as), so 
gibt es keine andere Genesefolgereihe, derart, dab (ay !—\ ay) < (Gm l—| ds) ést. 

Die zeitlichen Ordnungs- und Liingenbeziehungen in der zeitlichen 
Geneseordnung und damit der Sinn der Zeichen >,<,<,> soll 


lediglich durch diese Sitze bestimmt sein. Ihre Eindeutigkeit 
stiitzt sich sachlich also nur auf Axiom II. 


II. Die Zeitbestimmung mittels der Geneseordnung. 


1. Der Bereich der Zeitordnung. 


Zur Veranschaulichung dafiir, welche Gegebenheiten sich durch die 
zeitliche Geneseordnung in Beziehung und welche sich nicht in Be- 


ziehung bringen lassen, diene die Liésbarkeit oder Unlosbarkeit ce 
stimmter Aufgaben. 


1) Lies ,zeitlich linger“. 
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Wir gehen dabei sogleich nicht von den scheinbar einfachsten 
Begebenheiten, nimlich Dingen, die als Raum-Zeit-Punkte aufgefaBt 
werden, aus, sondern von Dingen und Geschehnissen, wie sie allein 
physikalisch existieren: als Schnitte irgend einer Genesereihe. 

Die Zeitordnung und Entfernung der Schnitte einer Genesereihe 
bildet nach dem Vorhergehenden kein Problem mehr. Die Aufgaben 
beschiftigen sich demgemaS immer mit dem In- -Beziehung-bringen der 
Schnitte verschiedener Reihen. 

Aufgabe l. 

Die Zeitlage des Schnittes b einer Genesereihe B ist gegentiber 
dem Schnitte a einer Genesereihe A festzustellen. 

Lésung: 

Die Zeitlage kann nur auf Grund einer G-Folgereihe entschieden 
werden, die die in Bezichung zu bringenden Schnitte sowohl von A 


any 
G an 
a4 | a a zh 
ay 
ax as 72 7 
\ 772 
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 


wie B enthalt. Die Méglichkeit eimer solchen Verbindung der Schnitte 
verschiedener Genesereihen ist durch (und nur durch) das Faktum der 
Spaltung und Vereinigung von Genesereihen gegeben, das bereits 
fiir den Begriff den Genesefolgereihe grundlegend war (vgl. 8. 67). 

Von Abspaltung einer Genesereihe von der Reihe A nach @ oder vor 
m ist zu sprechen, wenn a@?—>m und zugleich a”>m gilt. Anders aus- 


gedriickt, wenn zugleich a°>m, a?>n und m? +n gilt (Fig. 3), wobei a 
einen zusammenhangenden, m und ” nicht zusammenhangende Schnitte darstellen. 
Von Vereinigung einer Genesereihe mit der Genesereihe A nach a oder 


vor m ist zu sprechen, wenn a?—>m und zugleich a?>m ist. Anders aus- 


gedriickt, wenn zugleich a? > m, n°>m und a? n gelten (Fig. 4), wobei m 
einen zusammenhangenden, a und » nicht zusammenhangende Schnitte dar- 
stellen (vgl. Lewin, a. a. O., 8. 40f.). 


Der Spaltungsfall (bzw. die Vereinigung) TABt sich zugleich als 
Loésune eines besonderen Falles der Aufgabe 1 auffassen: Die beiden 
Ghaetarsiien A und B haben 1. einen gemeinsamen Ursprung (bzw. ge- 
meinsames Ende) und zugleich 2. liegt der eine der ee se a oder b 
auf der gemeinsamen Genesestrecke. 
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Sind die Genesereihen A und B derart getrennt, da sie selbst 
nicht ineinander einmiinden, so liBt sich die Zeitbeziehung zwischen a 
und 6 nur dann feststellen, wenn ' 

1. eine ,, Verbindungsgenesereihe“ [ V |1) besteht, d. h. eine Genese- 
oder Genesefolgereihe, die sich von der einen Reihe abspaltet und 
sich mit der anderen verbindet, und wenn 

2. diese Verbindungsgenesereihe derart verlauft, daB von den in 
Beziehung gebrachten Schnitten (a und b) der eine vor der Spaltung 
und der andere nach der Vereinigung liegt. 

Die in Beziehung zu bringenden Schnitte miissen also auf einer 
Genesestrecke liegen, die der betreffenden Genesereihe (A oder B) 
und der Verbindungsreihe (V) gemeinsam ist. Die Genesereihe A (B) 
bis zur Spaltung, die Verbindungsreihe V und die Genesereihe B 
(A) nach der Vereinigung bilden dann eine Genesefolgereihe, z. B. 
a—>v-—>b, durch die die Zeitfolge von a und b festgelegt ist (Fig. 5). 


Liegt auch nur einer der Schnitte nicht auf dem gemeinsamen Teil, so 
bleibt die Zeitbeziehung unbestimmt. 


Durch eine solche Verbindungsreihe wird die Zeitordnung nicht 
nur fiir die beiden Schnitte a und b, sondern fiir simtliche Schnitte 
von A und B vor der Spaltung und nach der Vereinigung festgelest: 
(—\a)>(bI—). Es wird also die Zeitordnungsbeziehung zwischen 
zwei einseitig ins Unendliche gehenden?) Strecken verschiedener Ge- 
nesereihen bestimmt. 

Durch eine Verbindungsreihe ist noch nicht ein Einordnen des 
Schnittes der einen Genesereihe in die Zeitfolge der Schnitte der anderen 
Genesereihe méglich. Auch der Zeitabstand (a|-| b) ist véllig unbestimmt. 


Aufgabe 2. 

Der Schnitt b einer Genesereihe B ist in die Zeitfolge der Schnitte 
der Genesereihe A einzuordnen. 

Lésung: 

Die Aufgabe ist nur durch mindestens zwei Verbindungsgenese- 
reihen zwischen A und B zu erfiillen. Und zwar muB8 b nach der Ver- 
einigung und vor der Abspaltung der beiden Verbindungsreihen. mit 
B liegen’), im einfachsten Falle also auf einer Strecke, die den 


1) An die Stelle der Verbindungsgenesereihe in den figiirlichen Beispielen kann 
hier und im folgenden immer auch eine Verbindung durch Genesfolgereihen treten. 

2) Lewin, a. a. O., 8. 37. 

8) Die Lage zwischen Vereinigung und Spaltung allein geniigt nicht. 
Ebensowenig gestatten zwei beidemal von A nach B laufende Verbindungsreihen 
eine solche Bestimmung: Ist a,,—>b, und on, > by (b,—> by), so folgt nur, da8 
Gn > be ist, womit aber keine Hinordnung des Schnittes der einen Reihe zwischen 
zwei Schnitte einer anderen Reihe erreicht wird. 
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beiden Verbindungsreihen und der B-Reihe gemeinsam ist. Durch 


I= 


diese beiden Verbindungsreihen — wir wollen hier von einem »Doten- 
; (%4 . > 3: . . . 
zug™ sprechen — wird die Zeitbeziehung von b gegeniiber einem 


Punkt vor der Abspaltung (a»,) und nach der Vereinigung (as) der 
Verbindungsreihen mit A festgelegt (Fig. 6) 

Es ergibt sich: a,—b—a,. Es ist nimlich An —>v,—>b und 
b—+>v,—> ads, so daB die Reihe ay, V1, D, V., Gs sich als eine Genese- 
folgereihe auffassen l4Bt. Der Schnitt b von B liegt also zeitlich 
zwischen d@, und a, von A. 

Nicht gefordert ist, daB v, genidentisch v, ist: es kénnen ver- 
schiedene Boten hin und zuriick benutzt werden. 


A 8 
ar, 
A B a, 
Qand oie %, 
@ be 
b 
v ae bp 
Y, 
2 
he 2, 
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Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. Fig. 7a. 


Wiederum sind damit nicht nur die drei Schnitte a,, b, a, in eine Zeit- 
ordnung gebracht, sondern zugleich drei Genesestrecken zeitlich im Nach- 
einander geordnet: (—14,,) >(6,|—- by) > (a, |—). Es wird also eine be- 
grenzte Strecke der einen Genesereihe (b,|—|b,) eingeordnet zwischen zwei ein- 
seitig unendliche Genesestrecken (—|a,,) und (a, |) einer anderen Genesereihe. 
Damit ist aber keineswegs behaupéet, da& diese drei Strecken zusammen wieder- 
um einen ununterbrochenen Zeitverlauf darstellen. Im Gegenteil ist die Dis- 
kontinuitat an zwei Stellen positiv bestimmt. 

Die Lésung der Aufgabe 2 enthalt zugleich die Lésungsmittel 
fiir die 

Aufgabe 3. 

Die Zeitlange von Strecken verschiedener Genesereihen ist zu- 
einander in Beziehung zu bringen. 

. Lésung: 

Die Aufgabe laBt sich nur durch zwei Verbindungsreihen der 
oben angegebenen Art (einen Botenzug) lésen. Auf Grund dieses 
Botenzuges muB sich Am, 0%, be, br, Vg) As (Fig. 6) als eine Genesefolge- 
reihe auffassen lassen. Dann ist (b. —\bs)< (@m! 4). : 
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Dabei ist die Zeitstrecke (am|— a, — d,—lds) als identisch (=) 
[nicht als gleich!] anzusehen mit der Zeitstrecke (am|— be — bep—| as), 
obschon die Genesefolgestrecken verschieden (32) sind. Der Begriff 
der Zeit bestimmt sich hier gegeniiber dem der Genese durch den 
Satz: Verschiedene Genesefolgereihen, die gemeinsame End- 
schnitte besitzen, finden zur ,selben“ (=) Zeit statt. 


Die Liangenbeziehung ist also nur zwischen einer Strecke von einem 
Schnitte vor der Spaltung bis nach der Vereinigung auf der einen Genese- 
reihe und einer Strecke von einem Schnitte nach der Vereinigung bis vor 
der Spaltung auf der anderen Genesereihe bestimmt, also zwischen (4,, |—| a, ) 
und (b,|— Dp). Dagegen ist sie nicht bestimmt fiir (a, | a,) oder (a,, —| a,.) 
und eine Strecke von B und ebensowenig fiir (b,|—| by) oder (64I-4 br) und 
eine Strecke yon A. 


3a. Der angegebenen Lisung der Aufgabe 3 laft sich als Variante eine 
Lisung an die Seite stellen, bei der die Zeitlange zweier Verbindungs- 
strecken in Beziehung gebracht wird: 

Von einer Genesereihe A (Fig.7) spalten sich zwei Verbindungsreihen ab, 
yon denen die zweite die Genesereihe B eher trifft als die erste. Dann ist 
On —> 4, —> 6, > b,. Es ergibt sich daher: (a,,|— v, —1b,) >(a, |l—v,. —18,). 

DaB es sich hier nicht um eine ganz neue Lésung, sondern nur um eine 
Variante der ersten Lésung handelt, zeigt die Darstellung in Fig. 7a. 


Die Lésungsméglichkeiten fiir Aufgabe 1 ergeben zugleich zwei 
wesentliche Einsichten iiber die Grenzen der Feststellbarkeit von 
Zeitbeziehungen durch Genesefolgereihen: 


1. betreffs der Zeitordnung: Es ist unméglich festzustellen, 
da Schnitte verschiedener Genesereiben ,im selben Zeitmoment“ 
liegen. (Es 1&8t sich also nicht die ,,Gleichzeitigkeit“ bestimmen.) 

2. betreffs der Kardinalbeziehung: Die Zeitlangenbeziehung ist 
nur méglich fiir Genesestrecken, von denen die eine (kiirzere) ,inner- 
halb derselben Zeit stattfindet* wie die andere (lingere) (also 
z. B, nicht méglich fiir Genesestrecken, die zeitlich nacheinander liegen). 


Hs liegt nahe, die Zeitidentitat teilfremder Geneseschnitte durch eine Art 
Limesproze8B bestimmen zu wollen, indem man zu immer schnelleren Boten 
oder immer kleineren réumlichen Entfernungen tibergeht. Auch beliebig rasche 
Boten wiirden jedoch immer nur ein Nacheinander zu bestimmen gestatten, da 
die Genesereihen kontinuierlich sind (vgl. Lewin, a.a.0O., 8.31) und da auch 
die Voraussetzungen fiir das Vorliegen einer Spaltung und Vereinigung, die ihrer- 
seits die Voraussetzung fiir die Bestimmung von Zeitlagebezishungen der Schnitte 
verschiedener Genesereihen bildet, nicht erfiillt waren, wenn der riickkehrende 
Bote die Genesereihe im selben Schnitte trifft, in dem er sie verlassen hat. 


3b. Es fragt sich, ob die wiederholte Anwendung der Botenziige 
einen prinzipiellen Fortschritt bei der Feststellung von Zeitbeziehungen erméglicht. 

Mehrfache Botenziige zwischen zwei Genesereihen (Fig. 8) ergeben: (a,,|—a,) 
a | eee be), (bp lat a (a,,!—la,), (a,(—1a,)> O74 b,), (6,'-—1b) > (a, ay). 

Man kénnte zunachst vermuten, da die Verbindung der in diesen Formeln — 
vorkommenden Strecken (a,,/—la,), (a@,/—Ila,), (a,/—I a,), (a,+—la,) zu der 
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Gesamtstrecke (a,,!—la,) einerseits und die Verbindung der Teilstrecken der 
anderen Genesereihe zur Gesamtstrecke (b,|-1b,) andererseits es erméglicht, 


Genesestrecken in Langenbeziehung zu bringen, die teilweise nicht in derselben 
Zeit liegen. Der Umstand, daB® die auf A (und ebenso die auf B) liegenden 
Strecken in die Formeln immer abwechselnd als kleinere und als lingere Zeit- 
strecke eingehen, verhindert jedoch eine solche Verwendung. 

Die Benutzung mehrerer Botenziige zwischen denselben Genesereihen liefert 
in dieser Hinsicht also keine prinzipielle Erweiterung der Bezugsméglichkeit. Das 
gleiche gilt yon dem Ubergang zu mehreren Genesereihen. 


2. Der Begriff ,derselben* Zeit. 


Fiir die Abgrenzung des Bereichs der Ereignisse, die sich mit 
Hilfe der Geneseordnung in Zeitbeziehung bringen lassen, muBte der 
Begriff: ,,im selben Zeitmoment (bzw. in derselben Zeitstrecke) liegen“ 
verwendet werden. Diese Begriffe seien daher kurz priizisiert. 


Definitionen: 

1. Sind zwei Schnitte @ und b (4 »=b) durch mehrere ver- 
schiedene Genesereihen {(a|—g'—ib), (at—g”—1b),..., g' 9 g",...| 
miteinander verbunden, so sind die Genesestrecken (a |— 9’—b), 
(a|\—g” —1b),... ,zeitidentisch* 2). 

Diese Unabhangigkeit gegeniiber verschiedenen Genesezwischen- 
reihen war es ja, die den Begriff der Zeit gegeniiber dem der 
Genesereihe bestimmte. 

2. Zwei Genesestrecken (a |—|b) und (et—l\d) liegen ,zeitlich 
-nacheinander“ [(a+~—1b) — (¢ |—1d)], wenn das Ende der einen Genese- 
strecke zeitlich vor dem Anfang der anderen liegt (a—>b—-c—d). 

Die Vereinbarkeit dieser Definition mit den bisherigen Satzen 
folgt aus der Transitivitat der Beziehungen ,friiher“ und _,,spater“. 

3. ,Teilweise in derselben Zeit“ liegen zwei Genesestrecken 
(al—\b) und (cid), wenn der Anfang jeder der beiden Strecken 
vor dem Ende der anderen liegt (wenn also, falls a>b und c>d 
ist, a>d und c—b gilt). 


1) Es liegt der Gedanke nahe, wenigstens die zeitidentischen Genesestrecken 
zeitlich ,gleich* (=) lang zu nennen. Trotzdem lage darin eine iitber das 
Topologische hinausgehende Begriffsbildung. Denn der Begriff der Gleichheit 
hat nur Sinn, wenn die Gleichheitsrelation nicht prinzipiell auf den Identitats- 
fall beschrankt bleibt. Uberdies wiirde die Behauptung metrischer Gleichheit 
die Angabe einer pestimmten Genesereihe, etwa einer der beiden Zwischen- 
reihen, als Bezugssystem verlangen, und es wire besonders zu zeigen, 
daB die Gleichheit der beiden Zwischenreihen in bezug auf die eine Reihe die 
Gleichheit der Zwischenreihen bei der Wahl der anderen Reihe als Bezugssystem 
notwendig nach sich zieht. (Vgl. das sogenannte ,Uhrenparadoxon in der 


Relativitatstheorie.) 
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Diese Lage geniigt in der zeitlichen Geneseordnung noch nicht 
zur Bestimmung von Zeitlingenbeziehungen. Vielmehr mu dafiir 
die eine Genesestrecke in ihrer ganzen Ausdehnung innerhalb der- 
selben Zeit verlaufen wie die anderen. 

4. ,Innerhalb derselben Zeit* wie cine Genesestrecke (a |—Ib) 
verlauft eine Genesestrecke (¢|—\d) dann, wenn ihr Anfang nach 
dem Anfang und ihr Ende vor dem Ende der anderen Genesestrecke 
liegt (wenn also, falls a> b und cd ist, ac und d— b gilt). 

Die sachliche Bedeutung dieser Satze beruht vor allem auf 
foleendem 

Existenzaxiom: 

Liegt der Schnitt a, der Genesestrecke A zeitlich zwischen den Schnitten 
by und by, der von A verschiedenen Genesestrecke B (bm P= by), Gr Lee et eS 
Ay PE Dn, Vm > Ap > bn), 80 gibt es einen mit a, zeitidentischen Schnitt 
b, der Geneserethe B. 

Entsprechend gilt fiir teilfremde Genesestrecken: 

Liegen die Genesestrecken (@m|—i ay) und (b,|— bs) teilweise in 
derselben Zeit, so gibt es zwei Geneseteilstrecken (@; | dy) < (am || Gn) 
und (bz | by) < (b, 4 bs), derart, daB (a, ay) und (b, || by) zeit- 
identisch sind. 

Dieses Axiom iiber die Existenz zeitidentischer Schnitte (und 
Teilstrecken) schnittfremder Genesestrecken scheint die Grundlage 
fiir die gesamte ,radumliche Geneseordnung* zu bilden. In der 
zeitlichen Geneseordnung spielt es jedoch keine Rolle und 14Bt sich 
aus ihren Satzen auch nicht ableiten, da, wie wir sahen, die Zeit- 
identitat teilfremder Geneseschnitte hier nicht bestimmbar ist. 


3. Die Eindeutigkeit der Zeitbestimmungen 
in der zeitlichen Geneseordnung. 


Wir wollen nunmehr zeigen, daS das Einordnen der Zeitfolge 
der Schnitte einer oder mehrerer Genesereihen in die Schnittfolge 
einer anderen Genesereihe mit Hilfe von Verbindungsreihen (bzw. 
Botenziigen) zu einer eindeutigen zeitlichen Ordnung fihrt?). 


1. Beim zeitlichen Einordnen des Schnittes einer Genesereihe 
(eines Weltpunktes) in die Schnittfolee einer bestimmten anderen 
Genesereihe (Genesefolgereihe) kénnen verschiedene Botenziige 
nicht in Widerspruch treten. 


1) Dies folgt bereits aus Satz 2 und 3, mag hier aber fiir die zeitliche 
Ordnung beliebiger Ereignisse mittels Botenziigen besonders gezeigt werden. 
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Beweis: b liege auf Grund dés Botenzuges V1, V2 (Fig. 9) 
zwischen @», und Ay, (@mn—> b—>a,), ferner auf Grund des Botenzuges 
v8, V* zwischen a, und as (a->b—as). Diese beiden Zeitbestim- 
mungen von b wiirden sich nur dann widersprechen, wenn die Schnitte 
Gm, Gy, entweder beide vor oder beide nach den Schnitten a,, a; lagen 
| (@m—> Gn) > (@r—> ds) oder (a-—> as) > (Am—> a») |. Dann aber wiirden 
die beiden mittleren Verbindungsreihen (in Fig. 9, V2 und V8) auf 
Grund des gemeinsamen Schnittes b und der Zeitbeziehung der beiden 
mittleren a-Schnitte (a, —>a,) eine in sich zuriicklaufende Genesefolge- 
reihe darstellen, entgegen Axiom II. 


< 8 
A B 
ayy 
vy) 
by 
an 
a, 
bg 
D;, 
as 
a 
2; 


Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11. 


Liegen a, und ad, nicht beide vor oder nach a, und ds, so be- 
steht kein Widerspruch. Vielmehr handelt es sich eventuell um Be- 
stimmungen verschiedenen Genauigkeitsgrades. 

2. Werden beliebige Ereignisse (Weltpunkte) durch Botenziige 
zu verschiedenen Genesereihen in Beziehung gesetzt, so ergibt 
sich allemal dieselbe zeitliche Reihenfolge der Ereignisse. 

Beweis: Durch die Botenziige V1, V2 und V3, V4 (Fig. 10) zwischen 
den Weltpunkten w und y einerseits und der Genesereihe A andererseits 
SCi An—>2—> Gn und a-—>y—>a, und damit infolge a,—a, der Welt- 
punkt # als zeitlich friiher y (x—>y) ermittelt. Soll nun auf Grund 
der Botenziige zur Genesereihe B sich y—>« ergeben, so miiBte es zwei 
Botenziige V1, V'2 und V’8, V'4 derart geben, daB b.>y—> by und 
by >a —>b, und zugleich by—>b, wire. Dann aber bildeten auf Grund 
von &£—>Gy,—>a,—>y und y>br>bj;—>-x die Verbindungsreihen V2, 
v3, V2, V'3 eine in sich zuriickkehrende Genesefolgereihe entgegen 
Axiom II. 
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Aus der Unabhingigkeit der Ordinalbeziehungen von der Wahl 
der Bezugsgenesereihen ergibt sich ohne weiteres dieselbe Unab- 
hingigkeit fiir die Kardinalbeziehungen. Damit ist gezeigt: 

Die mit Hilfe der Geneseordnung bestimmten Zeitfolge- und zeitlichen 
Liingenbeziehungen sind eindeutig und unabhdingig von der Wahl der 
Bezugsreihen und der Botenziige. 

Fiir die Geneseordnung ist also auch keine besondere physika- 
lische Art von Genesereihen oder Geneseverbindungsreihen vor anderen 
Arten ausgezeichnet. Es ist irrelevant, ob es sich um schnelle oder 
langsame Boten, um Schall, Licht, Transport von Materie oder um 
eine ihren physikalischen Eigenschaften nach anders bestimmte Genese- 
reihe handelt. 


4. Die Genauigkeit der Zeitbestimmung. 


Es bleibt die Frage der Genauigkeit der Feststellung der zeit- 
lichen Ordnungs- und Lingenbeziehungen zu erértern. Wir beschranken 
uns dabei auf die Untersuchung der Lingenbeziehung, da sie alles 
Wesentliche enthalt. 

Aufgabe 4: 

Eine bestimmte Strecke einer Genese(folge)reihe ist einer Strecke 
einer anderen Genese(folge)reihe méglichst genau zeitlich zuzuordnen. 

Lésung: 

1. Die Beziehung zwischen den Genesereihen A und B (Fig. 11) 
ist gemaB Aufgabe 2 und 3 durch Verbindungsreihen herzustellen, 
die sich vor b, (b;) mit B vereinigen und nach b, (bs) von B ab- 
spalten. Die Bestimmung der Zeitstrecke einem oberen Werte 
nach sei etwa durch die Verbindungsreihen V1 und V? erreicht, denen 
zufolge (lel—\ be) <<(@ml—laz) ware. Eine Begrenzung nach unten — 
ist nur durch einen zwischen b, und by nach A ‘laufenden Botenzug 
(V2 und V+) méglich. [Die Verbindungsreihe von B mii&te also 
eher mit A zusammentreffen als die riickkehrende Reihe von A ab- 
geht. Anderenfalls (V!, V) wird nur die Lage der B-Schnitte 
_ genauer bestimmt.| Dann ergibt sich: (b.I—1b,) > (arl—la,). Damit 
ist die Lange der Zeitstrecke (b.I—/b,) nach oben und unten begrenzt: 
(Am tI az) > (bel bf) > (ay Has). 

2. Die Erhéhung der Genauigkeit der Zuordnung 14Bt sich 
z. B. fiir die obere Grenze nur durch eine Verbindungsreihe (V*) er- 
reichen, die sich von A nach dem Schnitte a,, abspaltet und trotz- 
dem die Reihe B vor dem Schnitte b, trifft. [Entsprechendes gilt 
fiir by (V7).] Das ist nur dann méglich, wenn die Verbindungsreihe 
(An 1 be) Se I — ist. 
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Wichtig ist, daS aus der Zeitliinge der Verbindungsreihen noch 
nichts tiber ihre ,Geschwindigkeit% folgt. Es kénnte nimlich V1 
trotz der gréSeren zeitlichen Ausdehnung der geschwindere Bote 
sein, da die raéumliche Entfernung von a,, und b, kleiner sein kénnte 
als von a, und b,. 

Fragt man nach den realen Umstinden, unter denen sich eine Er- 
héhung der Bestimmungsgenauigkeit durchfithren li8t — eine Frage, die iiber 
den Rahmen dieser Untersuchung bereits hinausgeht —, so, wire folgendes zu 
sagen: Die héhere Genauigkeit erfordert, da& die Verbindungsreihe entweder 
eine héhere Geschwindigkeit?) zeigt oder rdumlich kiirzer ist. [Letzteres 
kann auf der gréSeren raumlichen Nahe des Spaltungs- und Vereinigungsschnittes 
oder auf dem kiirzeren (,,geraderen“) Wege der V-Reihe beruhen oder endlich auf 
einem geringeren Abstand der Trennungs- bzw. Vereinigungsschnitte von den in 
Beziehung gesetzten Schnitten der Genesereihen.] Bei gegebener Geschwindigkeit 
der Verbindungsreihen findet daher die Méglichkeit der Zeitbeziehung eine 
Grenze in der gegenseitigen Zeit- und Raumlage der in Beziehung zu bringen- 
den Hreignisse bzw. Genesestrecken. 

Die Bestimmung der Bedingungen der zeitlichen Kiirze einer Verbindungs- 
reihe, insbesondere die notwendigen Geschwindigkeits- und Entfernungsverglei- 
chungen, gehen jedoch, wie erwihnt, tiber die durch die zeitliche Geneseordnung 
gegebenen Bezugsmoglichkeiten hinaus. Die zeitliche Geneseordnung als solche 
vermag nichts iiber Geschwindigkeit, raumliche Richtungsgleichheit oder -ver- 
schiedenheit, tiber Konstanz, Synchronismus oder andere die Kategorie der 
Gleichheit voraussetzende Beziehungen auszumachen. 


Zusammenfassung. - 
Die topologische und die metrischen Zeitordnungen. 


Es besteht die Méglichkeit, lediglich auf Grund von Genese- 
reihen und Genesefolgereihen (,,Kausalreihen“) eine ,,zeitliche 
Geneseordnung* durchzufiihren. Die Genese(folge)reihen sind 
dabei lediglich durch eine ,Existential“beziehung (Genidentitat, ?=) 
gewisser Schnitte bestimmt, also unabhingig von allen physikalischen 
»Higenschaften* und KEigenschaftsbeziehungen (insbesondere von 
irgendwelchen GréSenverhiltnissen). Die zeitliche Geneseordnung hat 
demgema8 rein topologischen Charakter. _ 

Obschon die zeitliche Geneseordnung auf Existentialbezichungen 
fuBt, ist sie doch eine wirkliche Zeitordnung: sie gestattet es, Zeit- 
beziehungen auch fiir Weltpunkte (Ereignisse) zu bestimmen, die 
selbst nicht in Existentialbeziehung stehen. 

Diese zeitliche Geneseordnung ist eindeutig und unab- 

hangig von der Wahl der Bezugsgenesereihe und den physi- 


1) Die Bedeutung des ,schnellsten“ Boten fiir die Geneseordnung betrifft 
also nur die Genauigkeit der Feststellung. Sie ist demnach eine wesentlich 
andere als die durch die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit bedingte Sonder- 
stellung dieses schnellsten Boten in der Relativitatstheorie. . 
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kalischen Higenschaften der Botenziige. Die Zeitbestimmung 
in ihr erfolgt zwar auch immer durch Bezugnahme auf bestimmte 
Genesereihen, aber es besteht ein ,bezugsinvariantes Zeit- 
system“ fiir die Gesamtheit der durch Genesefolgereihen in Be- 
ziehung zu bringenden Hreignisse. 

Wiirden fiir eine Zeitordnung, welche an Stelle unserer Beziehungen —> 
und > quantitative GréBenbeziehungen benutzt, diese Sachverhalte entsprechende 
Giiltigkeit besitzen, so ware von einer ,absoluten Zeit“ zu sprechen. 

Die sachliche Voraussetzung der EKindeutigkeit und an- 
gegebenen Unabhingigkeit ist die Higenheit der Genese(folge)reihen, 
daB derselbe Schnitt in einer Reihe nicht mehrmals vor- 
kommt (daB die Reihe nicht in sich zuriickfiihrt1)|. Diese Annahme 
braucht iibrigens nicht auf alle Zeiten ausgedehnt zu werden. Es 
geniigt, wenn die Genesereihen innerhalb der in Frage stehenden Zeit 
nicht in sich zuriickkehren. 


Die Beschranktheit der zeitlichen Geneseordnung gegen- 
iiber der gewdéhnlichen Zeitordnung zeigt sich darin, daf sie die 
Ordinalbeziehung nur zwischen zeitverschiedenen Ereig- 
nissen zu bestimmen gestattet [also nur die Beziehungen ,,friiher“ 
und ,spater“, aber nicht die ,,Gleichzeitigkeit“ getrennter Ereig- 
nisse?)| und die Zeitlangenbeziehung nur zwischen Geschehnis- 
reihen, von denen die kiirzere ganz ,innerhalb derselben Zeit“ 
stattfinden mu8 wie die langere, jedoch nicht zwischen Genesereiben, 
die ganz zu verschiedenen Zeiten stattfinden. 


Den topologischen Charakter der Geneseordnung, auf dem diese Beschrankt- 
heit beruht, habe ich auSerlich dadurch anzudeuten versucht, daf ich die Ziffern 
1, 2, 3 usw. bei der Bezeichnung der Schnitte der Genesereihen in der Regel 
vermieden habe. Denn es handelt sich nicht um Schnitte ,gleichen Abstandes* — 
wie etwa die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen um je 1 verschieden sind — 


und man kann in der Geneseordnung nicht einen solchen Begriff wie: ee 


bilden, der fiir die Zeitdefinition in der Relativitatstheorie grundlegend ist. Ebenso- 
wenig kann man etwa zu der Transformationsformel t= at’ + b (a > 0) gelangen, 
die bei der Zeitmessung eine entscheidende Rolle spielt®). Dank des allgemeinen 
Charakters der zeitlichen Geneseordnung kann jede reale Genesereihe in ihr 


1) Dies hat nichts mit der Frage zu tun, ob es »vollstindige Kreisliufe“ 
in der Physik gibt. Selbst wenn eine vollstiindige ,Eigenschaftsgleichheit" ver- 
schiedener Schnitte einer Genesereihe méglich wire, so blieben doch diese eigen- 
schaftsgleichen Schnitte infolge ihrer Zeitverschiedenheit in der Genesereihe ein- 
deutig getrennt. 

*) ,Ereignisse* sind in der Geneseordnung nicht eigentlich als Schnitte 
(Punkte) aufzufassen, sondern als ,Streckenelemente“ yon Genesereihen. Es 
kommt ihnen also ein zeitliches Richtungsmoment zu. 

3) Weyl, Raum, Zeit, Materie, 8.8. Springer 1919. 
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ohne weiteres die Funktion des ,Boten“ oder der ,Uhr“ iibernehmen. Sie stellt 
jedoch keine Uhr dar, wenn man von einer Uhr fordert, sie solle Zeitpunkte so 
der Reihe ganzer Zahlen zuordnen?), da& obige Begriffe sinnvoll werden. 


Nicht der Begriff der Gleichzeitigkeit (oder der Zeitstrecken- 
gleichheit), sondern die Begriffe ,friiher“ und »Spiter® (,langer“ und 
»ktirzer“) erweisen sich also in der zeitlichen Geneseordnung und da- 
mit fiir die Zeitordnung tiberhaupt als die fundamentaleren. DaB in 
der Relativititstheorie der Begriff der Gleichzeitigkeit als Grund- 
begriff auftritt, ist daher als typischer Ausdruck des Ubergangs 
von den topologischen zu den MaSbestimmungen zu bewerten2). 

Andererseits fordern Begriffe, wie ,,Gleichzeitigkeit“, Zeitstrecken- 
gleichheit, Geschwindigkeit, kurz die gesamte Metrik der Zeit not- 
wendig einen iiber die Méglichkeiten der zeitlichen Genese- 
ordnung prinzipiell hinausgehenden GréBenansatz. Sie haben 
bestimmte Satze (bzw. Setzungen) iiber die Beziehungen der physika- 
lischen Eigenschaften von Schnitten von Genesereihen zur Voraus- 
setzung. Insbesondere muS fiir die Bestimmung von Zeitlangenbe- 
ziehungen zwischen nacheinander ablaufenden Geschehnisstrecken 
irgend ein bestimmter Geschehnistypus (etwa ein isoliertes System 
mit zyklisch gleichen Zustandsfolgen) als MafSinstrument fiir den Zeit- 
streckenvergleich zur Verfiigung stehen. Und zwar scheinen nicht 
Aussagen iiber die Eigenschaften der Schnitte einfacher Genese- oder 
Genesefolgereihen, sondern Satze iiber die Kigenschaften der Schnitte 
»restloser“ Genesereihen*) hier grundlegend zu sein. 

Die metrischen Zeitordnungen, welcher Art auch immer ihr 
metrischer Ansatz ist, gehen demnach iiber die topologische zeit- 
liche Geneseordnung in zwei Richtungen hinaus. 


Einmal vermégen sie Arten von Zeitbeziehungen zu bestimmen, 
die der topologischen Bestimmung prinzipiell unzuginglich bleiben: 
die Gleichzeitigkeit und die Zeitstreckengleichheit, sowie alle Zeit- 
beziehungen, die mittels Zahlen als GréBen ausgedriickt werden. 

Zweitens ist — auch unter Beschrankung auf die in der Topologie 
mafgebenden Beziehungen, ,friiher-spaiter“ und ,langer-kiirzer“ — 
der Bereich der Ereignisse (Weltpunkte), die eine metrische Zejt- 


1) Vgl. Reichenbach, a. a. O., 8.684. Auch Weyls Definition benutzt 
entsprechend der Absicht, fiir die Metrik verwendbare Uhren zu bestimmen, 
Genesereihen (und zwar restlose Genidentitaétsreihen), deren Schnitte spezielle 
' physikalische Higenschaftsbeziehungen zeigen (a.a.O., 8.7), wie sie in der 
zeitlichen Geneseordnung auger Ansatz bleiben. S Ae 

2) Vgl. den Unterschied des Umfangs- vom Entfernungsbegriff in der 
Mengenlehre (Hausdorf, a. a. O. 8. 210 ff.). 

3) Lewin, a. a. O. 8.48. 


80 Kurt Lewin, 


ordnung in Beziehung zu bringen vermag, wesentlich ausgedehnter. 
Es lassen sich in ihr nimlich Zeitlingenbeziehungen von Genese- 
strecken bestimmen, die zeitlich ganz nacheinander liegen, was in 
der zeitlichen Geneseordnung, wie erwihnt, ausgeschlossen ist. 

Ferner libt sich die Zeitlagebeziehung ,,friiher-spiter“ auf Grund 
eines metrischen Ansatzes noch unter Umstinden ermitteln, bei denen 
die Geneseordnung versagt, namlich bei Ereignissen, die nicht in der 
hier geforderten Weise durch eine Genesefolgereihe verbunden sind. 
So laBt sich, um ein einfaches Beispiel herauszugreifen, die Zeitlage 
zweier in bekanntem riumlichen Abstand von m stattfindenden Er- 
eignisse a und b etwa dadurch bestimmen, daf von einem Gegen- 
stand (etwa einer Lichtquelle) im Punkte m nach @ und b Boten (etwa 
Lichtsignale) gesandt werden. Ist das Geschwindigkeitsverhaltnis der 
Boten bekannt, so ist auch das Zeitlageverhaltnis ihres Eintreffens in 
a und b bestimmt, ohne da von dem einen dieser Ereignisse zum 
anderen eine Genesefolgereihe verliefe. 

Das gleiche gilt von der gebrauchlichen Feststellung der Zeit- 
lagebeziehung kurz hintereinander eintretender Ereignisse durch (z. B. 
photographische) Registrierung auf einem bewegten Bandstreifen. 
Von beiden Ereignissen geht dann zwar je eine Genesefolgereihe, 
z. B. ein elektrisches oder optisches Signal (deren Geschwindigkeit 
bekannt sein mu) bis zu dem Registrierstreifen und diese beiden 
Genesefolgereihen sind durch die Genesereihe des bewegten Filmstreifens 
zwischen der Ankunft der ersten und der Ankunft der zweiten Boten- 
reihe genetisch verbunden. Aber es verliuft auch hier keine Genese- 
folgereihe von dem einen Ereignis zum anderen, sondern die Ereignisse 
liegen beide vor (im ersten Beispiel beide nach) der Vereinigung 
der Genesefolgereihen, nimlich der ersten Botenreihe — Registrier- 
streifenreihe einerseits mit der zweiten Botenreihe andererseits. Ohne 
metrische Voraussetzung tiber die Geschwindigkeit und Linge der 
Botenreihen (sowie, falls diese Reihen nicht von gleicher Dauer sind, 
iiber die Geschwindigkeit des Registrierstreifens und die riiumliche 
Entfernung der Registriermarken) liBt sich daher die Zeitlage der 
Ereignisse nicht bestimmen. 

Solche mit Hilfe metrischer Festsetzungen bestimmte Zeit- 
beziehungen bleiben jedoch naturgemiB, selbst wenn sie sich anf die 
»topologischen“ Relationen ,,friiher-spater“ und_,,langer-kiirzer“ ohne 
nahere quantitative Bestimmung beschrinken, von der speziellen Eigen- 
art der benutzten metrischen Voraussetzungen abhingig. 

Noch auf einen Punkt ist hinzuweisen. Mit der Ausdehnung des 
Bereichs der Weltpunkte, die sich in Zeitbeziehung bringen lassen, 


* ee et 
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und ebenso mit der Vermehrung der Arten von Zeitrelationen, die 
sich bestimmen lassen, geht Hand in Hand der Verzicht auf das, 
was wir die ,Bezugsinvarianz® der Zeitordnung nannten: Die mit 
Hilfe der Metrik gewonnenen Zeitbestimmungen sind (zumindest in 
der Relativitatstheorie) nicht invariant beim Ubergang von einer 
Bezugsgenesereihe zu einer beliebigen anderen, wie es fiir die Be- 
stimmungen der zeitlichen Genesereihe zutrifft. Infolge der Abhangig- 
keit von den speziellen physikalischen Eigenschaften des Bezugs- 
kérpers, insbesondere von seiner Bewegung, wird die metrische 
Zeitbestimmung daher erst mit der Angabe einer bestimmten kon- 
kreten Genesereihe (bzw. eines Inbegriffs von Genesereihen) als Be- 
zugssystem eindeutig. Immerhin zeigt die Transformierbarkeit der 
Zeitbestimmungen der Bezugssysteme ineinander, daB die Idee der 
einen Geneseordnung (der absoluten Welt Minkowskis) nicht fallen 
gelassen wird. Der Verzicht auf die Bezugsinvarianz der 
metrischen Zeitordnung hebt die Bezugsinvarianz und Ein- 
heitlichkeit der zeitlichen Geneseordnung nicht auf. 

Und auch darin erweist sich die Geneseordnung als grundlegend 
fiir die metrischen Zeitordnungen, daB alle wirkliche Zeitbestimmung, 
also alle konkrete Zeitmessung, nur dann durchfiihrbar ist, wenn die 
in Frage stehenden Ereignisse Schnitte von Genesefolgereihen sind, 
die jedenfalls irgendwann, sei es zeitlich vorwirts oder zeitlich riick- 
warts, zusammenlaufen. Zwar gelingt es, wie wir sahen, mit Hilfe 
der Metrik, Zeitbeziehungen von Ereignissen zu bestimmen, die nicht 
durch eine in einer Richtung laufende Genesefolgereihe verbunden 
sind. Die Zeitbeziehung von Ereignissen jedoch, die ge- 
netisch in dem Sinne vollig getrennt sind, daB die Genese- 
folgereihen, denen sie angehéren, tiberhaupt keinen ge- 
meinsamen Schnitt zeigen (also weder vorwarts noch riick- 
warts in irgend einem Zweige zusammenlaufen), bleibt auch 
in einer (beliebigen) metrischen Zeitordnung prinzipiell 
unbestimm bar. 
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Uber das Kombinationsprinzip 
und eine neue Klasse von Banden). 
Von A. Kratzer in Miinster i. W. 


(Hingegangen am 10. Dezember 1922.) 


Vor kurzem hat Herr E. Hulthén auf duferst wichtige Kombi- 
nationsbeziehungen bei einer Reihe von Bandenspektren hingewiesen. 
Wir méchten hier diese Feststellungen etwas erganzen und teilweise 
berichtigen. Zunachst sei vorlaufig ohne Beweis lediglich darauf hin- 
gewiesen, daB sich in den (C+ H)-Banden das Dublett, das Heur- 
linger mit negativen Potenzen der Laufzahl darstellen will, sich 
zahlenmabig mit Benutzung eines Termes 


W = g(m)+ a Ym? — m2 
ausdriicken l48t. Fiir diese Formel wird an anderer Stelle?) eine 
theoretische Begriindung aus der Prazessionsbewegung der Molekel 
gegeben werden. 

Bei den Hg-, Zn-, Cd-Banden unterscheidet Herr Hulthén zwei 
verschiedene Gruppen, die verschiedene Kombinationsgesetze befolgen. 
Wir wollen zeigen, da8 sich alle von Hulthén aufgefiihrten Banden 
einer Gruppe einreihen lassen, und zwar der dort als I bezeichneten. 
Zu dem Zwecke ist bei Cd 4510, Zn 4270 die Numerierung der 
Linien abzuandern. Aus theoretischen Griinden wollen wir auch bei den 
anderen Banden die Numerierung in einer fiir die Kombinations- 
beziehungen jedoch belanglosen Weise abandern und sie so wihlen, 
wie es in der nachfolgenden Tabelle zum Ausdruck kommt. An 
Stelle von R, wahlen wir die Bezeichnung Q,, an Stelle von P; die 
Bezeichnung Q). 

Bei dieser Anordnung gilt jetzt fiir alle Banden das Gesetz: 


a (m) — Py (m) = Ry (m — 1) — Qo(m—1), 
Q:(m) — Py (m+ 1) = Ry (m) —— Qo (m a EX 
Diesen Beziehungen geniigt man, wie bereits Herr Hulthén an- 
gegeben hat, durch den Ansatz: 


P,(m) = v' + F, (m — 1) — fy(m) Ry (m) = v' + Fy (m+ 1) —f,(m) - 


Py(m) = v' + Fy (m — 1) — f, (m) Ry (m) = v4 Fy (m+ 1) — f,(m) 
Qi(m) = v' + F, (m) — fy (m) Qs (m) = v' + F,(m) — f,(m) 


1) Bemerkungen zu der Arbeit von E.Hulthén in dieser ZS. 11, 284, 1922. 
2) Ann. d. Phys. 1923. . 
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P,(m) 


| 23 715,9 
08,5 


| 26 838,5 


22 251,5 
38,1 


26,0 


| 23 251,4 | 
38,6 


23 228,9 
12,4 


23 556,6 
39,8 


26 858,7 


2 
2 
22 263,9 


2 


| 23 269,0 


2 


| 23 250,3 


23 581,8 
78,0 


83 


@1 (m) 


23 731,4 
80,5 
32,8 


| 24 934,2 


32,1 
32,1 


2 
26 863,9 
62,1 


| 22 271,7 


68,4 
66,1 
65,3 


2 
23 270,2 
68,6 


23 583,2 
79,3 
77,2 


Tabelle 1. 

m 7 @ Gm) | Ry (m) | R, a | we, ] e —P, 
Hg 4219 A 

1 ||23 742,9 | 23 756,2 | 28 757,7 14,8 — 

2 || SH | 7 77,9 24,4 14,6 

Ce ae a 90,5 801,4 | 34,1 24,3 
Hg 40174 

1 | 24 946,5 | 24.959,3 | 24 961,2 47 ee 

2 | 56,0 | 73,2 80,4 | 24,4 14,7 

3 || 67,9 89,6 |25002,1 | 34,2 24,6 
Hg 3728 A 

1 || 26 877,7 | 26 890,1 |26892,4 | 14,7 — 

2 - 86,6 902.5. Peleh ide St) g 

3 97,1 | 16,6 | Site S48) | 88,6 
Cd 4510 A 

1 2 2 2 = = 

2 2 22 299,6 | 22 317,6 — — 

3 || 22 298,2 310,0 37,7 39,5 — 

4 308,1 21,9 58,8 50,7 39,3 
Cd 4310 A 

ye ee 23 291,3 | 23 301,3 BS hiltte = 

2 || 23 290,7 300,3 012 el 29.50 | 2 

3 99,0 10,9 | 21;1.j-741,4 | 30,0 
Yn 4326 A 

1 || 23 268,9 | 23 277,3 |23289,9| 210 | — 

2 77,3 87,5 312,2 | 34,9 914 

3 86,8 98,5 35,8 | 49,0 85,0 
Yn 4270 A 

ie a: 23 604,9 | 23 617,8 7. 

2 || 23 604,9 16,3 42,1 37,2 | 22,7 

3 15,6 29,4 67,9 | -52,8 | 37,4 

Die Abweichung von Hulthén ist nur durch die Numerierung 
veranlaBt. 


binieren und die Terme isolieren. 
R, (m) — P, (m) ad Fi (m+ 1) — F,(m— 1) = JF, (m), 
R,(m) — P, (m) = F,(m-+ 1) — Fy (m— 1) = JF, (m), 


Nun kann man diese Gleichungen leicht geeignet kom- 
Es ergibt sich: 


R, (m — 1) — Pa (m+ 1) = f,(m+ 1) —fA(m—1) = 4h (m), 

Ry (m — 1) — Py (m+ 1) = (m+ 1) —fa(m — 1) = Sh (m). 

Bei der Berechnung ergeben sich mehrere wichtige Beziehungen. 
Obwobl diese Differenzen durch keine lineare Formel darstellbar sind, 
also die Terme héhere als quadratische Glieder enthalten, ist bei Hg: 


A F, (m) 


— A F,(m — 1) = const. 


6* 


84 A. Kratzer, Uber das Kombinationsprinzip und eine neue Klasse von Banden. 


Etwas abgeiinderte Bezichungen lassen sich fiir die anderen Terme 
nachweisen. Die vollstindige Durchrechnung ergibt, daS fiir alle 
betrachteten Banden der Ansatz gilt: 


F,(m) =.  -2(m—E) 4+ (m— EB" — A(m— E)*—... 
Fy(m) = —2(m4+ F)4+ (m+ £)2?B"—A(m+ E)*—... 
f;(m) = = -2&(m— £)0 + (m— €)2b" — a (m — €)4 — B(m—é)®... 


fo(m) = —2 (m+ €)d + (m- €)2l” — a (m+ €)*— B(m-+ é)°... 


Die Zahlenwerte der Koeffizienten sind in der Tabelle 2 zusammen- 


gestellt: 
Tabelle 2. 

Bande || 4 Ba eat eke A ei arc) Ei ee a y! 

= ~- — am 
Re —4 

Hg tare |} 24422 | 1 | 6.5641 2,843.10-4 ) Me36 i i) gcc : oe 
3728 | 2,452 | 1/,| 6,9103/1,53.10-4 |f 422 | */4| 5.3864 | 3,68.10°"| 96 g73'3 
Ca 4510 |-0,11 | 0 | 5,96 ey : _, |22277,6 
4310 | 0,00 | 0 | 6,03 es [0140 | 2/9) 5,826 | 3,2.10°* | 03 O77 
Zn 4326 | 1,7. |1/,/ 7,15 os fy _,| 23 263,6 

Te eee Rea ie — —_¢ 0,0874| 1/.| 6,5488 | 4,65.10-4/ 55 58 


Die Rechnung wurde nicht in allen Banden mit der gleichen Genauigkeit 
durchgeftihrt, weshalb die angegebene Stellenzahl verschieden ist. 


Bemerkenswert ist, daB nach der Tabelle 1, wenigstens bei Hg 4219 
und 4017, wo das gesamte Beobachtungsmaterial verdéffentlicht ist, 
alle und nur die Linien fehlen, fiir die m im Anfangs- oder End- 
zustand den Wert Null hat. Weiter sehen wir, daB je zwei Banden 
gemeinsame Terme haben, wahrend sich jeweils der andere Term 
durch den Schwingungszustand unterscheidet. Dabei zeigen die Koeffi- 
zienten den von der Theorie geforderten Zusammenhang. Die zur 
Termdarstellung benutzte Formel soll an anderer Stelle theoretisch 
begriindet werden, wo auch die Folgerungen fiir. die Triger der 
Spektren diskutiert werden. 


Minster i. W., den 5. Dezember 1922. 


GesetzmaBigkeiten im roten Xenonspektrum. 
(Vorliufige Mitteilung.) 
Von L. A. Sommer in Bonn. 


(Hingegangen am 4. Dezember 1922.) 


Die Arbeit wurde zu dem Zwecke ausgefiihrt, um das Spektrum 
des ionisierten Caisiums mit dem vorliegenden Spektrum zu vergleichen. 
Uber diesen Vergleich soll in Bilde berichtet werden. Zu dieser 
ersten Untersuchung wurden Messungen von Baly?), Merrill?) und 
Meggers®) benutzt. Im Spektrum sind 148 Linien gemessen. Davon 
wurden 142 Linien in Paare und Gruppen geordnet. 

Balys Messungen sind an Rowlandnormalen angeschlossen. Sie 
wurden auf das internationale Normalensystem umgerechnet. Er gibt 
die Fehlergrenze seiner Messungen zu 0,03A an. Die MeBeenauig- 
keit scheint tiberschitzt zu sein. Kayser!) bemerkt zu Balys 
Messungen, es sei auffallend, daB einige starke Linien im roten und 
blauen Spektrum mit einem Unterschied der Wellenlange von etwa 
0,5 A vorkiimen, naimlich 


im roten Spektrum: 4524,83 (6); 4193,70 (8); 4109,84 (5); 3951,16 (10), 
» blauen ,  : 4524,88(5); 4193,25 (8); 4109,20(5); 3951,70 (8), 


und bezweifelt, daS es sich hier um verschiedene Linien handle. 
Hicks‘) untersucht das von Baly gemessene blaue Xenonspektrum. 
Er gibt die Schwingungszahlen in vy = 108A—? an und 1aBt bei der Zu- 
sammenstellung konstanter Schwingungszahldifferenzen Schwankungen 
derselben bis zu fiinf Einheiten zu. Er findet Serien. 

Die Intensitaiten sind teils den Messungen Balys, teils den 
Messungen Merrills entnommen. Aus der Tabelle geht hervor, daB 
die Intensitatsangaben der von beiden Autoren gemessenen Linien 
teilweise sehr unterschiedlich sind. 

Paulson) hat im vorliegenden Spektrum eine Gruppe gefunden. 
Dieselbe wurde erweitert. 


1) Baly, Phil. Trans. (A) 202, 212—214, 1903; auch Kayser, Handbuch 
der Spektroskopie, Bd. VI. 

2) Merrill, Scient. Pap. Bur. of Stand. No. 345, 1919. 

3) Meggers, ebenda No. 414, 1921. 

4) Hicks, Phil. Trans. (A) 220, 381, 1919. 

5) Paulson, Astrophys. Journ. 40, 307, 1914. 
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Tabelle der Messungen. 


A B. fer. | Meg. Vea. A B. | Mer. | Meg. Vans 
| 

302,97 | 1 | — | —- | s3081,4 | 490,95 | 1 | — | — [| 21811,7 
3125,72 | 2 | — | — | 31983,4 | 4697,020] 7 1 | 6 | 21284,16 
3181,58 | 1 | — | — | 319241 | 4734,154|| 8 2 | 8 || 21117,21 
3131,88 | 2 | — | — | 31920,5 | 479259 | 1 | — | — || 208859,7 
3341,51 1 — — || 29 918,0 4807,019 || 6 1 7 || 20 797,12 
3469.80 | o | — | — | 28eii,9 | 4807.6 || — | o | — | 207944 
3472.33 || o | — | — || 98790,9 | 4829,705| 4 | — | 4 | 20699,48 
3506,75 | 1 | — | — | 28508,3 | 494326 || 2 | — | — || 20641,5 
3549,84 2 -— — | 281623 ! 491645 | 6 a — || 20834,2 
3554.01 || 2 | — | — | 98120,2 | 4923,046|/ 6 | — | 5 || 20306,15 
3610,32 2 — — || 27 690,5 5028,24 || 2 — — 19 882,1 
3650,21 || 4 | — | — | 27387,9 | 5363,55 | o | — | — | 186392 
3654.88 | 1 -| — | — | 27359,9-| 53892,74 || 2 | — | — | 185383 
3663,37 | 0 | — | — | 27289,5 | 530464 | 1 | — | — || 18581,8 
3605.88 |. 4... — |: 1e7 074.8. |.pag9.05 | .4 |= | — | ase774 
3669,95 | 1 | — | — || 27.240,6 | 54ea,s2 || o | — | — | 1s2148 
3679,62 | 1 | — | — | 27169,0 | 5552.37 | 2 | — | — | 180053 
368598 | 3 | —.| — | 271925 | 5563,61 | = | — | — || 17969,0 
3603.54 | 3 | — | — |e70eee6 | 5579,26 | o | — | — | 17918,6 
3745,39 | 1 | — | — | 26601,9 | 5580,38 | 1 | — | —-|| 17915,0 
$773,431.21 |. | — hge403,8 |6881,74-] 1.).— | — | az910.6 
3796,32 | 3 | — | — | 96383,9 | se1z62 | o | — | — | 178191 
3801,39 | 1 | — | — | 26298,7 | 561885 | 2 | —“| — | 177923 
3804.81, | 3. | — |-— | 296075,1 | 564955 | o | — | — | 176956 
3809,86 | 2 | — | — || 26240,3 | 568837 | 1 | — | — || 175749 
3893,71 | 1 | — | — | 26145,2 | 5695,74 | 2 | — | — | 175891 
3826,84 | 2 | — | — |.96123,9 | 5696.46 || 1 | — | — || 17549,9 
3948,23 | 3 | — | — | 25320,7 | 5715,98 | 2 | — | — | 174900 
3948,78 | 1 | — | — || 25317,2 | 5823,92 || 1 1 | — | 17 165.8 
3951,01 | 10 | — | — | 95302,9 | 5824,76 | 1 o | — | 171634 
3967,59 | 10 | o | — | 25197,1 | 5875,05 || 1 1 | — | 170164 
3974.46 | 3°| — | — | 25158,6 | 5895.00 || 1 1 | — | 169588 
8985,24 || 8s 1 — | — | 25085,5 | S931. 1 — | o | — | 16e885.4 
404656 | 8° | — | = | oay7ob,4: | 59849 | 2 | ae) — | teades 
4078,79-) io") =o) lewsie | e11937° 11° fee b= Tessa” 
4109,69 || 5 | — | — | 24395,9 | 616409 | 2 | o | ~ | 162185 
411610 | 7 | —. | —~ | 949eg0 | @n7a46 | 72 1 91 | =. hte feds 
4135,12 |) 1 |-—= |’ — | 241763 | 6179.95 | 1°| 0 | — | 161769 
419303 | 1 | — | — | 93849,4 | 6192.58 | 3 | 2 | — | 161700 
4193,54 || 8 | — | — | 28839,5 | 6198,39 || 1 1. |. —.f 163988 
4203,71 | 2 | — | — | 93781,8 | 63180 | — | 3>| — | 158033 | 
£358.84. 28. de eet 99 998) | e4bo7 te bee Sie paces | 
asv7@i8 |) 3) == |) — | 99.ada8 |ogarae | yep 8) eee ae age eg 
4383,95 || 2 — | e98041 | 6487.7 | — | 1 | — [as 4095 
4385,80 | 1 | — | — || 227945 | 6498.7 | — | o | — | 18 383'4 
4500,978|/ 10 | 3 | 8 | 2221119] 65041 | — | o | — | 153707 
4524,680| 6 | 1 6 | 2209483] 65955 | — | 1 | — |] 151576 
4582,746/ 5 | — | 4 || 2181489] 6668 | — | o | — | 14995'7 
4611,88 2) — — || 21677,1 6668,8 — 2 — | 14991.1' 
4624,275].15 | 6 | 9 | 21618,98] 6727, | — | 3 | — | 44 859°4 
4004561] sacdet® (jo— or erred cesar | dl weal Rol seGilgaieaes 
4658,76. 1. 1 = | —. | ordsyo | eeeee |} ea ® | ockeiga eke 
4668:14 ||) 210) eles) 2418S le873,00 desl 1, |ten Wena 
4671,226| 10 | 10 | 10 | 21401,69| ess20 | — | 3 | — | 445965 
4671,56 || — | 8 |-== || 91400941 e97a1 |) =) (9: )0al hgaeane 
4683,65 | 1 | — | — |/213440 | zoa7z2 | — | o | — | a4ise.2 


‘ 
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| a 
A Rf B. | Mer. | Meg. He erase A | B. | Mer. | Meg | Vo ak 
7 —— = = ——— —! i = | ——— 
7119,5 | — | 2 — | 14041,9 | 7642,04 | — 4 | — || 18 081,9 
7257,9 | — | 1 — | 18774,2 | 7643,8 = 1 | — | 13078,8 
7262,6 | — | 0 — | 137654 | 7664,3 Ss 0 | — || 13 048,9 
7266,4 | — | 0 — || 13758,2 | 7802,7 ES 1 | — | 12812,6 
225698 | 1 — | 13725,1 | 7887,4 a 3 | — | 12674,9 
7285,3 || — | 3 | — | 18722, 7967,34 || — 2 | — | 12547,8 
ae Sa — | 13664,3 | 8057,27 | — 1 | — | 12407,8 
73214 | — | 2 | — | 13654,7 | 8061,3 — 1 | — || 12401,5 
7336,4 || — 2 | — | 18626,8 | 8206.30 | — 2 — | 12182,4 
7355,6 |}. — | 1 —— 9 18591,8 | 8281,62 / — | 15 | — “Wagtaag 
7385,9 | — | 2 — | 13535,5 | 82665 | — 1 | — | 12093,7 
7393,8 || — | 3 — | 13521,1 | 8280,08 | — | 12 | — | 12073,9 
72004 4 = | 1 — | 13509,0 | 8346,76 | — 3 | — | 11977,4 
7424,0 | — 0 — 13 466,1 8409,17 = 4 | — || 11 888,5 
4720 99} 1 — | 13379,5 | 8819,38 | — 6 | — || 11335,6 
OS ae a — | 133761 | 8952,25 | — 1 | — | 11167,3 
fane.7 | — | 0 — | 13224,4 | 904544 9 — 1 | — | 11052,3 
7584,6 || — | 2 | —_ | 13180,8 | 9162.7 | — | o | — | 10910,8 
GesetzmaBigkeiten. 
1. Linienpaare. 
v dy v Av y Ay Vy | Ay 
i | 
13 722,4 (3) [13 654,7 (2) 12 547,8 (2) | 1465 [17 792,3 (2) loo 4 
13 664,3 (2) | °° 113535,5 (2) |'2% | 19 401,5 (1) | 1463 Jaz 5zajo (1) 22% 
17016,4 (1) 13 74,2 (1) [4495 | 13 224,4 (0) 20 859,7 (1) Joie 9 
16958,8 (1) | °”8 | 13 654,7 (2) |’? | 13 078,8(1) | 14° | 20-641,5 (2) [21% 
17 969,0 (2) 14 643,3 (1) [1169 | 13521,1 (3) 21 617,6 (0) 4 
17910,6 (1) | °O* | 14526,5 (3) ” | 13.376,1 (0) | 145° | 91 400,2 (3) [727 
17 695,6 (0) 21 618,98(15) 
20 699,43 (4) ? 120,7 | 13 654,7 (2) , 18.8 
20641,5 (2) | 279 117574,9 (1) |" | 13 509,0.(1) | 1457 | 21 400,2 (3) [22% 
17 812,1 (0) 98(15 
21 459,0 (1) 116,5 | 13 774,2 (1) 21 618,98(15)/o47 99 
21 400,2 o BEG) 27 6238 ve 13 626,8 (2) | 147 | 91 401,69(10) (22 
17 910,6 (1 
21 459,0 (1) 118,3 | 17 163,4 (1) 21677,1 (2) Jog 4 
21 401,69 (39) 57,3 | 17 es fe 17 016,4 (1) | 247° | 91 459,0 (1) ’ 
21 400, 
21677,1 (2) | 594 | 21 284,16(7) |'2%° | 17 695,6(0) | 445 7 | 25 802,9 (10)io17 4 
21 618,98 (15) °°" Io 404 69(10) 17 549,9 (1) 25 085,5 (3) 
? 
23 839,5 (8) | 577 | 21 284,16(7) 117,93) 91 459,0 (1) 147,3 | 28 493:6 (1) jorg's 
23 781,8 (2) z SAS 11,711) 26 275,1 (3) 
22 211,19(10)| 116 36 
26298,7 (1) | 4 | 22 094,83(6) mY | 27 887,9 (4) | 147.3 . oe 3 218,9 
26 240,3 (2) i 25 317,2 (1) 27 240,6 (Gy) ; 
26 383,9 (3) | no | 25197, (10) lg (3) 
é 674,9 (3 
275,1 (3 : 40,3 (2 13 725,1 (1) aD OTs 530,0 
ae area () | OT 1252408 (2 haga | rSsono ci) [2 | ase (195% 
1) | 13 078,8 (1) 
12093,7 (1) 27 240,6 (1) 14 547,7 (1) | 916 9 531,0 
1197.4 (3) | 126% |o7 129,5 (3) [1181 | 14380,8 (0) | 77? |12547,8 (2) [°° 
13 758,2 (0) 
13 626,8 (2 27 289,5 (0) 14 859,4 (3) | oie 4 : 533.8 
13 509,0 (i) 127.8 |o7 169,0 (1) [Te [pees Miler cece peels 


a 
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v Ay Vv Vy Ay Vy Av 
meee a palit ities! OEE oe Se 
14 041,9 (2) | .. 16 846,8 acy) | 21 618 “98(18)) 21 677,1 (2) | 
532,9 75 é ) 
13509,0 (1) | 16.170,0 (3) 1°78 | 99 959.7 (1) | 72% | 20 859,7 (1) (9174 
14.186,2 (0) | eo, - |16855,4 (1) 25 085,5 (3) 28 508,3 
; | 52 1,5 | ’ | ’ (1) | 4 
13654,7 (2) |°° 16176,9 (1) | °785 | 94 395.9 (5) | 7°%8 | 97 690,5 (2) |9278 
16 355,7 (1) 17 695,6 (0) | 
15.828,8. (3) |°°*.117 016.4 (1) | 979" a ths oe 810,1 A nade Se 836,2 
17 490,0 (2) | 54 9 | 22:094,88(6) | « ie 
16958,8 (1) | 2! | oy 415.8 (1) ee ae £5) 18098 12812,6 a 835,2 
11 977,4 (3) |?" 
17 549,9 (1) 27 169,0 (1) 

170164 (1) >>” | 98 493.6 26 493,6 (1) | O79" | 875,4 | 14 186,2 (0) aig 4 | 14 559,2 (0) Jase 
eed 13 376,1 (0) TS722.45 (See 
, 582,2 | 15 370,7 (0) 14 330,8 (0) 15 38: | 

17163,4 (1 os 383,4 (0) 
‘Bees 14.643,3 (1) | /27* [18 591,1 (3) |89%? |445a7.7 (1) [9% 
aig 533,0 | 16 170,0 (3) 14 995,7 (0) | 
18.005,3 (2) 725,0 16 218,5 (2) | 
een, 15 445,0 (1) 14. 186,2 (0) [89% |15 383.4 (0) [83> 
18S 
2184°16 (7) | 28073] 16 176,9 (1) | no4 5 |15870,7 (0) |,.., |17016,4 (1) [gas 
15 452.4 (1) 14 559,2 (0) 16 180,8 (2) |°>6 
14041,9 (2) 16 180,8 (2) 15 452,4 (3 | 
665,8 28,4 (3) 18 531,8 (1) | 
13 376,1 (0) 0145 4504 (Aye 14 643,3 (1) |2%! 117 695.6 (0) [8352 
14186,2 (0) 16 855,4 (1) 16 180,8 
eS fe = (2) 27 169,0 (1 
13 521,1 (3) | °°" {16 198,8 (1) | 728® | 15 370.7 (0) |81%! | 96 333,9 . monet! 
14 330,8 (0) 17574,9 (1) | 16 218,5 
’ 666.5 o (2) e. 
13 664,3 (2) > 116 846,8 (1) | 79! 115 409,4 (1) |80%! | 11 888.5 (4) 977 7 
10 910,8 (0) |9" 
14.995,7 (0) | geo [182148 (0) | p94 9 17 165,8 (1) 
14330,8 (0) |°°*” | 17 490,0 (2) 16 355,7 (1) |1%1 |12144,9 (15)\977 ¢ 
11 167,3 (1) |)” 
15 823,8 (8) | gg 7 | 18 588,8 (2) | p94 9 | 21 117,21(8) 
15.157,6 (1)  117812,1 (0) 20 306,15(6) |811,06 3 a (1) 978,0 
16 846,8 (1) | ggg 9 | 18 639,2 (0) | 79g 4 | 22 094,88(6) ae 
16180,8 (2) | °°" 117 910.6 (0) 21 284,16(7) |81087 | 13 654,7 (2) lo79 « 
Lee 12674,9 (3) |!" 
' 64,9 | 229981 (8) | 99.9 | 22 211,19(10) 
17549,9 (2) ” | 99 911,19(10) 21 400,2 (3) [81150 - eet a 979,0 
21 459,0 (1) 24 510,2 (10) 22.9 : 
bes 11,19(10) 
20794,4 (1) 23 781,8 (2) | “78 | 91 401,69(10)|8095° “a aog . 977,6 
’ 
13.078,8 (1) 12.093,7 (1 go820;7. (2) 
te zon ete ypOzGe lat oee'e f 758,1 | 24 510,2 (10)/81% [Fo soeiee 978,01 
’ 
15 224,4 (0) 16 128,8 (1) ea 168,52) 
Ae: 809,4 | 2131 
12.547,8 (2) |8758 115 gzorr (0) | 7581 [27 952,9 (1) POM Joo oer gy O77 
_ | % $ 
13 722,4 (8) 16 170,0 (3) 
as 13 324,4 (0) 21 618,98(15 
13 043,9. (0) 15.409,5 (1) | 7805 [12 407" 1) | 8168 [50 ear's cay 97% 
13758,2 (0) 20 641,5 (2) 
676,38 14 041,9 (2 21677 
13. 081,9 (4) |®"%9 | 19 sgo.1 (2) | 7°%4 113 9044 ao 8175 | 99 ae Ee 
14186,2 (0) 21 400,2 (3) 14 85 
9,4 (3) 22 094,83 
18 509 677,2 758,7 ig 
eS * 20 641,5 (2) 14.041,9 (2) | 81%5 Pos 171918) [977582 
330,8 (0): 21 401,69(10) 20 699,43(4 
13 654.7 (2 676,1 760,2 (4) 817,3 22.794,5 (1) 
16 me i 5 a r HOw nee 
‘ Bi. 0 (1 21 459,0 (1) 23 781,8 
15 452.4 ( ’ 759,6 el 
4~(1) 20 699,43(4) 20 641,5 (2) [8275 | 09 goat (a) 9777 


ES 


—- 
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v dy 
25 158,8 (8) | nee 
241763 (1) | °°" 
#82020 9) orn 
271308 (9) | arn 
i088 (0 | sans 
188885 (9 ger 
188848 | aaa 
135353 (2) | 990 
144858 (0 | oan 
1885 (Do, 

| 

150088 (assy 
18888 ea 
quBieis0 (ey | 2292 
22 7948 (a) | 878 
24 3289 (5) | 9918 
a 1482 | oon 
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Herrn Prof. Dr. Konen spreche ich fiir Anregung und Forderung 
der Arbeit den herzlichsten Dank aus. 
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Bonn, Physikalisches Institut, den 1. Dezember 1922. 
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Anwendung der 
Quantentheorie auf photochemische Sensibilisierungen. 
Von Karl Friedrich Bonhoeffer in Berlin. 


Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 6. November 1922.) 


Bereits an einer betraichtlichen Zahl von photochemischen Reak- 
tionen ist die Giiltigkeit des Einsteinschen Aquivalentgesetzes gepriift 
worden. In gewissen einfachen Fallen gelang es, aus den Ergeb- 
nissen Aufschliisse tiber die durch Lichtabsorption verursachten pri- 
maren photochemischen Prozesse und die anschlieBenden Vorginge 
zu erhalten. Eine ganze Klasse von Reaktionen blieb aber unberiick- 
sichtigt. Das sind die Sensibilisierangen. Darunter versteht man 
Prozesse, bei denen sich das Licht absorbierende Molekil an der 
eigentlichen chemischen Reaktion nicht beteiligt. Es erscheint nun 
gerade hier von hohem Interesse, den Verlauf naher zu studieren. 
Denn jiiber das Wesen der Energieiibertragung eines erregten Molekiils 
auf ein inaktives wissen wir noch sehr wenig?). 

J. Stark?) hat schon im Jahre 1908, also noch vor der exakten 
Formulierung des Aquivalentgesetzes durch Einstein vom Standpunkt 
der quantenhaften Absorption, Vorstellungen iiber den Mechanismus 
der Sensibilisierungen entwickelt. 

Er nimmt allgemein an, daB sie folgendermafSen zustande kommt. 
Ein Molekiil, das ein Quant absorbiert, und so zum Trager einer 
gewaltigen Energie geworden ist, kann beim ZusammenstoB ein 
anderes entweder direkt dissoziieren oder so beschleunigen, da8 es 
durch ,,thermophotochemische“ Reaktion das folgende dissoziiert. 

Als Bedingung fiir das Eintreten einer Reaktion gibt er an, daB 
das absorbierte Quant hy gréBer als die Dissoziationswirme des 
Molekiils sein mu. Diesen Satz sucht er an den Gassensibilisierangen 
Weigerts3) rechnerisch zu priifen. | 

Die folgenden Untersuchungen behandeln die Frage nach aes 
Gilltigkeit des Naaesaieih pekatasts d.h. die Frage nach dem Verhilt- 
nis von reagierenden zu absorbierenden Molekiilen. Die Beantwortung 
sollte Aufklarung iiber den Mechanismns der Sensibilisierungen bringen. 
Nun ist aber zu erwarten, da8 sich nicht alle photochemischen Sen- 
sibilisierangen gleichmaBig zur Priifung des Gesetzes eignen, und es 


1) Siehe dazu die kiirzlich erschienenen Arbeiten von J. Franck und 
G. Cario, ZS. f. Phys. 9, 259 1922; 10, 185, 1922. 

*) J. Stark, Phys. ZS. 9, 898, 1908. 

3) F. Weigert, Ann. d. Phys, (4) 24, 243, 1907. 
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schien daher wiinschenswert, sowohl den sensibilisierenden Stoff als 
auch die zu sensibilisierende Reaktion méglichst einfach zu wihlen. 
Damit verboten sich z. B. die organischen Farbstoffsensibilisatoren 
und es lag nahe, weon man im sichtbaren Gebiete arbeiten wollte, 
an die farbigen Elemente, insbesondere Halogene zu denken. Die 
bekanntesten entsprechenden Reaktionen, die Umlagerungen stereo- 
isomerer ungesittigter organischer Kérper, die durch Brom und Jod 
sensibilisiert werden, wurden allerdings schon wegen meistens parallel 
gehender Addition von Halogen nicht in Betracht gezogen; auch 
zeigten Uberschlagsrechnungen bei schon vorliegendem Material keine 
aussichtsvolle Ubereinstimmung mit dem Aquivalentgesetz. Solche 
Systeme werden im iibrigen zurzeit im hiesigen Institut mit Beziehung 
auf die Quantentheorie von den Herren Eggert und Borinsky 
untersucht. 

Nach langerem Suchen schien sich im Zerfall des Bromphosgens 
eine Reaktion von den verlangten einfachen Eigenschaften zu bieten. 
Analog zu der von Weigert!) beobachteten Sensibilisierung des 
Chlorphosgenzerfalls durch Chlor bei 450 bis 500° war ‘eine ent- 
sprechende Reaktion beim Bromphosgen denkbar. 

Bromphosgen wurde aus Tetrabromkohlenstoff nach dem Ver- 
fahren von Bartal?) als véllig farbloses Produkt gewonnen, indem 
CBr, mit konzentrierter Schwefelsiure destilliert wurde. 

Versuche, die mit der Linie 436 uu einer Quarzquecksilberlampe 
angestellt wurden, zeigten, daB der Zerfall CO Br, = CO+ Br, durch 
Bromzusatz deutlich sensibilisiert wird. Die Reaktion erwies sich 
aber zur quantitativen Messung als ungeeignet, weil sie bei Zimmer- 
temperatur schon in der Dunkelheit mit erheblicher Geschwindigkeit 
von selbst verlauft. Daher wurde von einer quantitativen Verfolgung 
abgesehen, zumal das Produkt in gréBeren Mengen, wie sie die Ver- 
suche erfordern, schwierig zuganglich ist. 

Sensibilisierung des Ozonzerfalls durch Chlor. Da eine 
-geeignetere, allen Anforderungen geniigende Reaktion in fliissigem 
System nicht gefunden wurde — prinzipielle Schwierigkeiten bei 
Anwendung des Aquivalentgesetzes auf Fliissigkeiten bestehen nach 
einer Arbeit von Noddack iiber die Reaktion Cl, + CCl, Br nicht —, 
wurden die Gassensibilisierangen von Weigert?*) in Betracht gezogen. 
Insbesondere schien die Priifung an der Sensibilisation des Ozonzerfalls 
durch Licht fiir eine quantitative Messung geeignet. os 

1) F. Weigert, Ann. d. Phys. (4) 24, 55, 1907. 


2) Bartal, Lieb. Ann. d. Chem. 345, 334, 1906. 
3) F, Weigert, Ann. d. Phys. (4) 24, 243, 1907. 
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Bestrahlt man eine Mischung von gasférmigem Chlor und ozoni- 
siertem Sauerstoff mit Licht, das nicht vom Ozon, wohl aber vom 
Chlor absorbiert wird, so zerfallt unter dem Kinflu8 der vom Chlor 
absorbierten Strahlung das Ozon allmahlich in Sauerstoff. Das Chlor 
geht unverindert aus der Reaktion hervor. Weigert1) hatte bereits 
in einer eingehenden Untersuchung die weitgehende Proportionalitat 
zwischen absorbierter Lichtmenge und Reaktionsgeschwindigkeit fest- 
gestellt, so dafs eine wesentliche Vorbedingung fiir die Giiltigkeit des 
Gesetzes augenscheinlich erfiillt war. Eine Uberschlagsrechnung aus 
seinen Angaben iiber die Versuchsbedingungen ergab das Verhiltnis von 
absorbierenden zu reagierenden Moiekiilen von der GréSenordnung 1, 
wie auch Bodenstein2) schon 1913 schatzungsweise angegeben hat. 

Versuchsanordnung. Als Lichtquelle diente eine Uviolglas- 
quecksilberlampe .von Schott, Jena, aus deren Mitte mit Pappe ein 
etwa 5cm langes Stiick ausgeblendet wurde. Sie wurde mit ciner 
konstant gehaltenen Stromstarke von 3,2 Amp. belastet. 

Als Filterlésung wurde eine Kupferoxydammoniaklésung gewahlt. 
Das Spektrum der Quecksilberlampe wurde durch das Filter mit 
einem Quarzspektrographen photographiert. 

Es zeigte sich, daB nur die Linie 436uu und die Gruppe um 
406uu durchgelassen wurde. Optische Beobachtung ergab dasselbe. 
Das Licht war fiir die hier in Betracht kommende Genauigkeit ge- 
niigend monochromatisch. Die Berechnung geschah mit einer mittleren 
Frequenz. 

Zur Messung der Energie der verwandten Strahlung in absolutem . 
MaBe diente eine Rubenssche Thermosiule. Sie war mit einem 
Spiegelgalvanometer von geringer Dampfung verbunden. Das System 
wurde auf seine Absolutempfindlichkeit gegen Strahlung mit einer 
Hefnerkerze geeicht. Die Eichung wurde nach den Angaben von 
Gerlach) ausgefiihrt und seine Daten iiber die Gesamtstrahlung der 
Kerze der Rechnung zugrunde gelegt. Die Intensitét der Hefnerkerze 
wurde in verschiedenen Entfernungen gemessen; es ergab sich fiir 
900 erg/sec und qem ein Skalenausschlag von 17,3 cm. 

Die aufgestrahlte Energie wurde jeweils vor Beginn der Unter- 
suchung der Lichtreaktion bestimmt, indem an die Stelle des Reak- 
tionsgefaBes in gleichem Abstand von der Lichtquelle die Thermo- 
siule trat. Die erhaltenen Werte sind bei den Versuchsreihen selbst 
angegeben. Die Reflexion an den Glaswinden wurde beriicksichtigt. 


1) F. Weigert, ZS. £. Elektrochem. 14, 591, 1908. 
2) M. Bodenstein, ZS. f. Elektrochem. 19, 840, 1913. 
3) W. Gerlach, Phys. ZS. 14, 577, 1913. 
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Das ReaktionsgefiS. Das ReaktionssefiB war ein 10cm 
langer und 5em (licht) weiter Zylinder; das vordere und _hintere 
Ende war zugeschmolzen und méglichst gleichmaBig plan gedriickt, 
so da auf beiden Enden das Licht eintreten konnte, ohne unregel- 
maSige Ablenkungen zu erleiden. Auf dem einen Ende wurde durch 
schwarzes Papier eine definierte Fliche zur Belichtung hergestellt. 
Die Reaktion 20; = 30, erfolgt unter Druckerhéhung; sie wurde 
manometrisch verfolgt. Da der Zerfall des Ozons besonders bei 
Gegenwart von Cl, schon 
in geringem MaBe im Dun- ein 


D 


2uU/77 


keln vor sich geht, muBte Casomerer 


diese Dunkelreaktion be- 
riicksichtigt werden. Dies 
erwies sich aber wegen ihrer 
schlechten Reproduzierbar- 
keit als schwierig. Be- 
schaffenheit der Winde und 
vielleicht Spuren von Ver- 
unreinigungen in den Gasen 
iibten einen groBen EinfluB 
aus. Die besten Resultate 
wurden mit einer Diffe- 
rentialmethode erhalten. Es 
wurdedem BelichtungsgefaB 
ein genau gleiches zu verdun- 
kelndes entgegengeschaltet 
in der Art, daB es mit dem | 

einen Schenkel eines Mano- 

meters kommunizierte, wah- 

rend das BelichtungsgefaB Fig. 1. 

es mit dem anderen tat. 

(Fig.1). So kompensierten sich die Dunkelreaktionen. Beide GefiBe 
wurden mit dem Reaktionsgemisch gefiillt und die waihrend der Be- 
lichtung des einen sich einstellende Druckdifferenz lie® die unter dem 
Einflu8 des Lichtes zerfallene Ozonmenge berechnen. Die Fiillung 
geschah durch Auspumpen der ganzen Apparatur und Kinstrémen- 
lassen der Gasmischung aus einem VorratsgefaB. 

Das ganze System mit Ausnahme des Manometers — ein U-Rohr 
mit konzentrierter H,SO, gefiillt — war in einen wassergefiillten Thermo- 
staten von Zimmertemperatur mit Riihrvorrichtung gebracht. Fiir die 
Belichtung waren in die Thermostatenwand Glasscheiben eingesetzt. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XIII. 7 
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Gang der Versuche. Zu Beginn eines jeden Versuches erfolgte 
die Darstellung der Gase. Das Ozon wurde durch stille Entladung 
hergestellt. Der Strom wurde einer 500frequentigen Wechselstrom- 
maschine entnommen und mit einem 8000-Volt-Transformator 
transformiert. Der Ozonisator bestand aus drei hintereinander ge- 
schalteten Einzelozonisatoren, die so eng aneinander angebracht waren, 
daB sie gemeinsam in ein DewargefaB, das mit Wasser, His-Kochsalz 
oder fester Kohlensiure gefiillt war, gesteckt werden konnten. Fiir 
die spiteren Versuche stellte mir Herr Professor Riesenfeld seine 
mit Herrn Schwab gebaute Ozonisierungseinrichtung zur Verfiigung, 
die mit einem Ahnlichen Ozonisator arbeitet. Grofe Sorgfalt wurde 
auf véllige Trockenheit und Stickstofffreiheit des zu ozoni- 
sierenden Sauerstoffs gelegt. Es wurde zur Ozonisierung reiner, 
aus verdiinnter H, SO, entwickelter Elektrolytsauerstoff benutzt. Durch 
Verinderung der Strémungsgeschwindigkeit und der Kiihlung lieSen 
sich bequem verschiedenprozentige Ozon-Sauerstoffmischungen bis 
zu 10 Proz. erhalten. 

Das Chlor wurde einer Bombe entnommen. Es enthielt nach 
dem ersten Abblasen der Bombe keine analytisch nachweisbaren 
Mengen Stickstoff oder Sauerstoff. Zur Entfernung von etwaigem 
HCl, NH, usw. wurde es mit Wasser gewaschen und dann durch 
H,SO, getrocknet. 


Das GefiB, in dem die Mischung der Gase vorgenommen wurde, 


war ein nach dem Prinzip eines Gasometers angefertigtes GlasgefaS 
von 900 ccm Inhalt, in dem Schwefelsiure als Sperrfliissigkeit dient. 
Es lieB sich vermittelst Verbindungsschliffen an den Ozonisator und 
an die Bombe wie an das zu fiillende Reaktionsgefa8 anschlieBen. 
Fiir diese Mischung war die Absorption des eingestrahlten mono- 
chromatischen Lichtes zu bestimmen. Das geschah ein fiir allemal, 
indem fiir verschiedene Chlorkonzentrationen die Absorptionswerte 
ermittelt und zusammengestellt wurden. Zu diesem Zwecke wurde 
ein zylinderférmiges GefiB, das vorn und hinten mit einer Glasscheibe 
aus gutem farblosen Glas zugekittet war und seitlich zwei Offnungen 
zum Fiillen und Entleeren trug, mit Chlor-Luftmischungen, die in 
diesem Gebiet wie Chlor-Ozonmischungen absorbieren, von bekannter 
Konzentration gefiillt. Das Gefi8 war 10cm lang und hatte die 
gleichen Dimensionen wie das, in dem die Reaktion stattfand und 
verfolgt wurde. Der Bruchteil des aufgestrahltin Lichtes, der im Gase 
absorbiert wird, wurde gemessen, indem das Licht das eine Mal durch 
das leere (luftgefiillte) Gefi8 ging, das andere Mal durch das mit der 
Mischung gefiillte, und dahinter auf die Rubenssche Thermosiule fiel. 


é . 
— Oe - 
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Die Tabelle 1 zeigt die fiir verschiedene Konzentrationen auf- 


genommenen Absorptionen. ‘ 
Tabelle 1. 


Prozentgehalt an Cl, . | 25 | 40 | 45 | 50 | 50 | 60 | 80. | 87 | 100 
Absorption 1—J/Jy . . | 0,35 | 0,51 | 0,56 | 0,59 | 0,57 | 0,64 | 0,74 | 0,75 | 0,79 

Sowie die Herstellung des Gemisches von Chlor und Ozon im 
H,S0O,-Gasometer nach den gewiinschten Verhiltnissen beendet war, 
wurden die Gase in das leer gepumpte Reaktionsgefa8 gefiilt und 
das Gemisch blieb im Dunkeln zwei bis drei Stunden sich selbst 
iiberlassen. Dabei durfte sich der Meniskus im H,S0O,-Manometer 
nicht etwa durch UnregelmiSigkeiten der Dunkelreaktionen ver- 
schieben. Das zu erreichen, verursachte einige Schwierigkeiten. Als 
wesentliche Bedingung dafiir erwies sich schlieBlich neben grofer 
Reinheit der Gase eine absolute Sauberkeit der GefiBwinde. 

Das ganze Doppelgefa8 wurde daher vor den Versuchen nach 
Ausspiilen mit heiBer starker Natronlauge mehrere Stunden im Wasser- 
bad mit Bichromatschwefelsiure bei 100° behandelt, mit destilliertem 
Wasser ausgespiilt und durch Abpumpen getrocknet. Stellten sich 
dann trotzdem Unregelmabig- 
keiten nach der Fiillung mit den 22+” Molehtile 0, 
Gasen ein — was einige Male 
eintrat —, so wurde das Gefab 
entleert und zum zweiten Male x 
behandelt und gefiillt. Verschob 7 
sich der Meniskus dagegen nicht, 
so wurde mit dem Belichten be- , 
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gonnen. Die Verschiebungen, 
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die nun infolge der einsetzenden +L eS Rear: ee 
{ intr i Gi Paes Ee) 7 

Reaktion eintraten, pete nicht Stundin 

groB. Sie schwankten je nach Fig. 2. 


den Bedingungen zwischen 1/5 
und 1mm pro Stunde. Die Versuche dauerten bis zu acht Stunden. 


Lingere Dauer empfahl sich nicht, weil dann die Méglichkeit nicht 
vorherzusehender Stérungen zu gro erschien. 

Berechnung der Ergebnisse. Die Ergebnisse brachten zunachst 
eine villige Bestitigung der Untersuchungen Weigerts. Die Re- 
produzierbarkeit der Versuche hielt sich etwa in denselben Grenzen. 
- Sie betrug etwa +10 Proz. Die Kurve der Abnahme der Zabl der 
O,-Molekiile im belichteten GefiBe hatte stets die Form, wie sie hier 
die graphische Darstellung (Fig. 2) eines beliebig herausgegriffenen 


Versuches zeigt. 
i * 
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Es ergibt sich aus dem linearen Verlauf die Unabhingigkeit der 
Zerfallsgeschwindigkeit des Ozons ,von seiner Konzentration. Die 
Reaktion erfolgt merklich gleich schnell, ob der Gehalt etwa 5 Proz. 
oder 1Prom. betragt. Die Reaktion bricht, wenn kein Ozon mehr 
vorhanden, plitzlich ab, soweit das beobachtbar ist. Die hier mit 
monochromatischem Licht erzeugten Reaktionsgeschwindigkeiten sind 
aber betriichtlich kleiner als die von Weigert mit dem vollen Licht 
der Hg-Lampe erzielten. So erklirt es sich wohl, da hier nicht wie 
dort bei allererstem Beginn der Reaktion eine schnellere Druckzunahme 
konstatiert wurde, die auf ungeniigende Abfuhr der absorbierten 
Strahlungs- und frei werdenden Reaktionswarme zuriickzufiihren ist. 
Das kleine Absinken des Druckes nach beendigter Reaktion, das 
Weigert fand, ist wohl auch auf das Wegschaffen der Reaktions- 
wirme zuriickzufiihren. Bei vollem Hg-Licht konnten die Beob- 
achtungen Weigerts wiederholt werden. 


In der Tabelle 2 sind die wihrend der Versuche gemessenen 
Druckzunahmen in meist stiindlicher Ablesung angegeben. 


Tabelle 2. Uberdruck im ReaktionsgefaB gegen das VergleichsgefaB 
in Millimeter H,SO, (spez. Gew. = 1,84). 


Belichtungs- | Versuch | Versuch | Versuch | Versuch | Versuch | Versuch | Versuch 
dauer 1 2 3 4 5 6 7 
1 Stunde . . = 2,0 ze 2,0 2,0 1,4 2,0 
2 Stunden. . 3,0 4,0 3,6 3,6 3,2 2,6 3,0 
a ee See Sse 6,4 6,2 5,0 4,8 3,8 4,0 
(CES Pee ee 5,8 8,2 7,8 6,4 6,4 5,8 5,4 
Senet ae = 9,4 8,0 8,8 6,6 6,6 
Soe aes 3 =e 9,6 11,6 86% 8,0 
Fie = = 12,6 10,4 = 9,2 9,4 
Mittel i. Druck. ie i ‘a ste Pa Bh an 
1ttel ad. Druck- 
S lecnapyi tdi \ 1,45 2,0 1,80 1,68 1,97] 1,32 1,38 
Mittel der Zahl 
ce acl ei 4,69.1018 6,42. 101815,78. 1018/5,40.101816,30.1018/4,24.10184,47. 1018 
O3-Molekiile 


In der vorletzten Horizontalreihe steht die im Mittel pro Stunde 
eingetretene Druck&nderung fiir jeden einzelnen Versuch in Millimeter 
H,SO, (spez. Gew. = 1,84). Die Versuche unterscheiden sich hin- 
sichtlich Konzentration und Belichtung. Die letzte Reihe enthalt die 
daraus berechnete Zahl N der verschwundenen O,-Molekiile. Diese 
sind in die 6. Kolonne der Tabelle 3 itibernommen. 


en 
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In der 5. Kolonne dieser Tabelle steht die Zahl Z der absor- 
bierten Quanten. Sie ist 


2 E 
wobei # die absorbierte Energie und » = c¢/4,16.10-5 eine aus den 


Intensitats-1) und Absorptionsverhiltnissen der Linien bei 436 wu und 
406 wu berechnete mittlere Frequenz ist. 

Die Kolonne 7 enthalt die eigentlichen Resultate, die Werte N/Z, 
d.h. die Zahl der pro Quant verschwundenen Molekiile. 


Das Ergebnis ist also, da8 pro Quant im Mittel zwei Molekiile 
zerfallen. 


Tabelle 3. 
| Anfangs- | | | Zabl 
| ess S| Clg-Gehalt | Auffallende | HANG 1) ONE KN ee 
gehalt der | er = , 2 —18 

I es der Lichtstirke | Absorption | Z.10 der ver- rs 
|| Mischung | ,.. : y N/Z 

Oe | Mischung | in | 1—J/J, | der absorb.| schwun- 

3 | | Lumensek. | Quanten | denen O3- 

Proz Proz. | | Molekiile 
i 1/, 40 0,37 25 050 2,07 4,69 2,33 
2. 1/, 75 0,40 | 0,72 3,20 6,42 1599 
Bo ait 0,7 50 0,43 | 0,58 2,83 5,78 2,03 
| i 50 0,48 {> 0,58 2,83 5,40 1,84 
5 1 50 0,43 0,58 2,83 6,30 2.20 
6. | 3 40 0,40 | 0,50 2,19 4,24 1,94 
ip 5 45 0,42 0,54 2,51 4,47 eyes) 
Mittel 2: ON ees eo a oe eee = = 2,03 


Sensibilisierung des Ozonzerfalls durch Bromdampf. 
Bevor auf die Deutung des obigen Befundes eingegangen werden 
kann, sollen noch einige Versuche iiber den anscheinend ganz ana- 
logen Zerfall des Ozons im sichtbaren Gebiet bei Gegenwart von 
Bromdampf mitgeteilt werden. 

Es zeigte sich namlich in einigen qualitativen Versuchen, daf 
auch eine Sensibilisierung durch Bromdampf méglich ist. Quantitative 
Priifung auf Giiltigkeit des Einsteinschen Aquivalentgesetzes war 
hier insofern einfacher, als das zur Verwendung kommende Licht 
436 uu und 406 uu von Bromdampf vom Sattigungsdruck bei Zimmer- 
temperatur und noch weit darunter in den hier in Frage kommenden 
Schichtdicken vollkommen absorbiert wird. Die Mischung mit Brom 
geschah einfach in der Weise, da zwischen Ozonisator und das zu 
fiillende ReaktionsgefaB mit zwei Schliffen eine Waschflasche mit 
fliissigem Brom gelegt wurde. 


1) E. Ladenburg, Phys. ZS. 5, 525, 1904; A. J. Allmand, Journ. Chem. 
Soe. 107, 682, 1915. 
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Der Verlauf der Reaktion erscheint vollkommen &bnlich dem mit 
Chlor. Besondere Schwierigkeit machte hier die Eliminierung der 
Dunkelreaktion. Der Zerfall des Ozons im Dunkeln bei Gegenwart 
von Bromdampf erfolgt erheblich schneller als bei Chlor. Ob der 
Zerfall homogen katalysiert wird — der Zerfall Chlor + Ozon wird 
es bei hdherer Temperatur sicherlich?) — oder an den Wandungen 
erfolgt, wurde nicht untersucht. Nur etwa in der Halfte aller Falle 
gelang es, in den beiden gegeneinandergeschalteten Reaktionsgefaben 
die Fiillung so zu gestalten, daB die Reaktionsgeschwindigkeit im 
Dunkeln die gleiche war und sich der Meniskus nicht verschob. Nur 
diese waren zur Belichtung tauglich. Die Dunkelreaktion betrug etwa 
10 bis 20 Proz. der durch Licht bewirkten. 

Die folgende Tabelle bringt die Ergebnisse der Reaktions- 
gveschwindigkeitsmessung. 


Tabelle 4. 
ve Zahl Z der | _—‘“Mittel N Zahl der 
‘Seay PE pro Stunde | der Druck- | pro Stunde ver-) N/Z 
: es k = es absorbierten | 2Unahme schwundenen | N/Z 
fa cabapa ame Jo Quanten | pro Stunde | Q,-Molekiile | 
mm | 
| 
0,36 1 4,09. 1018 44,0 1,41. 1020 | 34,5 
0,36 1 4,09 . 1018 36,0 fons Wee gies (0) aa 28,2 
0,36 1 4,09 . 1018 42,4 | 1,36. 102° Bey) 
0,36 1 4,09 . 1018 36,0 1,15 . 1020 28,2 
i | 
Mittel — — — — 31,0 


Es zeigt sich also, daB bei dieser Reaktion ein einfacher Zu- 
sammenhang zwischen der gefundenen und der vom Aquivalentgesetz 
geforderten Ausbeute nicht besteht. Die Reaktion verliuft etwa 
15mal schneller als die mit Chlor sensibilisierte. Pro absorbiertes 
Quant zerfallen im Mittel 31 Molekiile. 

Zur Deutung der Ergebnisse. Zuniichst ergibt sich aus der 
Tatsache, da8 bei der Sensibilisierung mit Chlor die Reaktions- 
geschwindigkeit sich nicht iindert, ob der Ozongehalt 5 Proz. oder 
1 Prom. ist, eine bemerkenswerte grofe Lebensdauer®) des durch 
Absorption aktivierten Chlormolekiils. Ein erregtes Chlormolekiil mu8 
in einer Ozonmischung von 1 Prom. Gehalt rund 1000mal mit O,- 
und Cl,-Molekiilen zusammenstoBen, bis es ein O, trifft und den 
chemischen ProzeB bestenfalls beginnen kann. Rechnet man mit 
einem Durchmesser des Molekiils, wie er sich aus der kinetischen 


1) D. L. Chapman und Jones, Journ. Chem. Soc. 97, 2463, 1910. 
*) O. Stern und M. Volmer, ZS. f. wissensch. Phot. 19, 281, 1920. 
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Theorie ergibt, ohne eine etwaige VergréBerung durch Aktivierung 
anzunehmen '), so erhilt man eine mindeste Lebensdauer von etwa 
1,6.10~7 see. Die Energie, die nach dieser Zeit das Molekiil trotz 
der vielen ZusammenstiBe mit den stark elektronegativen O,- und Cl,- 
Molekiilen noch trigt, reicht aus, um den chemischen ProzeB einzu- 
leiten. Nach diesen Resultaten erscheint es unméglich, die Sauerstoff- 
hemmung bei der Chlorknallgasreaktion, wie es versuchsweise geschehen 
ist, darauf zuriickfiihren zu wollen, daB das gestoBene Sauerstoff- 
molekiil durch Energieentziehung das erregte Chlormolekiil inaktiviert. 

Die Deutung der Resultate iiber die Giiltigkeit des Aquivalent- 
gesetzes macht besonders wegen des verschiedenen Verhaltens von 
Chlor und Brom Schwierigkeiten; daher sind die folgenden Betrach- 
tungen nar als hypothetisch anzusehen. 

Beim Chlor liegen die Verhiltnisse einfach. In der Weigert- 
schen Ausdrucksweise wiirde man sagen: an jedem gebildeten Re- 
aktionskern findet ein molekularer Umsatz 20, = 30, statt; dadurch 
wird der Kern vernichtet. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB, welche Annahme man auch iiber 
den Mechanismus des Prozesses machen wollte, man stets zu dem 
Ergebnis gefiihrt wird, da8 pro absorbiertes Quant zwei Molekiile 
verschwinden miissen. Die vielleicht nachstliegende Annahme, daB 
ein erregtes Chlormolekiil ein O, zerschligt in O, + O, fiihrt zu der 
Folgereaktion, daB das O-Atom mit einem weiteren QO, reagiert: 
O, +O = 20,, so daB der Befund erklart ware. 

Ob aber mit dieser Deutung das richtige getroffen wird, ist 
fraglich. Wenn der Sensibilisator nur die aufgenommene Energie 
dazu verwenden wiirde, um ein O; zu zertriimmern und an dem 
Folgenden nicht mehr beteiligt wire, so erscheint die Méglichkeit 
eines verschiedenen Verhaltens verschiedener Sensibilisatoren schwer 
verstindlich; jedenfalls, wenn es sich wie hier darum handelt, da 
der eine Sensibilisator eine das Aquivalentgesetz weit ibertreffende 
Ausbeute gibt. Die Tatsache, dah die Ausbeuten bei sensibilisierten 
Reaktionen untereinander verschieden sind, deutet darauf hin, daf 
der Sensibilisator auch noch wahrend der chemischen Reaktion eine 
Rolle spielt und beim chemischen Umsatz gegenwartig sein muf. 
Man wird so zu der Ansicht gefiihrt, daB das Cl,-Molekiil, das im 
Erregungszustand ganz andere Valenzen betatigt als im Bormalen, 
so lange an dem O, haftet unter Bildung einer lockeren Additions- 
verbindung, bis ein weiteres O,; anprallt, wodurch die Bedingung zum 


1) O. Stern und M. Volmer, Phys. ZS. 20, 183, 1919, 
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Eintreten der Reaktion gegeben ist. Dann zerfallt das System (Cl, 
O3) O3 zu Cly + 3 Os. 

Die Annahme des Aneinanderhaftenbleibens von erregten Cl,- 
Molekiilen und O,-Molekiilen kann man umgehen, wenn man eine 
chemische Zwischenverbindung, etwa Cl,O, einfiihrt, da also die 
Reaktion chemisch ausgedriickt so verliefe: 


(Cl,) + 0, = (Cl,0) +0,; (Cl,0) + 0, = Cl, + 20.. 


Ubrigens sind diese Deutungen voneinander nicht wesentlich ver- 
schieden. 

Versuche iiber die Bildung von Chlorphosgen und 
Sulfurylchlorid, Da die Absorption des Chlors fiir das blauviolette 
Licht 436 wu und 406 uu bestimmt war, machte es keine Schwierig- 
keiten, in demselben ReaktionsgefiS andere Gasreaktionen mit Cl, im 
Lichte zu untersuchen, wenn sie unter Anderung der Molekiilzahl vor 
sich gingen. Es wurden einige Versuche mit den Reaktionen 


CO+ Cl, = COC], und SO, + Cl, = $0,Cl, 
angestellt. 

Dabei konnte es sich naturgemaB nur um Bestimmung der 
Gr6Benordnung der pro Quant sich umsetzenden Molekiile handeln, 
da die groBe Abhangigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit von H,O, 
O, usw. bekannt und theoretischen Vorstellungen noch unzuganglich ist. 

CO wurde aus Na-Formiat dargestellt, mit NaOH gewaschen, 
iiber H,SO, getrocknet und wie bei der Herstellung der Chlor-Ozon- 
mischung im H,SO,-Gasometer mit H,SO, trockenem Chlor gemischt 


und dann in das ReaktionsgefaiB gebracht. Der Mischung wurde 


1 Proz. Sauerstoff zugegeben, da Spuren Sauerstoff nicht ohne weiteres 
vermeidlich sind und nahezu proportional ihrem Partialdruck die 
Reaktionsgeschwindigkeit hemmen. Daher sind nur reproduzierbare 
Verhiltnisse bei bekannter O,-Konzentration méglich.. Die Resultate 
giht die Tabelle. 


Tabelle 5. 
nn SS 

: Zahl Z der mt Zahl N der 

vole Se te Absorption pro Minute ginger tee pro Minute N/Z 

Caceres 1—J/Jp absorbierten he oat reagierenden / 

aa Quanten 2" {| Cle-Molekiile 

0,48 0,58 4,7. 1016 80 1,3 . 1020 2,8 . 103 

0,43 0,58 4,7 . 1016 70 1,1 . 1020 2,3 .103 

0,12 ose 1,3. 1016 23 3,7. 1019 2,7 5108 

0,08 0,58 8,3. 1026 6 95-1018 | 2,8 108 

Mittel = _ aS _ 2,7.108 


: 
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Die Reaktion verliuft also mehrere tausend Mal schneller, als es 
nach dem Aquivalentgesetz sein sollte. Sauerstofffreiheit und Gegen- 
wart von H,O wiirden die Geschwindigkeit noch um ein Betricht- 
liches steigern. 

Die Reaktion SO, + Cl,, die formal der Phosgenreaktion ahnlich 
zu sein scheint, verliuft, wie die Versuche zeigten, in Geschwindig- 
keiten ganz anderer GréSenordnung. Die pro Quant umgesetzte Zahl 
Molekiile ist etwa 1000mal kleiner und fallt demnach rund in die 
GréBenordnung des Aquivalentgesetzes. Eine Deutung fiir dies ver- 
schiedene Verhalten lieB sich nicht geben. 


Zusammenfassung. 


1. Es werden einige photochemische Sensibilisierungen unter- 
sucht. a) Die Sensibilisierung des Zerfalls COBr, = CO + Br, durch 
Br, wird aufgefunden. b) Bei der Sensibilisierung des Ozonzerfalls 
durch Chlor ist das Einsteinsche Aquivalentgesetz erfiillt. Es zer- 
fallen pro Quant zwei Molekiile. Deutungsméglichkeiten werden 
diskutiert. Es bestatigte sich der an sich merkwiirdige Befund, daB 
wegen der konstant bleibenden Lichtabsorption des Sensibilisators die 
Zerfallsgeschwindigkeit des Ozons bis zu sehr kleiner Konzentration 
von letzterer unabhingig ist. Aus dieser Unabhingigkeit berechnet 
sich eine Lebensdauer des erregten Zustandes beim Chlor von min- 
destens 10~7 sec, wenn man den Durchmesser des erregten Molekiils 
gleich dem aus der kinetischen Theorie berechneten setzt. c) Bei der 
Sensibilisierung des Ozonzerfalls durch Bromdampf zerfallen pro ab- 
sorbiertes Quant -31 Molekiile. 

2. Die Reaktion CO+ Cl, = COCl, verliuft mehrere tausend 
Mal so schnell, als das Aquivalentgesetz es fordert. Die Vereinigung 
yon SO, und Cl, liegt etwa in der richtigen GréBenordnung. 

Die Arbeit wurde im physikalisch-chemischen Institut der Uni- 
versitat Berlin von Januar 1921 bis Mai 1922 ausgefiihrt. Herrn 
Prof. Nernst bin ich fiir das férdernde Interesse, das er stets meiner 
Arbeit entgegenbrachte, zu grofem Dank verpflichtet. Herrn Dr. Nod- 
dack danke ich fiir die Bereitwilligkeit, mit der er mir seine Er- 
fahrungen auf photochemischem Gebiete zur Verfiigung stellte. 
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Das Schwarzungsgesetz fur a- und #£-Strahlen. 
Bemerkungen zu der Arbeit gleichen Titels von Hilde Salbach. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 

Von W. Bothe in Charlottenburg. 


Mit fiinf Abbildungen. (Hingegangen am 2. Dezember 1922.) 


Gelegentlich der Ausarbeitung einer photographischen MeSmethode 
fiir B-Strahlen1) habe ich gezeigt, daB fiir die Wirkung der #-Strahlen 
von RaE auf die photographische Platte das Bunsen-Roscoesche 
Gesetz mit sehr groBer Genauigkeit gilt. In einer unter dem obigen 

’ Titel kiirzlich erschienenen Arbeit?) kommt nun H. Salbach u. a. 
zu dem Schlub, da& die Ergebnisse ihrer Messungen im Widerspruch 
zu dem von mir gefundenen Resultat stehen; nach Salbach ,kann 
von einer allgemeinen Giiltigkeit des Bunsen-Roscoeschen Gesetzes 
fiir B-Strahlen nicht die Rede sein“. Hierzu ist folgendes zu be- 
merken. 

1. Den Messungen Salbachs liegt die Annahme zugrunde, dab 
die auf ein Flachenelement der photographischen Platte wirkende 
Intensit&ét proportional der Gré®e der strahlenden Fliche ist; letztere 
hat bis 6mm Durchmesser bei einem konstanten Abstand von eben- 
falls etwa 6mm von der Platte. Es ist leicht einzusehen, daf bei 
diesen geometrischen Verhiltnissen erhebliche Abweichungen von der 
erwahnten Proportionalitét auftreten miissen, welche noch gri8er 
werden, wenn eine merkliche Schwichung der schrig austretenden 
Strahlen gegeniiber den normal austretenden (durch Absorption in 
dem aktiven Praparat selbst) stattfindet. Die elektrometrischen 
Kontrollmessungen, durch welche Salbach die Proportionalitit zu 
bestitigen glaubt, kénnen nicht als stichhaltig angesehen werden, da 
es schwer sein diirfte, eine elektrometrische Mefanordnung so zu 
treffen, daB sie mit Sicherheit -dieselbe Intensitét miBt, welche fir 
die erzeugte Schwarzung maSgebend ist, denn die geometrischen - 
Verhialtnisse miissen in beiden Fallen notwendig verschiedene sein. 


1) W. Bothe, ZS. f. Phys. 8, 243, 1929. 
*) H. Salbach, ebenda 11, 107, 1922. 
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Bei meinen Versuchen wurde die Intensitit durch Anderung des 
Abstandes des klein gehaltenen Priiparates im Vakuum_ in genau 
bestimmbarer Weise variiert; das Priiparat hatte eine GroBe von 
0,4 x 2mm, die Abstinde bewegten sich zwischen 2,8 und 21 em. 

Es ist anzunehmen, daf bei Salbach eine Abweichung von der 
Proportionalitat zwischen Intensitiit und strahlender Fliche in dem 
Sinne bestand, da8 bei gréReren Intensitiiten die Schwiarzung zu klein 
ausfiel; dies wiirde im Sinne einer Verkleinerung des (an die 
Intensitat gesetzten) Schwarzschild-Exponenten q wirken.  Tat- 
sichlich findet Salbach q fiir «-Strahlen wenig, fiir {-Strahlen 
betrachtlich < 1. 

2. Zu den Faktoren, welche von EinfluB auf die erzeugte 
Schwarzung sein kénnen, und die daher konstant zu halten sind, 
solange sie nicht genau untersucht sind, gehért der Winkel, unter 


Fig. 1. 


welchem die Strahlen auf die Platte fallen. Bei den Versuchen von 
Salbach ist in der Mitte des Schwirzungsfeldes fiir die kleinen 
Intensitéten der Einfall fast normal, wahrend bei der gré8ten In- 
tensitat die-Einfallswinkel des diffusen Strahlengemisches zwischen 
0° und etwa 27° liegen. Die Abhangigkeit der Schwarzung vom 
Einfallswinkel ist fiir #-Strahlen, Agfa-Planfilms und Rodinal- 
entwicklung von mir (a. a. O.) untersucht worden. Den entsprechenden 
Versuch mit «-Strahlen von RaF habe ich nunmehr unter genau 
identischen Bedingungen ausgefiihrt und beide Filme im durch- 
gehenden Lichte bei genau gleicher Beleuchtung photometriert; die 
Resultate sind in den Kurven « und # der Fig. 1 wiedergegeben. 
Der allgemeine Verlauf beider Kurven ist der gleiche, aber alle 
Schwirzungsunterschiede sind bei der o-Strahlenkurve weit aus- 
geprigter. Insbesondere ist in dem hier in Betracht kommenden 
Winkelbereich (0 bis 27°) die Schwarzang durch B-Strablen fast 
konstant, wihrend sie bei «%-Strahien mit wachsendem Einfallswinkel 


108 W. Bothe, 


bis zu etwa 40 Proz. (!) zunimmt. Dies wirkt, wie leicht einzusehen, 
im Sinne einer VergréBerung von q fiir o%-Strahlen. Auf diese 
Weise erklirt sich méglicherweise, daS Salbach fiir #-Strahlen ein 
wesentlich gréBeres q als fiir B-Strablen erhilt. 

Diese Verhiltnisse sind interessant genug, um etwas naher be- 
leuchtet zu werden. Man kann hinsichtlich der photographischen 
Wirkung von Korpuskularstrahlen zwei Grenzfalle unterscheiden: 


a) Die Strahlen sind so wenig durchdringend, da sie auch bei 
senkrechtem Einfall nicht durch die photographische Schicht hindurch- 
gehen. In diesem Falle erzengt jedes Teilchen unabhingig vom 
Kinfallswinkel eine bestimmte mittlere Anzahl] Kérner, die Schwarzung 
nimmt daher so ab wie die auf die Flacheneinheit der Schicht fallende 
Teilchenzahl, d.h. mit dem Ko- 
sinus des Einfallswinkels (Kurve « 
der Fig. 2). 

b) Die Strahlen sind unendlich 
durchdringend, die Zahl der von 
einem Teilchen erzeugten Kérner 
ist umgekehrt proportional dem 
Kosinus des EKinfallswinkels, die 
Schwirzung also unabhingig vom 
Hinfallswinkel (Fig. 2, Kurve £). 

Die wirklichen Verhaltnisse nahern sich bei «%-Strahlen mehr 
dem Fall a), bei 6-Strahlen mehr dem Fall b)1). Da8 bei schnelleren 
B-Strahlen wirklich die pro Teilchen erzeugte Schwirzung mit dem 
Kinfallswinkel stark zunimmt, zeigt deutlich eine in Fig. 3 wieder- 
gegebene Aufnahme des magnetischen $-Strahlenspektrums von RaE 
(links die unabgelenkten m-Strahlen des nachgebildeten RaF); im 
oberen Teile war der Film mit einer 0,1mm dicken Aluminiumfolie 
bedeckt. Wahrend die langsameren Strahlen (rechts) durch diese 
Folie absorbiert werden, tritt im Gebiet der schnelleren Strahlen 
nicht nur keine Schwachung, sondern sogar eine erhebliche Verstarker- 
wirkung (bis etwa 50 Proz.) ein, welche nur daher riihren kann, dab 


90° 0 30° 
Fig. 2. 


1) Es ist in diesem Zusammenhange interessant, daf nach Salbach die 


doppelt gegossene Schleufnerplatte besser auf die harten f-Strahlen anspricht, die 


gewohnlichen einfach gegossenen Platten dagegen leichter auf die weichen Strahlen. 
Dies erklirt sich ohne weiteres daraus, daf die weichen Strahlen im Gegensatz 


zu den harten die dicke Schicht der Schleu8nerplatte nicht mehr zu durchdringen | 
vermégen; daher geben die harten Strahlen eine der Dicke der photographischen | 


Schicht ungefiéhr proportionale Schwirzung, wiihrend die durch die weichen 
Strahlen erzeugte Schwiirzung in dem hier in Betracht kommenden Bereich sich 
nur wenig oder gar nicht mit der Dicke der Schicht indert. 
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die vorher parallelen Strahlen durch die Folie vollkommen diffus 
werden!) und daher im Mittel einen langeren Weg in der Schicht 
Zuriicklegen. Kine andere méglich scheinende Erklarung des Effektes 
wire die, daS die Strahlen infolge des Geschwindigkeitsverlustes, 
welchen sie in der Folie erleiden, photographisch wirksamer werden, 
doch erscheint eine so starke Abhiingigkeit der Schwirzung von der 
Geschwindigkeit, wie sie notig wire, um die Gréfe des Effektes zu 
erklaren, sehr wenig wahrscheinlich; auch die etwa in der Folie aus- 
gelésten 0-Strahlen kénnen wegen ihrer geringen Intensitat nicht fiir 
die Wirkung verantwortlich gemacht werden. 

Zu erkliren bleibt noch die merkwiirdige Einsenkung, welche 
beide Kurven der Fig. 1 in der Mitte zeigen, die Kurve B nur wenig 


Fig. 3. Fig, 4. 


auBerhalb der MeBfehlergrenze, « dagegen sehr ausgeprigt. Beim 
senkrechten Betrachten des «%-Strahlenfilms gegen einen weiBen Hinter- 
grund zeigte sich die Aufhellung in der Mitte sehr deutlich als seiden- 
artiger Schimmer, welcher sich bei schragem Daraufblicken nach der 
Seite verschob, so daS man den Eindruck hatte, daB der Schimmer 
auBerhalb des Films, und zwar auf der Seite der Schicht lag. Die 
Figg. 4a und b zeigen Kontaktabztige des Films, und zwar 4a bei 
senkrecht auffallendem Licht kopiert, b im schrag auffallenden Licht; 
der dunkle Streifen in der Mitte von 4a, welcher der Einsenkung 
der Kurve « (Fig. 1) entspricht, ist in 4b seitlich verschoben. Da 
der Gang der a-Strahlen in der Schicht etwa der in Fig. 5 Sehemauiscn 
dargestellte war, so lag folgende Erklérung der Erscheinung nahe. 
Die einzelnen «-Teilchen erzeugen geradlinige Ketten von Kérnern 
und lassen dabei zwischen sich prismatische Raume frei, durch welche 
paralleles Licht im wesentlichen nur da hindurchdringen kann, wo 
seine Richtung mit der «Strahlenrichtung zusammenfallt. Dab diese 
Erklérung zutrifft, bewies die mikroskopische Untersuchung des Pilnis. 
Dieser zeigte im mittleren Teil dichte Haufen von Kérnern, zwischen 


1) Vel. Kovarik und McKeehan, Phys. ZS. 15, 434, 1914; Phys. Rev. 6, 
426, 1915. 
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welchen die Gelatine vollkommen klar war. Beim seitlichen Ver- 
schieben zogen sich diese Haufen allmahblich zu den bekannten Perlen- 
reihen 1) auseinander und verdeckten dabei mehr und mehr die 
Zwischenriume. Bei dem /-Strahlenfilm konnte unter dem Mikroskop 
nur eine deutliche streifige Struktur in den seitlichen Teilen fest- 
gestellt werden; man geht wohl nicht fehl, wenn man auch den 
flachen Sattel in der #-Strahlenkurve auf die spezielle Anordnung 
der Silberkérner zuriickfiihrt, nur ist wegen der starken Zerstreuung 
der #-Strahlen in der Schicht der Effekt nicht so ausgeprigt wie 
bei den &-Strahlen. 

Man ersieht aus dem Angefiihrten, da die photographische 
Wirkung der Korpuskularstrahlen in recht komplizierter Weise vom 


a a os 


Schicht 


Jae, Be a«-Strahlen; 4 Licht. 


Einfallswinkel abhaingt. Fiir exakte quantitative Vergleiche diirfen 
daher, besonders bei «-Strahlenuntersuchungen, nur solche Aufnahmen 
herangezogen werden, welche unter gleichen Einfallsbedingungen 
gemacht worden sind. AuSerdem ist beim Photometrieren solcher 
Aufnahmen auf gleichartige Beleuchtung zu achten. Dieselbe in 
Fig. la dargestellte Kurve, im schrig auffallenden~Licht bei 
senkrechter Aufsicht nach dem von mir (a. a. O.) angegebenen 
Verfahren aufgenommen, zeigt eine Kinsenkung von nur etwa 10 Proz. 
Bei f#-Strahlen liegen die Verhiltnisse weit giinstiger, da die 
Schwirzung sich in einem weiten Bereich nur wenig mit dem Einfalls- 
winkel andert, und zwar unabhingig von der Art der Ausmessung. 
Der Anwendung der photographischen Methode zur Messung von 
B-Strahlenintensitaéten diirften daher keine Bedenken entgegenstehen, 
solange keine sehr grofe Genauigkeit verlangt wird und sehr schrage 
Inzidenz (> 45°) vermieden wird. 


Bei meiner Bestimmung des Schwarzschild-Exponenten fielen die 
B-Strahlen senkrecht auf eine die photographische Schicht bedeckende 


.1) M. Reinganum, Phys. ZS. 12, 1076, 1911; Mich], Wien. Ber, 121, 
1431, 1912; 128, 1955 u. 1965, 1914. 
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diinne Aluminiumfolie, in welcher sie eine stets gleichartige Zer- 
streuung erlitten. 


3. Fri. Salbach gibt an, daB die Schwarzungsfelder bei 
a-Strahlenexposition nach auBen abschattiert waren, bei B-Strablen 
dagegen nicht. Ich méchte annehmen, daB dieser Unterschied auf 
die Riickdiffusion der B-Strahlen von der Messingwand des Rohren- 
photometers zuriickzufiihren ist, wenn auch Ersetzung des Messings 
durch Hartgummi keine auBerhalb der MeBfehlergrenze liegende 
Anderung an g herbeifiihrte. Es war sowohl die Réhrenwand der 
direkten Strahlung als auch die Platte der riickdiffundierten Strahlung 
unmittelbar ausgesetzt. Auch der sehr stark reflektierende Rand der 
Bleiblende, welche sich unmittelbar an dem Praparat befand, diirfte 
von Hinflu8 gewesen sein. Die Riickdiffusion betragt fiir U X-Strahlen 
an Messing 43 Proz., an Blei 68 Proz., an Aluminium immer noch 
27 Proz.1). Die Wirkungsweise dieser Fehlerquelle lat sich selbst 
der Richtung nach nicht mit Sicherheit iibersehen. Bei meiner 
Versuchsanordnung war durch die Anordnung der Blenden jede 
stérende Riickdiffusion ausgeschlossen. 


4. Bei dem geringen Variationsbereich der Intensitaten (1:9), 
den Salbach anwendet, fallen alle Fehlerquellen stark ins Gewicht, 
weshalb sie sich mit einer Ubereinstimmung von mehreren Prozenten 
zufriedengeben muh. Ich glaube, durch Anwendung eines Intensitats- 
verhiltnisses von etwa 1:50 eine Genauigkeit von 1 Proz. mit Sicher- 
heit erreicht zu haben. 


Schlu&. Bei der Versuchsanordnung, welche Salbach wegen 
der geringen Konzentration ihrer Praparate wahlen muBte, wirkte 
eine betrachtliche Zahl schwer zu iibersehender stérender LEinfliisse 
zusammen, so dai diese Versuche weder beweisend dafiir sein kénnen, 
daB fiir «%-Strahlen das Bunsen-Roscoesche Gesetz gilt, noch daB 
es fiir B-Strahlen nicht gilt. Allerdings ist von mir die Giiltigkeit 
dieses Gesetzes nur fiir die eine Plattensorte, welche zu weiteren 
Untersuchungen benutzt werden sollte, und nur fiir eine Entwick- 
lungsart sichergestellt; da jedoch keinerlei Spezialplatte und voll- 
kommen normale Entwicklungsbedingungen angewandt wurden, kann 
mit einiger Wahrscheinlichkeit angenommen werden, dal die Giiltig- 
keit des Gesetzes eine ,,allgemeine“ ist. Schon der Umstand, dab 
fiir Rontgenstrahlen Friedrich und Koch?) sowie Glocker und 


1) Nach H. W. Schmidt, Ann. d. Phys. 23, 671, 1907; Phys. ZS. 10, 929, 


1909; 11, 262, 1910, 
2) W. Friedrich und P. P. Koch, Ann. d. Phys. 45, 399, 1914. 
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Traub?) das Bunsen-Roscoesche Gesetz bestitigen, spricht sehr 
fiir eine allgemeine Giiltigkeit desselben fiir schnelle Elektronen- 
strahlen, denn nach allem, was wir iiber die Absorption der Réntgen- 


strahlen wissen (vgl. insbesondere die Nebelaufnahmen von Wilson), — 
kann man annehmen, daS bei Belichtung mit Réntgenstrahlen erst. 


die in der Platte sekundér erzeugten Kathodenstrahlen die Kerne 


erzeugen. 
Wie Fri. Salbach mir mitteilt, sind Versuche zur genauenan 
Aufklirung der Unstimmigkeit im Gange. 


Charlottenburg, November 1922. 


1) R. Glocker und W. Traub; Phys. ZS. 22, 345, 1921. 


Zur Geschichte des Kompasses. 
Von Eilhard Wiedemann in Erlangen. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 11. Dezember 1922.) 


Wahrend wir iiber die Mechanik, d. bh. die Lehre von dem 
Schwerpunkt, der Wage, dem spezifischen Gewicht, iiber die Akustik, 
wenigstens soweit sie sich mit der Musik beschaftigt, und tiber die 
Optik in der islamischen Literatur zum Teil sehr umfangreiche Werke 
besitzen, ist dies fiir die iibrigen Teile der Physik entsprechend der 
Entwicklung der Wissenschaften nicht der Fall. Aus einzelnen mufallig 
tberlieferten und aufgefundenen Angaben miissen wir uns hier mogaik- 
artig ein Bild von den Kenntnissen der damaligen Zeit zusammen- 
setzen. Eine Reihe von Nachrichten iiber den Magnetstein und 
den Kompa8!') habe ich friiher zusammengestellt. Einige andere 
sollen hier folgen. Sie sind entnommen einem Werk ,,Die glinzenden 
Sterne“ iiber einige Kiinste, die bei der Wissenschaft zur Ermittlung 
bestimmter Stunden und Zeiten Verwendung finden [‘ilm al migdt 2)], 


. 


1) E. Wiedemann, Verh. d. D. Phys. Ges. 9, 764, 1908; 11, 262, 1909; 21, 
665, 1919. Von dem in der ersten und zweiten Abhandlung erwahnten Werk von 
al Zarchtri ist auch im Britischen Museum, Suppl. 1210 (Brockelmann, 
Geschichte der arabischen Literatur 2, 139) eine Handschrift vorhanden; die 
Zeichnungen in dieser stimmen nach einer gtitigen Mitteilunge von Herrn 
E. Edwards genau mit denen in der von mir henutzten Leidener tiberein. 

Zu Magnetismus vgl. auch Beitr. II, 322 und ZS. f. Phys. 8, 141, 1920. 
Ich michte bei dieser Gelegenheit auf die Ansicht von R. Hennig hinweisen, 
die sehr viel fiir sich hat, nadmlich, dali nach dem Norden Europas die Kenntnis 
des Kompasses auf dem Wege iiber die russischen Stréme gelangt ist, und zwar 
schon im 9. oder 10. Jahrhundert. In dieser Zeit bestand zwischen dem Kalifen- 
reich und den Bernsteinlandern auf dem Dnjeper-Wolchow- und dem Dnjeper- 
Weichselweg ein lJebhafter Handel, der von den Normannen betrieben wurde, 
Sehr wahbrscheinlich haben diese die fiir ihre Seereisen unschatzbare Erfindung 
des Kompasses im Orient kennen gelernt und sich zu eigen gemacht. Die 
Kenntnis des Kompasses ware also zwei bis drei Jahrhundert vor den Kreuz- 
ziigen auf diesem Wege nach Europa gekommen. So erklart sich auch die 
sonst unbegreifliche Tatsache, daB die Magnetnadel anscheinend im Norden 
unseres Erdteiles frither als im Stiden bekannt war. (R. Hennig, Verh. der 
Gesellsch. Deutscher Naturforscher usw., 84. Versammlung, 2. Teil, 2. Halfte, 
st iy ne Werk enthalt eine Fille von technischen Angaben, yon denen an 
anderer Stelle diejenigen tiber verschiedene Lote und das GieSen veréffentlicht 
werden sollen. Von ihm sind, soweit mir bekannt, zwei Handschriften erhalten. 
Die eine befindet sich in Gotha (Nr. 1413); als Verfasser ist angegeben Muh. 


‘Abi ’l Chair al Hasani; sie ist ziemlich gut geschrieben und enthalt am Anfang 


eine Aufzablung der 25 Kapitel, in die das Werk zerfallt; auferdem finden 
sich am Rande havfig noch Varianten nach einer anderen Handschrift. Ich 
habe von dieser Handschrift eine Weib-schwarz-Photographie herstellen lassen. 
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Man kénnte mit Pertsch (Katalog der Gothaer Handschriften, Nr. 1413) 
vermuten, dafi es sich um Dinge handelt, die etwa mit der Astronomie 
oder dem Kalenderwesen zusammenhiingen. Das Werk ist aber eine 
Sammlung der verschiedensten Rezepte, wie sich schon aus den 
Kapiteliiberschriften ergibt. Das 21. bis 23. Kapitel behandeln den 
Magnetstcin und den KompaS. Sie haben folgenden Inhalt: 

Kapitel 21. Uber den guten Magnetstein und iiber das, was 
ihn verdirbt und seine Anziehung vernichtet, und tiber das, was ihn 
wieder herstellt und seine Anziehung kraftigt. 

Der beste Magnetstein ist derjenige, der das Kisen kraftig anzieht, 
dessen Farbe ein dichtes Lasurblau. ist und dessen Schwere nicht 
iibermaBig ist (ein anderer Text hat, ,dessen Schwere sehr groB ist“). 
Es schadet ihm und hebt seine Bewegung auf, wenn er 3 Tage in 
der Fliissigkeit der Zwiebel oder des Lauches liegt; dann wird seine 
Anziehung vernichtet. Er erhalt von neuem seine urspriingliche 
Kigenschaft und seine Anziehung, wird wieder gekraftigt, falls sie 
durch einen schaidigenden Einflu8 vernichtet ist oder der Magnetstein 
von vornherein eine schwache Anziehung besitzt, wenn man ihn in 
Essig wirft. Dann kehrt seine Anziehung zuriick; dasselbe ist der 
Fall, wenn man ihn 3 Tage oder linger in reinem, frischen Bocks- 
blut 148t oder ihn in gestoBenen Pfeffer eingrabt ‘). 


Die zweite Handschrift ist in der Universitatsbibliothek yon Cambridge (Hand- 
liste von E. G. Browne, Nr. 922); hier heiSt der Verfasser Abit “Abd Allah 
Muhammed 6. Abv’l Chair al Hasan? al Amjini (Brockelmann 2, 712, liest 


Urmajini). Nach Prof. Browne, der so freundlich war, die Cambridger 
Handschrift nach meinen Angaben zu vergleichen, handelt es sich um dasselbe 
Werk; freilich ist die Doxologie am Anfang eine andere; die Aufzihlung der 
Kapiteliiberschriften am Anfang fehlt; sie ist schlechter geschrieben als die 
Gothaer. Wahrend die Gothaer Handschrift undatiert ist, so gibt das Kolophon 
nach einer brieflichen Mitteilung von Prof. Browne am Ende der Cambridger 
an: ,lhre Niederschrift wurde am Donnerstag, dem vierten des Monats Schawwal 
im Jahre 496 vollendet.“ Es wiire das der 11. Juli 1103. Friiher hatte, da die 
erste Zahl undeutlich ist, Browne, wie die Handlist angibt, 996 statt 496 
gelesen, das wire der 27. August 1588. — In beiden Fallen ist es aber kein 
Donnerstag.—Uber die Datierung gibt der Inhalt der Handschrift selbst keinen 
Anhalt. Jedenfalls haben zur Zeit der Abfassung bereits lebhafte Beziehungen 
zu den Franken stattgefunden, denn in Kapitel 4 ist von dem frankischen 
Zinnober die Rede, in Kapitel 10 hei8t es, man nimmét eine chinesische oder 
frainkische Schale. Nach Herrn Prof. Browne bezieht sich das Datum auf die 
Zeit der Abfassung des Werkes, nicht der Herstellung der Abschrift. : 

Hine dritte Handschrift, itiber deren Verbleib mir nichts Niheres bekannt 
geworden ist, erwihnt Pertsch, a.a.0., 8.64, vielleicht ist es diejenige von 
Cambridge. 

) Die Angaben iiber den Magnetstein und die Ansicht, da& Zwiebelsaft usw. 
die Wirkung des Magnetsteines herabsetzt oder gar aufhebt, daB dagegen saure 
Flissigkeiten, wie saure Milch und frisches Blut, Bocksblut, sie wieder hervor- — 
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Kapitel 22. Uber die Kenntnis des nérdlichen und siidlichen 
»Auges“ [’ain1)|] des Magnetsteines und die Art, wie man sich diese 
Kenntnis erwirbt (¢akrib). Man reibt das dicke Ende der Nadel 2) 
auf einem der Augen des Steines; dies Verfahren heiBt al taksib™. 
Dann nimmt man ein GefaB [zubdija3)], das man mit Wasser fiillt, 
und legt auf dieses ein kleines Stiick Papier, das die zur Unter- 
suchung dienende Nadel tragen kann, und nihert diesem den Magnet- 
stein, hierauf blickt man nach dem Ende der betreffenden Nadel. 
Dreht sich das Blatt (das dicke Ende der Nadel) nach Siiden, so ist 
das untersuchte , Auge“ ein siidliches, dreht es sich aber nach Norden, 
so ist es ein nérdliches. 

So verfahrt man, wenn man keine Nadel hat, die aus ebenem 
Blech hergestellt ist und die auf einer Spitze spielt (s. w. u.): Hat 
man eine solche, so benutzt man ihr Ende zur Priifung und setzt 
sie auf ihren Stinder (schichis). Die Seite, nach der sich das Ende 
dreht, dient als Anhaltspunkt. Man bezeichnet diese Stelle auf dem 
Stein selbst durch ein Zeichen, das zu ihrer Kenntnis dient‘). 

Kapitel 23.  Herstellung der Nadel. Dazu nimmt man ein 
reines Stiick von hartem kugelférmigem gutem Stahl bzw. Eisen. 
Aus ihm macht man eine diinne Scheibe, die ein Viertel Qérdt 5) 
(ein Viertel Fingerbreite) breit ist und die eine beliebige Linge hat. 
Man feilt sie mit der Feile zurecht, wischt sie gut ab, streicht sie 


treten l48t, finden sich vielfach (vel. J. Ruska, Das Steinbuch des Aristoteles, 
Heidelberg 1912, Text, 8. 28 und Ubersetzung, 8.154, und fast wortlich bei 
al Tifdschi, Fior dipensieri usf. ed A. R. Biscia, Bologna 1906, 8. 85). 

1) Vielleicht kann man ,Auge“ mit ,Pol* itbersetzen. Die Alten haben 
das Anhaften von Nageln usw. am Magnetstein beobachtet und jedenfalls erkannt, 
daB dies nur an bestimmten Stellen eintritt; es sind dies unsere »Pole*. Weitere 
Angaben in dieser Richtung aus dem Altertum und Mittelalter habe ich nicht 


finden kénnen. , : 
2) Die Angabe, daS man ein Ende der Nadel reibt, findet sich auch in den 


oben zitierten Abhandlungen. 
3) Zubdija bedeutet eine Schale, Schiissel usw. Als Apparat der Alchemisten 
wird sie von al Gaubari erwabnt. (Vgl. eriath whee Beitriige aus der 
i * Ghemie von P. Diergart, 8. 244, i : 
sy see ect sich folgende Angabe an: Andere Methode zur Bestimmung 
des taksib. Man iiberzieht den ganzen Stein mit Wachs und macht in diesem 
an der Stelle des Auges ein Loch, das man mit Wasser fillt; dann erhitat man 
nstand und schreckt ihn in dem Wasser ab. (Dies unsinnige 


SaaS n man ebenso glaubte, durch 


Verfahren schlieBt sich an andere an, bei dene 


Eigenschaften iibertragen zu kénnen.) é 
i ss niche sich dann ganz unvermittelt die Beschreibung eines Augen- 


mittels ein, durch dessen Anwendung man 8 Meilen weit eee kann, Pe 
diejenige eines Mittels, um das Grauwerden der ees zu hindern usw. 
Kapitel 23 wird hierauf die Magnetnadel weiter cee _ ‘ 

5) Qirdt bezeichnet gewohnlich ein kleines Gewicht. 
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dann weifS1) an und reinigt sie, darauf schneidet man sie in kleine 
Stiicke. Dann létet man auf jedes Stiick Eisen ein Stiick roten Kupfers 
mit dem an anderer Stelle erwahnten, Silber enthaltenden Lot (2 bis 
3 Teile Silber, 1 Teil Kupfer). Nach dem Anléten macht man die 
Fliche, auf der sich kein Kupfer befindet, wei. Hierauf wird in 
deren Mitte und entsprechend auf der Mitte des Kupfers in das Eisen 
ein Loch gebohrt mit einem runden Bohrer, und dieser so lange gedreht, 
bis er zu dem Kupfer gelangt. Ist man dort angelangt, so vertauscht 
man den runden Bohrer mit einem viereckigen, nadelférmigen Bohrer 
oder mit einem Holzbohrer (al mitgab al chaschbi) mit konvexer Be- 
grenzung 2) und dreht ihn in der mit dem runden Bohrer hergestellten 
Hohlung zwei oder dreimal um, bis die Héhlung, so wie die Figur 
zeigt, kegelf6rmig geworden ist. Man muf 
sich aber davor hiiten, da der Bohrer nicht 
iGe in das Kupfer eindringt. Ist er aber ein- 
gedrungen ’), so ist die Bewegung der Nadel 
bekanntlich unméglich gemacht und man muff eine andere herstellen. 
Ist die Bohrung richtig ausgefiihrt, so spitzt man eines der Enden des 
Hisens zu einer feinen Nadel zu und befestigt an deren Ende einen 
Fortsatz (Zweig, schwba). Hierauf feilt man das andere Ende ganz 
allmihlich zu und stellt als Untergestell cine gleichmafige (genau 
senkrechte) Stiitze aus Kupfer auf. Auf diese setzt man die Nadel. 
Findet man dann, da8 das Ende ohne Fortsatz (es ist nicht zugefeilt) 
za schwer ist, so macht man es durch Abfeilen leichter und gleicht 
das Gewicht so lange aus, bis beide Seiten im Gleichgewicht sind. 
(In der Beschreibung fehlen Angaben, wie die Nadel magnetisiert 
wurde; es geschah dies sicher durch Streichen mit einem Magnet- 


eisenstein, wie dies in den Verhandlungen der Physikalischen Gesell- 
schaft 1919, 5S. 666 beschrieben ist.) 


1) Noch jetzt wird Eisen, um bestimmte Stellen auf-ihm zu bezeichnen, 
oft mit Kreide bestrichen und dann mit einem scharfen Gegenstand angerissen 
oder angekornt. Daneben werden besonders bei kleinen Sachen mit einem 
Messingstift Zeichnungen auf Eisen angebracht, da sich die gelbe Farbe des 
Messings gut von der grauen des Hisens abhebt. 

2) Bei dem eckigen Bohrer mit konvyexer Begrenzung handelt es sith 
jedenfalls um eine konische Reibahle. 

3) Dringt das Loch bis in das Kupfer, so wird es von der Spitze, auf der 
es sich reibt, bald verindert werden. 


Uber die 
Anwendung der Quantentheorie auf den Atombau). 
I. Die Grundpostulate der Quantentheorie. 
Von Niels Bohr in Kopenhagen. 


(Hingegangen am 15, November 1922.) 


Einleitung. 


Die Quantentheorie, welche als eine rationelle Verallgemeinerung 
der urspriinglichen Annahmen von Planck iiber den Energieaustausch 
zwischen einem einfachen harmonischen Oszillator und einem Strab- 
lungsfeld bezeichnet werden kann, stellt durch die Kinfiihrung von 
Diskontinuitaéten in die Naturgesetze einen entscheidenden Bruch mit 
den Vorstellungen der klassischen Elektrodynamik dar. Beim jetzigen 
Standpunkt der Physik mu8 jedoch jede Naturbeschreibung auf eine 
Anwendung der in der klassischen Theorie eingefiihrten und definierten 
Begriffe gegriindet werden. Es erhebt sich deshalb die Frage nach 
der Méglichkeit, die Prinzipien der Quantentheorie in einer solchen 
Form darzustellen, daB diese Anwendung als widerspruchsfrei erscheint. 
In diesem Aufsatze werden wir diese Frage naher untersuchen. Wir 
werden nachweisen, wie durch die Entwicklung der Quantentheorie 
die Grundlage fiir eine Theorie geschaffen zu sein scheint, welche 
von zahlreichen Erscheinungen, an denen die klassische Theorie 
offenbar scheitert, Rechenschaft zu geben erlaubt und sich zugleich 
auf natiirliche Weise an die Anwendungen anschlieBt, bei denen die 
klassische Theorie so gute Dienste geleistet hat. Bei der Betrachtung 
miissen wir uns jedoch immer den durchgreifenden Charakter des 
Bruchs mit unseren gewoéhnlichen Vorstellungen vor Augen halten, 
der durch die Einfiihrung von Diskontinuitéten bewirkt wird. Dies 
macht sich nicht am wenigsten geltend bei der Frage nach der 


1) Die vorliegende Abbandlung bildet den ersten einer Reihe von Auf- 
sitzen, die unter diesem Titel erscheinen werden, und deren Zweck es ist, die 
Probleme, denen man bei der Untersuchung des Atombaus begegnet, systematisch 
zu erlautern. In der Betrachtungsweise schlieBen sie sich nahe an eine Arbeit 
an, die 1918 in den Schriften der Kopenhagener Akademie publiziert wurde (On 
the Quantum Theory of Line Spectra, Det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 
8. Raekke, IV, 1) und von der eine deutsche _Ubersetzung im Verlag Friedr. 

-Vieweg & Sohn A.-G., Braunschweig eben erschienen ist. Im folgenden werden 
wir diese Arbeit als Q. d. L. zitieren. Inhaltlich schliefen sich die Aufsitze 
eng an die zusammenfassende Darstellung an, die in der Form einer Ubersetzung 
eines Kopenhagener Vortrages in dieser Zeitschrift (9, 1, 1922) erschienen und 
zusammen mit zwei friiheren Vortragen als ein Sonderheft der sda Viewee 

herausgegeben ist (drei Aufsatze ber Spektren und Atombau). 
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genaueren Formulierung der Prinzipien der Quantentheorie, bei der 
man bei dem jetzigen Stand der Wissenschaft gezwungen ist, sich 
das Anwendungsgebiet der Theorie stets vor Augen zu halten. Um 
uns die Aufgabe méglichst einfach zu machen, wollen wir deshalb als 
Ausgangspunkt eine Formulierung wahlen, die sich auf einem be- 
grenzten Gebiet zur Behandlung einiger typischen Anwendungen, bei 
denen die klassische Theorie besonders hilflos war, als geeignet er- 
wiesen hat. Wir beginnen damit, ein abgeschlossenes Atomsystem 
zu betrachten, worunter wir ein System von elektrisch geladenen 
Teilchen verstehen wollen, die sich unter dem EinfluB der gegen- 
seitigen Krafte in solcher Weise bewegen, daB die Abstaénde der 
Teilchen stets unter gewissen bestimmten Grenzen bleiben. Die An- 
wendung der Quantentheorie auf solche Systeme wird in ihren Haupt- 
ziigen durch zwei Grundpostulate charakterisiert, die wir gesondert 
besprechen und beleuchten wollen. Wir werden hierbei auch passende 
Gelegenheit finden, auf die Frage nach der Begrenzung des An- 
wendungsgebiets dieser Postulate und deren etwaige Modifikation fiir 
unabgeschlossene Systeme einzugehen. 


I. Kapitel. Die stationaren Zustande. 


§ 1. Erstes Grundpostulat. Das erste Postulat der Quanten- 
theorie fiir abgeschlossene Atomsysteme besagt, da unter den kine- 
matisch denkbaren relativen Bewegungen der Teilchen eines Atoms 
gewisse Zustainde, die sogenannten stationaren Zustinde, bestehen, 
die sich durch eine eigentiimliche Stabilitat auszeichnen, welche 
sich darin aufert, daB jede bleibende Anderung in der Bewegung 
des abgeschlossenen Systems in einem vollstaéndigen Ubergang des- 
selben von dem urspriinglichen zu einem anderen dieser stationiren 
Zustinde bestehen muB. 

Der Widerspruch der in diesem Postulat enthaltenen Forderung 
gegen die klassische Theorie ist einleuchtend. Nach dieser Theorie 
wird ja ein System von elektrisch geladenen Teilchen nicht nur keine 
besonderen Bewegungen haben, die im Gegensatz zu den tibrigen eine 
Stabilitét der besprochenen Art aufweisen, sondern ein solches System 
wird iiberhaupt keine stationiren Bewegungen besitzen, da jede Be- 
wegung der Teilchen relativ zueinander, die in Betracht kommen 
kénnte, zu der Aussendung von elektromagnetischer Strahlung Anla& 
geben wiirde. Wenn es trotzdem méglich gewesen ist, bei der Be- 
schreibung der Bewegung in den stationiren Zustinden in groBem 
Umfang von der klassischen Theorie geholte Begriffe zu benutzen 
so liegt. dies vor allem darin, daB bei den gewéhnlich hewackinen 
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Atomsystemen diejenige Anderung in der Bewegung der Teilchen, 
die nach dieser Theorie in direktem Zusammenhang ‘mit der Aus- 
sendung der Strahlung stehen wiirde, in jedem Augenblick nur klein 
ist im Vergleich zu der Bewegungsinderung, die von den zwischen 
den Teilchen wirkenden elektromagnetischen Kriiften herriihrt; diese 
mégen direkt von den gegenseitigen Anziehungen und AbstoSungen 
der Teilchen herriihren oder von magnetischen Kraftfeldern, die durch 
die Bewegung der Teilchen entstehen. Bei dem Versuch, einen An- 
schlu8 an die klassischen Vorstellungen zu erzielen, bietet sich deshalb 
unmittelbar die Aunahme dar, daS die Bewegung in den stationaren 
Zustanden mit} groBer Annaherung durch die Gesetze der gewdhn- 
lichen Elektrodynamik beschrieben werden kann, wenn man nur die 
mit der Aussendung von Strahlung verkniipften Reaktionen vernach- 
lassigt. Diese Annahme bedeutet, daB die Bewegung des Systems in 
den stationiren Zustinden mit groBer Anniherung durch Gesetze 
beherrscht wird, die ihren iibersichtlichsten Ausdruck in den so- 
genannten kanonischen Bewegungsgleichungen finden: 

dm OK dq OK 

dt +i a Og godt Day OPE 
s ist die Anzahl von Freiheitsgraden, worunter wir hier die Anzahl von 
unabhangigen Verianderlichen verstehen wollen, die fiir die Beschrei- 
bung der Lagen der Teilchen relativ zu einem Bezugssystem, worin 
das System als Ganzes als ruhend betrachtet werden kann, erforder- 
lich sind. q,...qs sind eine Anzahl von generalisierten Lagenkoordi- 
naten, welche die Lagen der Teilchen relativ zu einem solchen Bezugs- 
system bestimmen, wahrend p, ...ps die zu diesen konjugierten Momente 
sind. E ist eine Funktion der p und q, welche als die Totalenergie 
des Systems bezeichnet werden kann, und die nach der klassischen 
Theorie mit groSer ;Annaherung durch die gegenseitigen Stellungen 
und Geschwindigkeiten der Teilchen definiert ist. 

Aus den Gleichungen (1) folgt unmittelbar die Konstanz der 
Energie wahrend der Bewegung in den stationaren Zustanden. Hier- 
von abgesehen, ist jedoch die Lésung der Gleichungen (1) im all- 
gemeinen von einem sehr verwickelten Charakter und bier kaum 
eine geniigende Grundlage fiir die Festlegung und Beschreibung. von 
getrennten stationdren Bewegungszustiinden — Systems dar. Hierzu 
_ scheinen gewisse ausgesprochene Dorie jzititacig ousohaivenl ts 
der Bewegung notwendig zu sein), In den Fallen, wo es mdglich 


(k = 1...8). (1) 


i . : ii ie Anwendung der Quanten- 
1) In Plancks allgemeinen Betrachtungen tiber die awe quar 
edie auf Atomsysteme (Berl. Ber. 1918, 8. 435), denen iibrigens physikalische 
ne 
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gewesen ist, auf Grund'der Bewegungsgleichungen (1) eine rationelle 
Festlegung der stationaren Zustiinde zu erreichen, ist auch deren all- 
gemeine Lisung von sogenanntem einfach oder mehrfach periodischen 
Charakter gewesen. In komplizierteren Fallen miissen wir darauf 
vorbereitet sein, daB sich die Gleichungen (1) zur Beschreibung der 
Bewegung in den stationaren Zustinden auch nicht in der be- 
sprochenen durch die Strahlungsreaktionen bedingten Annaherung als 
ausreichend erweisen werden (vgl. S. 134). 

§ 2. Festlegung stationairer Zustande einfach und 
mehrfach periodischer Systeme. Als Systeme dieser Art defi- 
nieren wir solche, fiir die jede durch die Gleichungen (1) beschriebene 
Bewegung so beschaffen ist, daB die Verschiebung jedes einzelnen 
Teilchens im Raum, von einer eventuellen gleichmaSigen Translation 
des Systems als Ganzes abgesehen, in eine Reihe von harmonischen 
Schwingungen aufgelést werden kann. Die Verschiebung des Teilchens 
in eine gegebene Richtung als Funktion der Zeit kann folgender- 
maBen ausgedriickt werden: 


E = 2Cy,...,, 008 2m ([t10, +--+ T,@,Jt+ Yx...x,)- (2) 
@,...@, sind die sogenannten Grundschwingungszahlen, deren Anzahl u 
wir als ,,Periodizitatsgrad“ bezeichnen wollen. Die Summation soll 
tiber alle ganzzahligen Werte der Zahlen t,...t, ausgefiihrt werden. 
Die Eindeutigkeit der genannten Auflésung ist dadurch bedingt, daB 
zwischen den Gréfen @,...0, keine Beziehungen von der Form: 

m,@,+---+m,@, = 0 (3) 
bestehen, wo m,...m, eine Reihe von ganzen Zahlen bedeuten. 

Die stationaren Zustiénde eines solchen Systems werden durch 
eine Anzahl Bedingungen festgelegt, die als sinngemife Verallgemeine- 
rung der urspriinglichen Annahmen von Planck iiber die ausgezeich- 
neten Zustinde eines einfachen harmonischen Oszillators betrachtet 
werden kénnen. Diese Zustandsbedingungen, deren Anzahl gleich 
dem Periodizititsgrad ist, kénnen in der folgenden Form geschrieben 


werden: Jy, == WM hgicde = Nyh, ee 


Gesichtspunkte zugrunde gelegt sind, die sich wesentlich von unseren Grund- 
postulaten unterscheiden, wird es als eine notwendige Bedingung fiir eine 
Quantisierung angesehen, da bei Systemen von mehr als einem Freiheitsgrade 
auBer dem Energieintegral mindestens s—1 andere eindeutige Integrale der 
Gleichungen (1) bestehen, welche in dem 2 s-dimensionalen Phasenraum zur 
Definition von bestimmten s-dimensionalen Gebieten dienen kénnen, innerhalb 
welchen der Bahnpunkt wihrend der Bewegung bleibt. Wie Kneser (Math. 
Ann. $4, 277, 1921) hervorgehoben hat, ist eine solche Forderung wesentlich 
gleichbedeutend mit der Anwesenheit von Periodizitatseigenschaften der erwahnten 
Art bei der allgemeinen Liésung der Bewegungsgleichungen. 
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wo h die Plancksche Konstante ist, und M,...m, eine Reihe von 
ganzen Zahlen, die sogenannten ,,Quantenzahlen“ bezeichnen, wihrend 
J,..-Jy gewisse, die Bewegung des Systems bestimmende Gréfen 
sind, die in naher Beziehung zu den Periodizititseigenschaften des 
Systems stehen. Diese GréBen werden am einfachsten definiert als 
die konjugierten Momente einer Anzahl von analytischen Veriinder- 
lichen, die man zweckmifig als ,, Uniformisierungsvariable“ bezeichnen 
kann, und die sich folgendermafSen kennzeichnen lassen: 

Die in (1) eingehenden verallgemeinerten Koordinaten q,... ds und 
ihre konjugierten Momente p,...p, lassen sich durch das folgende neue 
System von s Paaren kanonisch konjugierter Variablen ausdriicken: 


Wears: ys Py. 25,48 (4) 
rs Gee air Oy es Wg ge 


wobei die erste Reihe von Variablen in den kanonischen Gleichungen (1 
fiir die g, die zweite fiir die p einzusetzen ist. Diese neuen Variablen 
sollen die folgenden drei Bedingungen befriedigen: 


I. Die g und p sind periodisch in jeder der Variablen w,... wy, 
mit der Periode 1, d.h. jede Koordinate g, kann als eine mehrfach 
unendliche trigonometrische Reihe vom Typus 


lp = Z Cn... cos 20 (tT, Wy + +++ Ty Wy + Vo4...t,) (5) 


ae 

geschrieben werden, wo die GréSen C und y nur von den J, den « 
und den # abhingen und die Summation iiber alle Kombinationen von 
ganzzahligen t,...T, zu erstrecken ist. 


II. Die Energie des Systems, als Funktion der neuen Variablen 
betrachtet, hangt nur von den GréfBen J,...J, ab. Infolge der kano- 
nischen Gleichungen bringt diese Bedingung mit sich, daB sowohl die 
Variablen J,...J, als auch ‘die a und # wiahrend jeder Bewegung 
konstant bleiben, wahrend die Variablen w,..., sich gleichférmig 
mit der Zeit andern: 


0, == 01-0, (r.==.1..-U); (6) 

ee OE 
= cea CIP 7 
Poe ome clea w) (7) 


Aus (6) und aus der Bedingung I folgt nun weiter, daB jede 
Koordinate g, (und deshalb die Komponenten des resultierenden elek- 
trischen Momentes des Systems) in einer vorgegebenen Richtung in 
ihrer Abhingigkeit von der Zeit eben durch einen EMS ES von der 


Gestalt (2) sich ausdriicken laBt. 


= 
bo 
ho 
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Ill. Die Gréfen J,, in deren Festlegung bis jetzt eine additive 
Konstante unbestimmt blieb, sind so zu bestimmen, da8 das iiber eine 
mechanische Bewegung des Systems erstreckte Integral 

3 

\ Sopr dar, 

fo 
das gewohnlich als ,WirkungsgréBe* bezeichnet wird, und das be- 
kanntlich von der Wahl der Koordinaten unabhiangig ist, sich von der 
,uniformisierten* WirkungsgréBe 


t “4 u 
SF-du, = (¢—t)) > J, (8) 
B ears 1 


to 
fiir jede Bewegung des Systems nur um zeitlich periodische Glieder 
unterscheidet. 

Das Wesen der Uniformisierungsvariablen bringt mit sich, daB 
die Voraussetzung, wonach zwischen den GréBen @, keine lineare 
Verbindung vom Typus (3) stattfinden soll, keine Beschrankung der 
Allgemeinheit bedeutet. Bestande eine soleche Verbindung, so kénnte - 
man immer in wohlbekannter Weise durch eine geeignete Trans- 
formation die Variablen J und w durch lineare Verbindungen dieser 
Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten ersetzen, so da die Anzahl u 
von Variablenpaaren J,, w, um Eins vermindert wird, wahrend gleich- 
zeitig die Paare von konjugierten GréBen a, B, die wir oft als Bahn- 
konstanten bezeichnen werden, um Eins vermehrt werden ?). RY’ 


1) Die Entwicklung der Bedingungen fir die Festlegung der stationdren 
Zustainde ist allmahlich fortgeschritten durch Teilnahme einer grofen Anzahl 
Verfasser, zu denen Planck selbst gehért. Auf diese Entwicklung wollen wir 
hier nicht naher eingehen, da eine mit Literaturhinweisen versehene Darstellung 
in Q.d.L. (vgl. Anm. 8. 117 dieser Abhandlung) gegeben ist. Fir das Folgende 
wollen wir hier nur an einige Punkte erinnern. Fiir rein periodische Systeme 
(u = 1) ist die Bedingung (A) damit identisch, daS das Wirkungsintegral, iiber 
eine Periode genommen, gleich einem ganzen Vielfachen der Planckschen 
Konstante ist. Fir mehrfach periodische Systeme, bei denen die Bewegungs- 
gleichungen durch ,Separation“ der Veranderlichen gelést werden kénnen, d. h. 
wo es méglich ist, eine Gruppe von Lagenkoordinaten q,...q, zu finden, so 
daB jedes der konjugierten Momente p, wahrend der Bewegung nur von der 
entsprechenden Lagenkoordinate qg, abhangt, sind ferner, wenn der Periodizitiats- 
grad der Bewegung gleich der Anzahl von Freiheitsgraden ist (us), die statio- 
naren Zusténde nach der von Wilson und Sommerfeld begriindeten und besonders 
von Epstein entwickelten Theorie durch die Gleichungen (A) gegeben, wenn jede 
der GréSen J, gleich dem ,separierten* Wirkungselemente fp,4q, gesetzt wird, 
wo das Integral iiber eine vollsténdige Periode der Veranderung des entsprechen- 
den q zu erstrecken ist. Wenn der Periodizitatsgrad kleiner ist als die Anzahl 
von Freiheitsgraden, wird das System oft als ,entartet“ bezeichnet. In diesem 
_ Fall kann die Festsetzung der in der Bedingung (A) auftretenden GréBSen J nicht 
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$3 3. Festlegung stationirer Zustinde eines Systems 
in Anwesenheit eines duBerem konservativen Kraftfeldes. 
Bei einem Versuch, die Bedingungen, welche die stationaren Zu- 
stande festlegen, niher zu beleuchten, entsteht zuerst die Frage: Wie 
noni sich die quantentheoretische Forderung der Stabilitiit der 
stationaren Zustinde zu den Vorstellungen der klassischen Theorie 
iiber die Wirkung von Aueren Kriften auf ein System oder iiber 
——— ; : ; ; : 

die Wechselwirkung von zwei solchen Systemen? Bei der Diskussion 
solcher Wirkungen wollen wir damit anfangen, den Fall zu unter- 
suchen, wo die fiuBeren Krifte ein zeitlich konstantes konservatives 
Feld bilden. Wenn in diesem Fall die Lisung der Bewegungs- 


gleichungen — welche durch (1) gegeben sind, wenn in der Energie- 
funktion auch die potentielle Energie des Systems in bezug auf die 
iuSeren Krafte mitgenommen wird — wieder mehrfach periodischen 


Charakter aufweist, begegnen wir einem Problem, das von dem Pro- 
blem der Festlegung der stationiren Zustiinde eines abgeschlossenen 
Systems nicht wesentlich verschieden ist, und wir werden annehmen, 
daB das System in Anwesenheit der fuSeren Krafte eine Reihe von 
stationaren Zustiinden besitzen wird, die durch die Bedingungen (A) 
festgelegt sind. 

In dem bei vielen physikalischen Anwendungen auftretenden Fall, 
daB8 die auBeren Krafte nur klein sind im Vergleich zu den zwischen 
den Teilchen wirkenden Kriaften, la8t sich die Frage nach dem Einfiu8 


unmittelbar durch eine mégliche Lisung der Bewegungsgleichung mittels Sepa- 
ration der Variablen erhalten werden. Dies leuchtet schon deshalb ein, weil in 
einem solchen Fall eine Separation oft in verschiedenen Koordinatensystemen 
méglich ist, die verschiedene Bedeutungen der oben erwahnten Wirkungselemente 
mit sich fiihren. Innerhalb der allgemeinen Klasse der mehrfach periodischen 
Systeme bilden die Systeme, welche Separation der Verdnderlichen zulassen, eine 
Familie, deren Bewegung als eine Ubergangsform betrachtet werden kann zwischen 
dem einfachen Fall, wo die Bewegung in mehrere, in der Zeit rein periodische 
Komponenten zerfallt, welche den verschiedenen ,unabhéngigen Freiheitsgraden“ 
entsprechen, und dem allgemeinen Fall von Bewegungen, die gemi8 Formel (2) 
in harmonische Komponenten zerlegt werden kénnen. Alle bekannten Be- 
wegungen dieser Art kénnen durch eine Anzahl von uniformisierenden kanoni-~ 
schen Verdnderlichen, wie im Text besprochen, beschrieben werden. Mit Rick- 
sicht auf typische Anwendungen in der Himmelsmechanik werden solche 
Verinderliche oft ,Winkelvariable“ genannt. Die Anwendung der analytischen 
Theorie uniformisierender Variablen in der Quantentheorie geht bekanntlich auf 
Schwarzschild zuriick. Eine zusammenfassende Darstellung der Theorie ist 
in einer Dissertation von Burgers gegeben (Het Atoommodel van Ruther- 
ford-Bohr, Haarlem 1918). Dieser Verfasser hat die Theorie der stationaéren 
Zustande mehrfach periodischer Systeme dadurch wesentlich prazisiert, daB er 
zum ersten Male eine mit der Bedingung II 4quivalente Bedingung eingefiihrt 


hat (vgl. unten Anmerkung 2 auf 8. 131). 
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der aiuBeren Krafte in iibersichtlicher Weise behandeln, indem die 
Anderung der stationairen Zustinde in unmittelbarem Zusammenhang 
mit den durch die auBeren Krafte hervorgerufenen Bewegungsande- 
rungen des Systems, den sogenannten ,,Stérungen“, gebracht wird. 
GemiS dem gewohnlichen Verfahren der analytischen Mechanik werden 
diese Stérungen dadurch beschrieben, daS man zu jeder Zeit die 
sogenannte ,oskulierende* Bewegung betrachtet, namlich die Be- 
wegung, die entstehen wiirde, wenn in dem betrachteten Augenblick 
die Wirkung der iuBeren Krifte plétzlich verschwinden wiirde. Indem 
wir annehmen, daS die ungestérte Bewegung mehrfach periodischen 
Charakter besitzt, kann die oskulierende Bewegung durch eine Anzahl 
von uniformisierenden Veriinderlichen von der oben angegebenen Art 
beschrieben werden. Die Anderung dieser Veranderlichen mit der 
Zeit wird dann wieder durch die folgenden Gleichungen gegeben sein: 


a J, oe eR. dw, a eé2 b ont } 
Qtisida noe sees pe J, — (9) 
ad &; Ee. .o®, ap; fs EQ 


a= T7 aye = Se (§ — 1...s— 4), 


wo €& das Potential der iuBeren Krafte bedeutet, als Funktion der 
oskulierenden uniformisierenden Veranderlichen gedacht. Der kon- 
stante Faktor ¢ ist eine kleine, mit der Intensitit der &uBeren Krafte 
proportionale GréSe. Die Funktion Q kaun infolge der fiir uniformi- 
sierende Veriinderliche geltenden Bedingung I folgendermaBen ge- 
schrieben werden: 


Se eee BET to ay Oty -- yn Pn eee) 
- St We ty cos 2% {t, w, + +--+ tym, + Pr, -.-tyh> (10) 


Hct, 

wo die GréBen @ in dem zweiten Glied auf der rechten Seite, ebenso 
wie ¥,, von den Argumenten Jj...Ju, 0-.-@s—a, B,--.-Bs—y, ab- 
hingen. Dasselbe gilt fiir die GréBen y. Die Summation soll tiber 
alle Kombinationen von ganzen positiven und negativen Werten der r, 
mit Ausnahme der Kombination t, = t, = ---t, = 0, ausgefiihrt 
werden. Das erste Glied, das dieser Kombination entspricht, ist pro- 
portional dem iiber eine Bewegung des ungestirten Systems genommenen 
Mittelwert des Potentials der &uBeren Krifte. 

Der Charakter der durch (9) bestimmten Stérangen wird wesent- 
lich verschieden sein, je nachdem die GréBe @, ebenso wie die 
Energiefunktion der ungestiérten Bewegung nur von den GréfSen 
J,---Jy abhingt, oder auch noch die GriSen «@ und § enthilt, wie 
es im allgemeinen der Fall sein wird, wenn wu kleiner als s ist. In 
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dem ersten Fall werden die Perturbationen immer mehrfach perio- 
dischen Charakter besitzen, und die stationiiren Zustiinde des gestdrten 
Systems werden durch dieselbe Anzahl von Bedingungen bestimmt 
sein, wie die stationiren Zustiinde des ungestirten Systems. Um die 
expliziten Bedingungen fiir die stationiren Zustiinde des gestérten 
Systems analytisch anzugeben, miissen wir aber neue Verdanderliche 
suchen, die sich zur Uniformisierung dieses Systems eignen. Hine 
solche Verainderung von Variablen wird bekanntlich als eine Kontakt- 
transformation bezeichnet. Hier werden die Verhiiltnisse besonders 
einfach, weil, wegen der angenommenen Kleinheit von ¢, die neuen 
Uniformisierungsvariablen, die wir mit einem Strich bezeichnen wollen, 
in ihrer Bedeutung nur wenig von den Uniformisierungsveranderlichen 
des urspriinglichen Systems abweichen. Unter Vernachlissigung 
héherer Potenzen von ¢ kénnen wir nach den Gesetzen fiir infinitesi- 
male Kontakttransformationen schreiben: 


cee Og) lee aes os 
DO ae ina? Set aa | 
(11) 
ee Ae eae is 
eee = nT "Ey E 


wo S eine Funktion der J, w, « und # ist. Man findet nun leicht, 
daB8, wenn man 


ee 
c= = sin 2a (twp tuut Yee 12) 
fs not Berca a 


setzt, wo aie Snaeee iiber alle ganzzahligen Kombinationen der 1, 
auBer t, = --- = tT, — 0 erstreckt werden soll, die neuen Verander- 
lichen tatsichlich die Bedingungen I, II und III erfiillen, die not- 
wendig sind, damit sie uniformisierende Variablen fiir das neue System 
darstellen. Die Totalenergie des gestérten Systems ist, wenn wir 
wieder, wie iiberall in der Rechnung, zweite und hodhere Potenzen 
von & vernachlissigen, durch folgenden Ausdruck gegeben: 

E' = E(J,...du) + & Po (Gy. -Iu)s (13) 
wo E die Energiefunktion des ungestiérten Systems bedeutet. Die 
stationaren Zustinde werden nun durch die Gleichungen (A) bestimmt, 
wenn wir nur anstatt J,...J, die Gréfen tea einfihren: - 

Jum mele. (b-Sola. st): (14) 
Aus dem Ausdruck (13) folgt unmittelbar, “das die Anderung in der 
Energie der stationéren Zustinde auf Grund der Anwesenheit der 
iuBeren Krafte in erster Anniherung einfach gleich dem tber eine 
Bewegung des ungestérten Systems genommenen Mittelwert der poten- 
tiellen Energie des hs in bezug auf das auBere Feld ist. 
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In dem Fall, wo &, auBer von ‘den J’ noch von den GréBen « 
and 6 abhingt, werden die Stérungen von einer wesentlich anderen 
Art sein, indem nun sogenannte ,sikulare“ St6rungen auftreten 
werden. Auer Oszillationen von mehrfach periodischem Charakter 
in den « und $B, mit Perioden gleich denen der ungestérten Be- 
wegung und mit Amplituden, die den a4uBeren Kraften proportional 
sind, werden namlich, wie aus (9) und (10) ersichtlich ist, diese 
GréBen langsamen Veriinderungen unterworfen sein, die im Laufe der 
Zeit endliche Unterschiede in der Bewegung des Systems hervor- 
bringen werden. Wenn diese Veranderungen von einfach oder mehr- 
fach periodischem Charakter sind, wird die Bewegung des gestérten 
Systems wieder mehrfach periodisch sein, aber mit einem héheren 
Periodizititsgrad als die ungestérte Bewegung, indem zu den u Schwin- 
gungszahlen, welche den Grundschwingungszahlen der ungestérten Be- 
wegung entsprechen, auf Grund der sikularen Perturbationen eine 
weitere Anzahl von Schwingungszahlen hinzukommen werden, deren 
GréBe mit der Intensitéat der 4uheren Krafte proportional sein wird. 

Fiir die analytische Behandlung dieses Problems geniigt es nicht, 
eine einfache Kontakttransformation auszufiihren. Fiihren wir wieder 
die durch (11) und (12) definierte Transformation aus, so erreichen 
wir wohl, da8 die GréBen w aus dem Energieausdruck verschwinden, 
nicht aber die GréBen w und f. Fiir die Energie des gestérten 
Systems wird namlich die Form tee 

GT Tyee By Te anch tie, ee Bion), ate 
wo die GréBen « und f’ sich im ieee as mit der Zeit ander. 
Mit Vernachlassigung von kleinen mit é? proportionalen Gréfen wird 
diese Anderung durch die Fe pinata 

dct, Ot og Ope os ' 

ap eT oe °(k = 1...s—u) (16) 
gegeben sein. Diese Gleichungen, welche die sikularen Stérungen 
beschreiben, besitzen dieselbe kanonische Form wie die Bewegungs- 
gleichungen (1). Das Problem, welchem wir bei der Festlegung der 
stationdren Zustinde mit Hilfe der Bedingungen (A) begegnen, ist 
daher auf ein Problem zuriickgefiihrt, das der Festlegung der statio- 
naren Zustinde eines Systems von s—wu Freiheitsgraden vollig analog 
ist. Im Falle, wo die Lésung der Gleichungen (16) einfach oder 
mehr fach periodischen Charakter vom Periodizitétsgrad u’—w besitzt, 


wird es also méglich sein, eine Gruppe von uniformisierenden Ver- 
anderlichen 


Lad ” 


’ i? 

Wy tis-+Wy 1leer+ Ps—w 
? 4 , ” ” 

e sreee da Oy oe Og yy 
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einzufiihren, welche zur Beschreibung der durch (16) gegebenen 
sikularen Perturbationen sich in Ahnlicher Weise elgnen, sie die 
Variablen (4) zur Beschreibung der Bewegung eines mehrfach periodi- 
schen Systems, das durch die kanonischen Gleichungen (1) dargestellt 
wird. Die stationiiren Zustinde werden nun durch yw! Bedingungen 
vom Typus (A) festgelegt, naimlich auBer durch die u Bedingungen (14) 
noch durch die «’ —w hinzukommenden Bedingungen ; 


Ji =k (@=u+1,u+ 2...w’). (17) 
Die Energie in den stationiren Zustinden ist gegeben durch 
tie JOG ested Gest 8 Pin) (Sais yy. Sys peed) (18) 


wo das zweite Glied der rechten Seite wie in Gleichung (15) den 
tiber eine Bewegung des ungestérten Systems genommenen Mittel- 
wert des stérenden Potentials bedeutet, der jedoch in diesem Fall 
auBer den Bedingungen (A) der stationiren Zustinde des ungestérten 
Systems noch den Bedingungen unterworfen ist, die durch (17) aus- 
gedriickt werden auch noch in dem Grenzfall, wo die iuBeren Krafte 
verschwinden (¢ = 0). Da diese Bedingungen der Natur der Sache 
nach volistandig von den Periodizitatseigenschaften der sakularen 
Stérungen abhangen, werden dieselben bei verschiedenen Kraftfeldern 
vollkommen verschiedene Bahneigenschaften bestimmen. Unter der 
Annahme, daB8 die Bewegung in den stationiren Zustinden in der 
Anwesenheit von 4uBeren Kraftfeldern durch die gewéhnliche Mechanik 
beschrieben werden kann, erscheint es deshalb schon mit Riicksicht 
auf die Stabilitat der stationaren Zustinde als eine notwendige Be- 
dingung, da8 die Bewegung des ungestdérten Systems durch eine An- 
zahl von Bedingungen festgelegt ist, die nicht gréBer ist als der 
Periodizitaitsgrad. J 


Im Zusammenhang mit der Frage nach der Genauigkeit, womit 
die stationéren Zustinde des gestérten Systems festgelegt sind, mag 
daran erinnert werden, da8 wir nicht erwarten kénnen, die stationaren 
Zustinde eines Atomsystems mit gréBerer Genauigkeit festzulegen, 
als es mit der Beschreibung der Bewegung durch die Gleichungen (1) 
vereinbar ist, deren approximativer Charakter schon durch die Ver- 
nachlissigung der in der klassischen elektromagnetischen Theorie 
auftretenden Strahlungskrafte bedingt ist. Dieser Umstand ist vor 
allem von Bedeutung, wenn es sich darum handelt, die Bewegung 
des Systems auch wihrend Zeiten, die groB sind verglichen mit den 
Perioden der ungestérten Bewegung, auf Grund der Gleichungen der 
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Stérungstheorie zu verfolgen. Wir werden in Kapitel II auf ein mit 
dieser Frage zusammenhingendes Problem zu sprechen kommen’). 

§ 4. Stabilitat der stationiaren Zustinde in Anwesen- 
heit A4uBerer verinderlicher Kraftfelder. Adiabaten- 
prinzip. 

Wir wollen jetzt ein Atomsystem betrachten, das der Wirkung 
eines auBeren mit der Zeit verinderlichen Kraftfeldes ausgesetzt ist. 
Charakteristischen Beispielen solcher Falle begegnen wir, wenn’ ein 
Atom von elektromagnetischer Strahlung getroffen wird, oder wenn 
wir ZusammenstéBe von zwei Atomen betrachten. In solchen Fallen 
fiihren die Postulate der Quantentheorie iiber die Existenz und 
Stabilitét der stationiren Zustainde zu der folgenden Forderung: Bei 
einem Vorgang, wo ein Atom voriibergehend 4uBeren EKin- 
wirkungen ausgesetzt wird, oder bei dem mehrere Atom- 
systeme in gegenseitige Wechselwirkung treten, wird jedes 
der betreffenden Atomsysteme sowohl nach wie vor dem 
Vorgang in einem stationiren Zustand sein?). Diese Forde- 
rung hat zur Folge, dai die Reaktion eines Atomsystems gegen 


1) Die in diesem Paragraph gegebene Theorie fiir gestérte Systeme ist in 
ihren Hauptziigen in Q.d.L. Teil II, § 2 dargestellt, wo sich die Behandlung 
jedoch auf den fiir die Anwendungen auf Atomfragen besonders wichtigen Fall 
beschrankt, dai die Bewegung des ungestérten Systems rein periodisch ist. 
Die dort gegebene Darstellung schlieBt sich eng an die im folgenden als 
‘Adiabatenprinzip und Korrespondenzprinzip beschriebenen physikalischen Ge- 
sichtspunkte an. Die hier gegebene einfache analytische Darstellung verdanke ich 
besonders der wertvollen Mitarbeiterschaft von Dr. Kramers (vgl.H.A.Kramers, 
ZS. fir Phys. 3, 199, 1920). Siehe auch Burgers’ Dissertation (vgl. FuBnote 
S. 122), wo mehrere lehrreiche Anwendungen der Methoden der Stérungstheorie 
auf quantentheoretische Probleme gegeben sind. In einer Reihe vor kurzem 
erschienener Abhandlungen hat ferner Epstein das Problem der gestérten 
Systeme behandelt (ZS. fiir Phys. 8, 211, 305; 9, 92, 1922). In mehreren Punkten 
vertritt er eine Ansicht, die von der in Q.d.L. dargestellten verschieden ist. 
Diese Verschiedenheit scheint jedoch wesentlich in seiner Rechnungsmethode 
begriindet zu sein, die kaum eine geniigend allgemeine Anwendung erlaubt, um 
die Schliisse dieses Verfassers zu rechtfertigen. Fir diesen Punkt mag auf 
eine eben erschienene Arbeit von Born und Pauli (ZS. fiir Phys. 10, 137, 
1922) hingewiesen werden, in der eine Darstellung der Quantentheorie gestérter 
Systeme vom selben Gesichtspunkt aus wie die oben gegebene Darstellung durch- 
gefiihrt ist, wo aber die Verfasser naher ausfiihren, in welcher Weise die Be- 
handlung gestérter Systeme mit hdheren Anndherungen durchgefiihrt werden 
kann. Dabei wird die Frage besprochen, wie Reihen von der Art, welche in 
der obigen Gleichung (12) auftreten, konvergieren. Bei der Beantwortung dieser 
Frage dirfte der im Texte zuletzt beriihrte Umstand wesentlich zu_beriick- 
sichtigen sein. 

*) Siehe N. Bohr, Phil. Mag. 26, 13, 1913; in deutscher Uhersetzung 
erschienen als ,Abhandlungen iiber Atombau‘, Friedr. Vieweg & Sohn, 1920 
(im folgenden als Abh. titber Atombau zitiert); vgl. Abh. I, 8.19. Die Frage 


we 
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auBSere Kinwirkungen im allgemeinen nicht einmal in erster Annaherung 
mit Hilfe der Gesetze der klassischen Elektrodynamik beschrieben 
werden kann. Dieses prinzipielle Versagen der elektrodynamischen 
Gesetze diirfte beim ersten Anblick eigentiimlich vorkommen in An- 
betracht der Tatsache, da8 unsere Beschreibung vieler physikalischer 
Phainomene wesentlich auf einer Anwendung dieser Gesetze auf die 
Reaktion von Atomsystemen gegeniiber 4uSeren Einwirkungen beruht. 
Indessen muf daran erinnert werden, da® es sich bei solchen Phi- 
nomenen, wie z. B. in der kinetischen Warmetheorie, oft um Prozesse 
handelt, fiir welche der Zustand der beteiligten Atomsysteme — 
wenn tiberhaupt die Postulate der Quantentheorie in ibrer einfachen 
Form Giiltigkeit fiir diese besitzen (vgl. die folgenden Kapitel) — 
groBen Werten der Quantenzahlen entsprechen, so daf die Bewe- 
gungen in aufeinanderfolgenden stationiren Zustiinden relativ wenig 
verschieden sind, und der Energieaustausch bei den Prozessen Uber- 
gangen entspricht, bei denen die Quantenzahlen sich um viele Ein- 
heiten Andern. 

Die erwahnte Anwendbarkeit der elektrodynamischen (mechani- 
schen) Gesetze in diesem Grenzgebiet darf daher nur angesehen 
werden als eine Verschleierung des prinzipiellen Unterschiedes zwischen 
den Gesetzen, die den wirklichen Mechanismus der Vorginge be- 
herrschen, und den kontinuierlichen Gesetzen der klassischen Auf- 
fassung. Die Aufgabe, die bei der Entwicklung der Quantentheorie 
uns an dieser Stelle entgegentritt, mag dahin formuliert werden, 
quantitativen Gesetzen fiir Reaktionen von Atomsystemen nachzu- 
spiiren, die sich in dem erwahnten Grenzgebiet den durch die 
klassische Theorie gewonnenen statistischen Resultaten anschlieBen 
und doch zugleich auch die charakteristische, dem klassischen Bilde 
fremde Stabilititsforderung der Postulate der Quantentheorie zur 
Geltung bringen. Fiir die Méglichkeit der Aufstellung solcher Gesetze 
der Quantenkinetik diirfte es von wesentlicher Bedeutung sein, daB 
die quantentheoretischen Gesetze der Festlegung stationdrer Zustande 


der Unzulanglichkeit der klassischen Theorie zur Beschreibung der Wechsel- 
wirkung eines Atoms mit einem Strahlungsfeld ist in Kapitel IT und III 
dieser Abhandlung naher diskutiert. Eine Ubersicht tiber die experimentellen 
Resultate iiber ZusammenstifLe zwischen freien Hlektronen und Atomen, die wir 
in erster Linie J. Franck und seinen Mitarbeitern verdanken, ist von diesem 
Verfasser in zwei zusammenfassenden Aufsitzen gegeben, wo auch das Ver- 
haltnis der Versuchsergebnisse zu den Forderungen der Quantentheorie eingehend 
besprochen ist (Phys. ZS. 20, 132, 1919; 22, 388, 409, 441, 466, 1921). Vel. auch 
das eben erschienene Buch von P. D. Foote und F. L. Mohler (On the origin 
of spectra, New York 1922), das eine ausgezeichnete Ubersicht tiber das ganze 


Gebiet enthalt. 
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sowie der Uberfiihrung solcher Zusténde ineinander den fiir die 
klassischen Gesetze charakteristischen Forderungen der Relativitat 
der Bezugssysteme und der Umkehrbarkeit der Prozesse geniigen 1). 

Von einer strengen Anwendung der klassischen mechanischen 
Gesetze bei der Beschreibung der Reaktion eines Atomsystems gegen- 
itiber 4nBeren Einwirkuugen wird im allgemeinen nur in dem beson- 
deren Fall die Rede sein kénnen, wo ein Vorgang der besprochenen 
Art so langsam und regelmaBig verlauft, daB die von den auSeren 
Wirkungen oder von den anderen bei dem Vorgang beteiligten 
Systemen herriihrenden Kraftfelder, denen die Teilchen der einzelnen 
Atomsysteme unterworfen sind, sich in einem Zeitraum von der 
GréBenordnung der die Bewegung der Teilchen charakterisierenden 
Perioden nur wenig 4ndern. In diesem Grenzfall kann die Ein- 
wirkung, welcher das Atomsystem wahrend des Vorganges unterworfen 
ist, nach einer oft benutzten Analogie aus der Warmelehre als eine 
,adiabatische Transformation“ des Systems bezeichnet werden. Die 
Annahme, da in einem solchen Fall die Reaktion des Atoms mit 
Hilfe der gewodhnlichen elektrodynamischen Gesetze mit derselben 
Annaherung, wie sie fiir die Bewegung abgeschlossener Atom- 
systeme gilt, beschrieben werden kann, bildet das Ehrenfestsche 
Adiabatenprinzip. Es mu jedoch gleich bemerkt werden, da 
die Anwendung des Prinzips naturgema48 durch die Forderung be- 


1) O. Klein und S. Rosseland (ZS. f. Phys. 4, 46, 1921) haben zuerst darauf 
hingewiesen, da& die Umkehrbarkeit der strahlungslosen Uberfiihrungsprozesse 
zwischen stationaren Zustanden eine notwendige Bedingung fiir thermodynami- 
sches Gleichgewicht ist, und haben in dieser Verbindung auf das Vorkommen 
sogenannter ,Stéfe zweiter Art* aufmerksam gemacht, die fiir manche Phano- 
mene eine bedeutsame Rolle spielen (vgl. Franck, ZS. fiir Phys. 9, 259, 1921). 
Die oben erwahnten Fragen sind. auch neuerdings von W. Pauli besprochen 
in Verbindung mit seiner eingehenden Untersuchung iiber das Modell des 
Wasserstoffmolekiilions (Ann. d. Phys. 68, 177, 1922). Dieser betont die formelle 
Anwendbarkeit der klassischen Gesetze im Grenzgebiet der groBen Quanten- 
zablen und folgert daraus, da8 eine Anwendung der klassischen Gesetze auch 
fir kleinere Quantenzahlen in formeller Hinsicht eine gewisse Annaherung ge- 
stattet. Aus-dieser Folgerung werden mehrere interessante Schliisse gezogen. 
Wenn sie aber als mechanisches Korrespondenzprinzip bezeichnet wird, ist dies 
eine Ausdrucksweise, die yon der hier vertretenen Auffassung wesentlich ab- 
weicht. Wie in Kapitel II dargelegt wird, ist das als Korrespondenzprinzip 
bezeichnete Gesetz fiir das Auftreten von Strahlungsprozessen als ein typisches 
quantentheoretisches Gesetz anzusehen, das sich direkt den Postulaten der 
Quantentheorie anschlieSt und an und fiir sich nicht mit den Fragen des An- 
naherungsgrades der Anwendbarkeit der klassischen Strahlungsgesetze prinzipiell 
verkniipft ist. Ein Analogon des Korrespondenzprinzips fir strahlungslose 
Prozesse diirfte in diesem Sinne eine weitere Entwicklung der Quantenkinetik 
mit sich bringen, fiir deren Gesetze wir jedoch wie oben erwihnt noch keine 
zweckmaBige Formulierung besitzen (vgl. § 4). 
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schrankt ist, da’ die Bewegung des Systems, wenn sie mit Hilfe 
der klassischen Gesetze beschrieben wird, in jedem Augenblick 
wahrend der Transformation, die fiir die Festlegung der stationiren 
Zustinde notwendigen Periodizititseigenschaften aufweist und da8 
der Periodizititsgrad wihrend der Transformation unverindert bleibt. 
Im ganzen kann das Adiabatenprinzip als eine natiirliche Erweiterung 
der Anwendung der klassischen elektrodynamischen Gesetze auf ab- 
geschlossene Atomsysteme angesehen werden’), 

Die Bedeutung des Adiabatenprinzips in der Quantentheorie ist 
auBerordentlich groB, da es zur Beleuchtung und Entwicklung der 
formalen  Methoden fiir die Festlegung der stationiren Zustiinde 
fihrt. Das Prinzip fordert namlich, da8 die Bedingungen fiir die 
stationiren Zustinde von solcher Art sein miissen, daB sie gewisse 
Kigenschaften der Bewegung des Systems festlegen, die wihrend 
einer adiabatischen Transformation nicht verandert werden, wenn 
die Bewegung mit der besprochenen Annaherung mit Hilfe der ge- 
wohnlichen elektrodynamischen Gesetze beschrieben wird. Diese. 
Forderung einer sogenannten ,adiabatischen Invarianz“ ist nun tat- 
sachlich von den Bedingungen (A) erfiillt, wenn die GréBen J auf 
der linken Seite in der oben angegebenen Weise definiert werden ®). 
Im besonderen folgen gema& dieser adiabatischen Invarianz die Be- 
dingungen (A) fiir ein allgemeines mehrfach periodisches System in 
formeller Weise ungezwungen schon aus dem einfachen Sonderfall 


1) Vgl. Q. d. L., wo Literaturangaben itiber diese Fragen zu finden sind. 
Dort wurde das Ehrenfestsche Prinzip als Prinzip der mechanischen Trans- 
formierbarkeit der stationaren Zustinde bezeichnet, um einen wesentlichen Zug 
des Inhaltes hervorzuheben und um eine etwaige Verwirrung mit thermodyna- 
mischen Problemen zu vermeiden. (Siehe Q. d. L. Teil I, FuSnote 8. 9.) 

2) Fir ein System, wo jede Bewegung rein periodisch ist und also die 
stationiren Zustainde durch die Bedingung festgelegt sind, da das tiber eine 
Periode genommene Wirkungsintegral gleich einem ganzen Vielfachen der 
Planckschen Konstante ist (vgl. FuBnote S. 122), folgt.die adiabatische Invarianz, 
wie Ehrenfest hervorgehoben hat, unmittelbar aus einem mechanischen 
Theorem von Boltzmann (Siehe z. B. Q.d.L. Teil I, S.11—14), Fir den 
allgemeinen Fall eines mehrfach periodischen Systems ist die adiabatische 
Invarianz der Bedingnngen (A) von Burgers im Anschlu8 an Betrachtungen 
von Ehrenfest bewiesen worden. Die Methode beruht darauf, da8 man sich 
die in den Bewegungsgleichungen (1) auftretende Energiefunktion neben den 
zur Beschreibung der Bewegung benutzten unabhangigen Veranderlichen als _ 
von einem oder mehreren Parametern abhangig denkt, durch deren langsame 
Verainderung die Transformation beschrieben wird. Im Zusammenhang mit 
seinem Beweise hebt Burgers die Notwendigkeit der Bedingung UI, welche 
die absoluten Werte der GréBen J festlegt, hervor und beweist damit die Un- 
zulanglichkeit der von einigen Autoren gemachten Versuche, diese absoluten 


Werte durch eine Untersuchung der Grenzen des klassisch-mechanischen Phasen- a 


raumes des Systems prinzipiell festzulegen. 
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eines Systems mit unabhingigen Freiheitsgraden, dessen Bewegung 
fiir jeden dieser Freiheitsgrade in einer rein harmonischen Schwingung 
besteht, und fiir das die stationiren Zustiinde einfach durch die 
urspriinglichen Planckschen Formeln festgelegt sind. 

Das Adiabatenprinzip ist ferner direkt anwendbar bei der quanten- 
theoretischen Behandlung von Atomsystemen, die dem EinfluB von 
auBeren Kraften ausgesetzt sind. So kénnen die oben erwahnten 
Resultate hinsichtlich der Energieinderung eines Atoms durch die 
Anwesenheit eines kleinen konstanten 4uBeren Kraftfeldes direkt mit 
Hilfe des Adiabatenprinzips abgeleitet werden, solange der Periodi- 
zititsgrad durch die Anwesenheit der Krifte nicht geindert wird). 
Wenn der Periodizitaitsgrad dagegen zunimmt, liegt es in der Natur 
der Sache, daB das Adiabatenprinzip versagt, denn die neu hinzu- 
kommenden Bedingungen (17) fiir die Festlegung der stationaren 
Zustinde kénnen natiirlich nicht auf Grund von Betrachtungen, die 
auf der klassischen Elektrodynamik beruhen, bestimmt werden. Wir 
kénnen jedoch das in § 3 beschriebene Verfahren als eine Methode 
bezeichnen, die stationiren Zusténden eines perturbierten Systems 
zwischen den Bewegungsméglichkeiten auszuwahlen, zu denen man 
wahrend des adiabatischen Anwachsens eines auBeren Kraftfeldes 
gelangen wiirde, wenn der EinfluB der AuBeren Krafte trotz der 


1) Fiir einfach periodische Systeme kann man ndmlich durch eine einfache 
elementare Rechnung zeigen, daB der zeitliche Mittelwert der inneren Energie 
des Systems (d. h. der Energie in der oskulierenden Bahn) sich w&hrend eines 
adiabatischen Anwachsens der stérenden Kriafte in erster Anndherung nicht 
aindert, wenn die Bewegung einfach periodisch bleibt (siehe Q. d. L. I, § 2). 
In dem allgemeinen Falle der mehrfach periodischen Bewegungen wird das 
entsprechende Theorem in vollkommen analoger Weise bewiesen;. man sieht 
sogar leicht ein, da beim adiabatischen Anwachsen des stérenden Kraftfeldes 
der zeitliche Mittelwert jeder Gré8e unveraindert bleibt, in deren Definition die 
Starke des fuferen Feldes nicht eingeht, und die, wie z. B. die Gréfen J, bei 
der ungestérten Bewegung konstant bleibt, wahrend sie bei.der gestérten Be- 
wegung nur kleinen Oszillationen von einfach oder mehrfach periodischer Art 
unterworfen ist. 

Dieser letzte Umstand fiihrt, wenn man die Form der infinitesimalen 
Kontakttransformation heranzieht, die von den uniformisierenden Variablen 
des ursprtinglichen zu denen des gestérten Systems fiihrt, zu einem einfachen 
Beweis der adiabatischen Invarianz der allgemeinen Bedingungen (A), der aus 
einer Diskussion mit Herrn Kramers entstanden ist. Aus (13) und (14) folgt 
namlich unmittelbar, daB der Mittelwert der oszillierenden Gréfe J,. gleich 
dem Werte der korrespondierenden konstanten GréBe J. ;, eines gestérten Systems 
ist, die also auch gleich dem konstanten Werte von J, in der ursprimglichen 
Bewegung vor dem adiabatischen Anwachsen des duBeren Kraftfeldes ist. 
Indem man nun eine beliebige adiabatische Transformation des Systems in eine 
groSe Anzahl infinitesimaler Transformationen zerlegt, sieht man unmittelbar 
ein, da die adiabatische Invarianz der Bedingungen (A) folgt. 


hie abe 
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Anderung des Periodizitiitsgrades einfach mit Hilfe der klassischen 
Elektrodynamik berechnet wiirde. Wir wollen in Kapitel II auf 
diesen Punkt zuriickkommen. Zusammenfassend kénnen wir sagen, 
daS uns das Adiabatenprinzip die Stabilitit der station’ren Zustinde 
in dem Umfange sichert, in dem wir tiberhaupt erwarten kénnen, da8 
diese Stabilitat auf Grund der gewéhnlichen elektrodynamischen 
Gesetze diskutiert werden kann. 

Das Adiabatenprinzip hilft auSerdem eine fundamentale Schwierig- 
keit in der Quantentheorie zu iiberwinden, welche die Definition der 
Energie in den stationaren Zustinden betrifft. In § 1, wo die Energie 
formal eingefiihrt wurde, war prinzipiell von Energieinderungen 
keine Rede, und wir hatten noch keinen Grund, im voraus zu er- 
warten, dai die fiir physikalische Anwendungen maSgebenden 
Energieunterschiede der verschiedenen stationiren Zustiinde einfach 
durch die Energiefunktion der klassischen Theorie mit der geforderten 
Annaherung berechnet werden kénnen. Um so weniger, als eben 
unser Grundpostulat der Stabilitat der stationaren Zustinde mit sich 
bringt, da8 ein direkter Uberfiihrungsproze8 des Systems von einem 
stationaren Zustand zu einem anderen nicht einmal angendhert mit 
Hilfe der klassischen Gesetze beschrieben werden kann. Mittels einer 
geeigneten adiabatischen Transformation ist es indessen im allge- 
meinen jedenfalls in formaler Weise méglich, auf einem indirekten 
Wege eine mechanisch beschreibbare Uberfiihrung eines gegebenen 
stationiren Zustandes eines mehrfach periodischen Systems in einen 
anderen zu erzielen, ohne waihrend des Prozesses den Bereich der 
stationiren Zustainde zu verlassen und daher die Energiedifferenz der 
beiden stationiren Zustinde mittels der klassischen Theorie zu 
definieren 1). 

Bei der Frage der Festlegung stationirer Zustande haben wir 
bisher nur einfach oder mehrfach periodische Systeme betrachtet. 
Wie aber schon in § 1 erwahnt, ergibt die allgemeine Liésung der 
Gleichungen (1) oft Bewegungen von weit verwickelterem Charakter, 
in welchem Fall die bisher besprochenen Uberlegungen nicht mit der 
Existenz und Stabilitit station’rer Zustinde vertraiglich sind, deren 
Energie mit derselben Genauigkeit festgelegt ist wie in dem Fall 
der mehrfach periodischen Systeme. Nun sind wir aber, um den 
beobachteten Eigenschaften der Elemente Rechnung zu tragen, ge- 
notigt anzunehmen, daS deren Atome jedenfalls bei Abwesenheit 
von AuBeren Einwirkungen stets ,,scharfe“ stationire Zusténde be- 


1) Vgl. Q. d. L., 8.9 und 20. 
Zeitsebrift fiir Physik. Bd. XIII. 10 
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sitzen, obwohl die allgemeine Lésung der Bewegungsgleichungen fiir 
die Atome mit mehreren Elektronen schon in Abwesenheit von 
iiuBeren Kriften keine einfache Periodizititseigenschaften der er- 
wiihnten Art aufweist!). Einen Anhaltspunkt fiir die Diskussion der 
stationiiren Zustinde solcher Atome diirften wir jedoch erhalten 
durch einen Vergleich der Bewegung der Elektronen mit der Wechsel- 
wirkung mehrerer Atomsysteme, insbesondere mit einem Zusammen- 
stoB eines freien Elektrons mit einem Atom. Wie bereits betont, 
miissen wir annehmen, daS diese Wechselwirkung im allgemeinen 
auch nicht annihernd mit Hilfe der klassischen Elektrodynamik be- 
schrieben werden kann, und es ist daher naheliegend, abnliches fiir 
die Bewegung der Elektronen im Atom unter dem EinfluS ihrer 
gegenseitigen Krifte auch in den stationiren Zustiinden zu erwarten. 
DaB die Bewegung in den stationiren Zustinden von Atomen mit 
mehreren Elektronen mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (1) sich 
beschreiben 148t, kénnen wir vielmehr nur in Sonderfillen erwarten. 
In erster Linie gilt dieses, wenn das Wechselspiel der verschiedenen 
Elektronen von einer solchen Art ist, da es infolge des grofen 
Unterschiedes der Perioden der verschiedenen Elektronen mit einer 
adiabatischen Beeinflussung mehrerer Atomsysteme verglichen werden 
kann. Einem zweiten Fall, in dem jedenfalls eine formale Anwen- 
dungsméglichkeit der Zustandsbedingungen mehrfach periodischer 
Systeme vorhanden ist, begegnen wir bei Bewegungen singulirer 
Art, wo die verschiedenen Elektronen in ein soleches Wechselspiel 
miteinander treten, da8 die Bewegung jedes an diesem Wechselspiel _ . 
teilnehmenden Elektrons infolge eines Zusammenfallens von Perioden 
von dem durch Gleichung (2) angegebenen Typus ist. In den 
dazwischen liegenden Fallen, wo ein allgemeines Zusammenfallen 
von Perioden ausgeschlossen ist, ohne da8S von Adiabasie die Rede % 
sein kann, miissen wir darauf vorbereitet sein, daS die Bewegung - 
der Teilchen in den stationiren Zustinden mit Hilfe der klassischen 
dynamischen Gesetze sich nicht mit gréSerer Genanigkeit beschreiben 
laBt, als die Bewegung nach diesen Gesetzen einfache Periodititseigen-— 


1) Anmerkung bei der Korrektur: In einer eben erschienenen Arbeit von 
A. Smekal (ZS. f. Phys. 11, 294, 1922) wird die Ansicht vertreten, daS die — 
Bewegung in den stationiiren Zustiinden stets durch solche partikulare Lésungen 
der mechanischen Gleichungen (1) beschrieben wird, die in Strenge eine Auf- — 
lésung in harmonische Komponenten gem&S Formel (2) gestatten. Abgesehen > 
von den Schwierigkeiten, die der allgemeinen Durchfiihrung dieser Forderung | 
bei Atomen mit mehreren Elektronen im Wege zu stehen scheinen, kann sie 
kaum als naturgem&S angesehen werden im Hinblick auf das im Texte betonte 
Versagen der Mechanik bei der Wechselwirkung von Atomsystemen. —_ 
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schaften aufweisen wiirde. Dieses allgemeine Versagen der klassischen 
Gesetze bringt es mit sich, da8 wir schon fir den Fall eines harmo- 
. nischen Wechselspiels erwarten miissen, da& sich die Festlegung der 
_ Energie sowie die Beurteilung der Stabilitét nicht mit Hilfe der Prin- 
_ zipien der gewohnlichen Mechanik streng durchfiihren l48t in Fallen, 
wo das Wechselspiel der Elektronen nicht auf adiabatischem Wege 
_ hergestellt werden kann, oder wo der Einflu8 von auBeren Kraften, 
klassisch berechnet, den Charakter des Wechselspiels verandern wiirde. 


In den folgenden Aufsatzen werden wir bei Besprechung des 
Baues der Atome der einzelnen Elemente naher auf diese Fragen 
eingeben und zu zeigen versuchen, daf es ungeachtet der Unbestimmt- 
heit, welche die voranstehenden Uberlegungen enthalten, doch még- 
lich scheint, auch fiir Atome mit mehreren Elektronen deren Bewegung 
in sinngemafer Weise durch die Einfiihrung von Quantenzahlen zn 
charakterisieren. Bei der Festlegung dieser Quantenzablen spielen 
Betrachtungen, die sich an das Adiabatenprinzip, sowie an das im 
nachsten Kapitel besprochene Korrespondenzprinzip anlehnen, eine 
wesentliche Rolle. Die Forderung des Vorhandenseins scharfer 
stabiler stationarer Zustande kénnen wir dabei in quantentheoretischer 
Ausdrucksweise als ein allgemeines Prinzip der Existenz und 
Permanenz der Quantenzahlen bezeichnen. 


§5. Statistische Gewichte der stationiren Zustande. 
_Ehe wir die allgemeinen Betrachtungen iiber die stationaren Zustande 
abschlieGen, miissen wir noch einige Worte iiber die statistischen An- 
-wendungen der Quantentheorie sagen. Das zentrale Problem ist hier 
a »Gewicht* zu bestimmen, welches den verschiedenen Zustanden 
i der Berechnung der Wahrscheinlichkeit eciner statistischen Ver- 
tei ung einer Anzabl von Atomen iiber alle méglichen stationaren 
tande, die nach dem Boltzmannschen Prinzip fiir die Unter- ot 
ing thermodynamischer Fragen mafgebend ist, beigelegt werden zy: 
Einen Beitrag von entscheidender Bedeutung fir diese Frage 
Ehasatent geliefert, indem er durch eine Untersuchung der % 
itsbedingungen fir die statistische Begrimdung des zweiten 

“e der Warmetorie eine Bedingung abgeleitet Re reeN 
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in eindeutiger Weise verbunden werden kénnen?). Dieser Satz kann 
benutzt werden, um die statistischen Gewichte der stationaren Zu- 
stiinde eines gegebenen Atomsystems zu bestimmen, wenn man die 
Gewichte der Zustinde eines Systems kennt, welches kontinuierlich 
in das vorgegebene transformiert werden kann. Fiir mehrfach perio- 
dische Systeme wird man durch derartige Betrachtungen zu dem 


1) Vgl. Q. d. L., Teil I, 8.11. Da die urspriingliche Betrachtung von 
Ehrenfest (Phys. ZS. 15, 660, 1914) nicht die hier besprochene Form der 
Quantentheorie besonders ins Auge faSt, die auf dem Postulat der Hxistenz 
diskreter stationirer Zustiinde fuBt, sondern mit der Méglichkeit einer kontinuier- 
lichen Verteilung der Bewegungszustinde im Phasenraum rechnet, mag es nutz- 
lich sein, eine Herleitung der obengenannten Bedingung der Invarianz der 
statistischen Gewichte zu geben, die sich sehr kurz und iibersichtlich gestaltet, 
wenn man sich direkt auf unser Grundpostulat stiitzt. Betrachten wir eine 
groBe Anzahl N gleicher Atome, deren verschiedene stationaére Zustande wir 
einfach durch den Index t kennzeichnen, und bezeichnen wir die Energie und 
das statistische Gewicht eines bestimmten Zustandes mit /,und g, Die Wahr- 
scheinlichkeit einer statistischen Verteilung, bei der die Anzahl der Atome im 
tten Zustand NV, ist, ist dann bekanntlich durch den Ausdruck gegeben: 


Diejenige Verteilung, fiir die W bei gegebenem Wert der Totalenergie 
HSS NE, 
Tt 


ein Maximum ist, ist ferner bestimmt durch 
E, 
N, = C9, ¢ xT» 
wo k die Boltzmannsche Konstante und T die absolute Temperatur bedeutet, 


und wo ferner C durch die Bedingung 
= N, =N- 
t 


bestimmt ist. Fiir die Entropie S des Systems finden wir gema8 der Boltz- 
mannschen Relation 


S=klogwW 


mit Benutzung der Stirlingschen Formel den Ausdruck 
Sia e = N, log g,—k Ss N,log N,+k N log N. 
T Tt 


Betrachten wir nun einen thermodynamischen ProzeB, bei dem jedes Atom der- 
selben Transformation unterworfen wird in dem Sinne, da& sie alle denselben 
auGeren Kraften ausgesetzt werden, und nehmen wir an, daS vom System als 
Ganzes eine Arbeit 6 A geleistet und ihm eine Warmemenge 6 @Q zugefiihrt wird, 
so haben wir: 


§Q=6F45A4=6SN,£,—-SN,6F, =D L,5N, 
Tt t T 


Hierbei ist 6H, die Anderung der Energie des betreffenden stationaren Zustandes 
infolge der Transformation, und es ist zu bemerken, daB die Giltigkeit der 
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Schlu8 gefiihrt, daS die Gewichte fiir die verschiedenen stationiiren 
Zustainde eines nicht entarteten Systems denselben Wert haben miissen, 
den man gleich hk” setzen kann, wenn r die Zahl der Freiheitsgrade 
des Systems bedeutet?). Diese Festsetzung stiitzt sich nicht nur auf 
die Erfahrungsergebnisse tiber die spezifische Wirme bei tiefen Tem- 
peraturen, deren Erklérung bekanntlich auf der Anwendung der 
Quantentheorie auf einfache mechanische Systeme mit mehreren 
Freiheitsgraden beruht, sondern sie bringt auch mit sich, daB die 
statistische Anwendung der Quantentheorie auf das Warmegleich- 
gewicht sich asymptotisch den Anwendungen der klassischen stati- 
stischen Mechanik anschlieBt in dem Gebiet groSer Quantenzahlen, wo 
die Bewegung in benachbarten stationiren Zustiinden relativ nur 
wenig verschieden ist. Nach der klassischen Theorie ist die apriorische 
Wahrscheinlichkeit, da8 der Phasenpunkt eines mechanischen Systems 
innerhalb eines gewissen Bereichs im Phasenraum liegt gleich dem 
Volumen dieses Gebietes. Wenn wir nun fragen, wie groB das Ge- 
biet ist, das den Bewegungen entspricht, die zn Werten der Gréfen 
J gehéren, die zwischen J; und J,’ liegen, so finden wir als Folge 


Gleichung fiir 6 @ nicht an die Voraussetzung gekniipft ist, da® das Verhalten 
der Atome wahrend der Transformation durch die Gesetze der klassischen 
Mechanik beschreibbar ist, sondern diese Gleichung als eine unmittelbare Folge- 
rung der Anwendbarkeit des Energiebegriffs auf die Transformation zu _be- 
trachten ist. 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Warmetheorie haben wir nun andererseits 


6Q=TbS= kT > log 3 FON er DS bop 
was mit Hilfe der obenstehenden Renae auch maaan werden kann: 
E, 
6Q=DSH,ON,+ACkTS cep 5G, 
e T 


Durch Vergleich dieses Ausdruckes fiir 6@ mit dem obenstehenden folgt, dab 
das letzte Glied fiir alle Temperaturen verschwinden mu, was nur méglich ist, 
wenn Og, = 0, in Ubereinstimmung mit der Behauptung des Textes. 

1) Auf die Bestimmung der statistischen Gewichte bei entarteten Systemen ist 
in Q.d. L., 8. 35—37, 107, 133 naher eingegangen worden. Hier mag nur daran er- 
innert eonies) daB aus Griinden der thermodynamischen Stabilitat das statistische 
Gewicht der stationaren Zustinde eines entarteten Systems dadurch festgelegt 
werden kann, daS man eine Schar von nicht entarteten Systemen betrachtet, 
die das entartete System als Grenzfall enthalt. Jedem stationéren Zustand des 
letzteren Systems muS nimlich ein Gewicht zugeschrieben werden, das gleich 
ist der Summe der Gewichte derjenigen Zustande der nicht entarteten Systeme, 
die im Grenzfall in jenen iibergehen. Die Forderung, daS diese Summe fiir alle _ 
Scharen von nicht entarteten Systemen, die das entartete System als Grenzfall 
enthalten, denselben Wert hat, bietet in gewissen Fallen eine Stiitze fir die 


AusschlieSung einzelner denkbarer Quantenzustinde, die im Text weiter unten ih 


erwahnt wird. 
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der Definition dieser GréBen, daB dieses Gebiet gleich ist IT (J;— J;')}). 


Wenn wir nun andererseits das Gebiet groBer Quantenzahlen be- 

trachten und setzen J, — nih und J; = nih, so sind in dem be- 

trachteten Gebiet JZ (n}.— n‘;) Quantenzustiinde enthalten, und jedem 
ae 


stationiren Zustand kann daher ein Gebiet. des Phasenianmes von 
der GréBe h” zugeordnet werden. 

Bisher haben wir die Frage der Gewichte der stationiren Zu- 
stinde in erster Linie in ihren Beziehungen zu den statistischen An- 
wendungen der Quantentheorie betrachtet. Natiirlich bringen aber 
andererseits diese Gewichte Eigenschaften der stationiren Zustande 
zum Ausdruck, die an sich nicht mit Fragen iiber statistische Ver- 
teilungen notwendig verbunden sind. Dies tritt uns besonders ent- 
gegen, wenn wir uns Problemen des Atombaues zuwenden. Hier 
kommt man niamlich dazu, gewisse denkbare Quantenzustinde aus- 
zuschlieBen und ihnen also das Gewicht Null zuzuschreiben. Es 
handelt sich hierbei nicht nur um Falle, wo schon die nahere Be- 
trachtung der zugehérigen Bewegung dazu fiihrt, dieselbe als un- 
geeignet fiir einen stationaren Zustand anzusehen, sondern durch das 
thermodynamisch begriindete Gesetz der Invarianz der Gewichte bei 
kontinuierlichen Transformationen werden wir dazu geleitet, auch 
alle solche denkbaren Quantenzustinde auszuschlieBen, die durch eine 
Transformation in einen der eben genannten singularen Zustiainde 
iibergefiihrt werden kénnen?). Auf diese Fragen werden wir in den 
folgenden Aufsatzen in speziellen Fallen naher eingehen. 

Die. Betrachtungen in diesem Paragraphen diirften ferner einen 
Fingerzeig geben, in welcher Richtung eine Formulieruug der Gesetze 
der Quantenkinetik zu suchen ist, von denen im Anfang des vorigen 
Paragraphen die Rede war. Die Existenz und Stabilitaét der stationaren 
Zustande kann namlich formal so aufgefaBt werden, da von den 
kinematisch denkbaren Bewegungsméglichkeiten nur diese Zustande 
eine von Null verschiedene Gewichtsfunktion haben. So kénnte viel- 


1) Es folgt dies einfach aus dem Umstand, daB die Grégen J,, w, aus den 
Gréfen p,, g, durch eine Kontakttransformation hervorgehen, und da8 nach 


einem bekannten Satz der Mechanik bei einer solchen Transformation das 
Volumelement des Phasenraumes seine Form behAlt, so daS man hat: 


Idap,dq, = UdJ,dw,, 
lp r 
aus welcher Beziehung obiger Ausdruck direkt folgt mit Riicksicht auf die 


Definition der Uniformisierungsvariablen w, (vgl. hierzu I. M. Burgers, Diss. 
§. 254). 


2) Vgl. Q. d. L., Teil I, 8.37; Teil II, 8. 107. 


Uber die Anwendung der Quantentheorie auf den Atombau. 139 


leicht die Forderung, daB die Gesetze, welche bei Wechselwirkung 
von Atomsystemen die Hiufigkeit (Wabrscheinlichkeit, vg]. Kap. III) 
der Uberfiihrungsprozesse regeln, in dem Bereich gro8er Quanten- 
zahlen beim Einfiihren der Ausdriicke der zugehérigen Phasenriume 
an Stelle der eben genannten diskontinuierlichen Gewichtsfunktion in 
die kontinuierlichen Gesetze der klassischen Mechanik tibergehen 
miissen, in Analogie zu den Betrachtungen in Kapitel I], § 2 einen 
Anhaltspunkt geben, um diesen Gesetzen der Quantenkinetik nach- 
zuspuren. 


Il. Kapitel. Die Strahlungsprozesse. 


§ 1. Zweites Grundpostulat. Das zweite Postulat der Quanten 
theorie fiir abgeschlossene Atomsysteme charakterisiert niher die 
Verhiltnisse bei dem Energieaustausch zwischen einem Atom und 
einem elektromagnetischen Strahlungsfeld. Nach dem ersten Postulat 
kann ein solcher Austausch nur bei Vorgiingen stattfinden, die als 
vollstindige Uberginge zwischen zwei stationiren Zustiinden be- 
schrieben werden kénnen. Das zweite Postulat sagt nun aus, dab 
eine jede mit einem solchen Ubergang verbundene Strahlungsemission 
in dem Aussenden einer Folge von rein harmonischen Wellen 
besteht, deren Schwingungszahl v durch die sogenannte Frequenz- 

edingun 

ah hy = H'— E" (B) 
gegeben ist, wo EH’ und £” die Energie des Atoms in den beiden 
stationiren Zustinden bedeuten. Weiter wird verlangt, da jeder 
Absorptionsvorgang, bei dem das Atom durch den Einflu8 einer 
elektromagnetischen Strahlung von einem stationiren Zustand zu 
einem anderen gefiihrt wird, durch eine Bestrahlung mit Wellen be- 
dingt ist, deren Schwingungszahl durch dieselbe Beziehung (B) ge- 
geben ist. 

Der Inhalt dieses Postulats ist in mehrerer Hinsicht dazu ge- 
eignet, den Bruch mit der klassischen Elektrodynamik, den schon das 
erste Postulat mit sich fiihrt, noch weiter zu verscharfen. Nach der 
klassischen Theorie wird, wie erwaihnt, jede Bewegung der Teilchen 
eines Atomsystems zu der Aussendung von elektromagnetischer Strah- 
lung Anla& geben, deren Beschaffenheit jedenfalls in erster Annéherung 
durch die Abhingigkeit des totalen elektrischen Moments des Systems 
von der Zeit bestimmt sein wird. Bei abgeschlossenen Systemen, 
deren Bewegung, von der Strahlungsreaktion abgesehen, solehe Hove: 
dizititseigenschaften besitzt, wie es fir die Festlegung der stationaren 
Zustiinde erforderlich scheint, und bei denen folglich die Verschiebung 
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jedes Teilchens nach dem Ausdruck (2) als eine Zusammensetzung 
einer Anzahl harmonischer Schwingungen aufgefaBt werden kann, 
kann die Strahlung zu jeder Zeit in erster Annaherung als aus einer 
Anzahl von Wellensystemen zusammengesetzt aufgefaft werden, deren 
Schwingungszahlen v je gleich einer der in der Bewegung auftretenden 
Schwingungszahlen 1, ,+---+1,o, sind, und deren Intensitaten 
durch einen Ausdruck von der Form 

i (am Sm Att (19) 
bestimmt sind, wo 4 die im Zeitelement 4¢ ausgesandte Energie 
bedeutet, und wo A? den Mittelwert des Quadrats der Schwingungs- 
amplitude der zu der betreffenden Schwingungszahl gehérenden harmo- 
nischen Komponente des elektrischen Moments bedeutet. Ferner 
wird nach der klassischen Theorie jeder Energieaustausch zwischen 
einem Atom und einem Strahlungsfeld durch die Anwesenheit von 
Wellensystemen in diesem Feld bedingt sein, deren Schwingungs- 
zahlen sehr nahe mit der Schwingungszahl einer der harmonischen 
Komponenten des elektrischen Moments zusammenfallen. Das Resultat 
dieses Austausches wird nicht nur von den Amplituden dieser Wellen- 
systeme und der entsprechenden Schwingungskomponenten abhingen, 
sondern auch von dem Phasenunterschiede zwischen diesen, und zwar 
in solcher Weise, daB das Atom je nach dem Wert dieses Phasen- 
unterschiedes Energie aufnehmen oder abgeben wird. 

Nach den Postulaten der Quantentheorie geben wir nicht nur 
jeden solchen unmittelbaren Zusammenhang zwischen der Bewegung 
des Atoms und dem Resultat des Emissions- oder Absorptionsprozesses 
auf, sondern wir werden sogar gezwungen, uns so weit von der ge- 
wohnlichen Naturbeschreibung zu entfernen, da8 wir annehmen, daB 
das Resultat eines solchen Prozesses sowohl von dem Anfangs- wie 
von dem Endzustand abhingt. Fiir die Emissionsprozesse tritt dieses 
Verhiltnis vielleicht darin am deutlichsten zutage,-da8 auf Grund 
des Postulats ein und derselbe stationére Zustand des Atoms den 
Ausgangspunkt fiir ganz verschiedene Strahlungsvorginge bilden kann, 
welche den Ubergingen von diesem Zustand zu verschiedenen der 
tibrigen station’ren Zustiinden entsprechen, ohne daB es bei dem 
jetzigen Stand der Theorie méglich ist, das Auftreten der Strahlungs- 
vorgange oder die Wahl zwischen den verschiedenen méglichen Uber- 
gangsprozessen in direkten Zusammenhang mit irgend einer Wirkung 
zu bringen, die in unserer bisherigen Beschreibung der Phanomene 
einen Platz findet. Bei dieser Sachlage werden wir naturgemaS zu 
der Betrachtungsweise gefiihrt, welche zuerst von Einstein in seiner 
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Ableitung des Wirmestrahlungsgesetzes auf Grund der Postulate der 
Quantentheorie in der hier gegebenen Form angewandt wurde. Nach 
dieser Betrachtungsweise fragen wir nicht nach einer ,,Ursache“ fiir 
das Auftreten der Strahlungsvorginge, sondern wir nehmen einfach 
an, da dieselben durch Wahrscheinlichkeitsgesetze geregelt sind. 
So wollen wir mit Einstein annehmen, da8 ein Atom in einem 
stationiren Zustand eine gewisse Wahrscheinlichkeit besitzt, unter Aus- 
sendung von Strahlung innerhalb eines gegebenen Zeitelements spontan, 
d. h. ohne angebbare aiuBere Veranlassung, in einen Zustand kleinerer 
Energie tiberzugehen. Genau wie bei radioaktiven Prozessen wird 
diese Wahrscheinlichkeit proportional der Lange des Zeitelements an- 
genommen, und der Proportionalitatsfaktor, der sogenannte Wabhr- 
scheinlichkeitskoeffizient, ist fiir den betrachteten UbergangsprozeB 
charakteristisch und hingt nur von der Natur des Systems ab. In 
diesem Zusammenhang hebt Einstein die formale Analogie hervor, 
welche diese Annahme trotz ihres befremdenden Charakters mit der 
Auffassung der gewoéhnlichen Elektrodynamik aufweist. Nach dieser 
ist Ja nicht von Wahrscheinlichkeitsgesetzen die Rede, aber die Aus- 
strahlung ist, wie oben beschrieben wurde, auch hier nur von dem 
System selbst und nicht von AduBeren Ursachen bedingt. In naher 
Beziehung zu dieser Analogie stehen die Annahmen, die Einstein 
tiber die Wirkung einer 4uferen Strahlung auf ein Atomsystem ein- 
fiihrt. Nach der klassischen Theorie wird, wie erwahnt, die Be- 
strahlung eines Atoms mit Wellen von einer Schwingungszahl, welche 
nahezu zusammenfallt mit eimer der charakteristischen Schwingungs- 
zahlen in der Bewegung des Systems, zu einer Vermehrung oder 
erminderung der Energie des Systems fiihren, je nach dem Phasen- 
unterschied zwischen den Wellen und der Bewegung des Atoms. In 
Analogie hierzu nimmt Einstein an, daB das Resultat einer Bestrahlung 
von Atomen mit Wellen, deren Schwingungszahl die Beziehung (B) 
erfiillen, dadurch beschrieben werden kann, daB Atome, die eine 
Energie E” besitzen, eine Wahrscheinlichkeit dafiir erwerben werden, 
unter Absorption einer Energiemenge hv in den Zustand mit der 
gréBeren Energie EZ’ iiberzugehen, wabrend Atome mit der Energie 
E' eine Wabhrscheinlichkeit dafiir erwerben, unter Emission von 
Strahlung der Frequenz v in den Zustand mit der Energie E” iiber- 
zugehen. In beiden Fallen wird der Wahrscheinlichkeitskoeffizient 
der Energiedichte der Strahlung fiir die betrachtete Schwingungszahl 
proportional angenommen. 

Trotz der groBen Bedeutung, die schon wegen ihrer Erfolge 
der Betrachtungsweise Einsteins zweifellos zukommt, kann diese 
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in mehrerer Hinsicht doch nur als eine vorlaufige Lésung angesehen 
werden. . Dies tritt schon in der Formulierung der Annahmen zutage, 
in denen die Dauer der Ubergangsprozesse nicht direkt in Betracht 
gezogen ist, deren GréBe jedoch, wie wir spater sehen werden, 
fiir die Beschreibung der Phinomene eine wesentliche Rolle spielt. 
Weiter geht der annihernde Charakter der Annahmen auch daraus 
hervor, daS bei Atomsystemen, welche einer Bestrahlung von so 
groBer Intensitét ausgesetzt sind, daB die 4uBeren elektromagnetischen 
Krafte nicht mehr klein sind gegeniiber den im ungestérten System 
zwischen den Teilchen witkenden Kraften, eine Beschreibung der 
stationéren Zustinde ohne Beriicksichtigung der Krafte des Strahlungs- 
feldes nicht durchfihrbar ist. Dieser letzte Punkt fiihrt uns wieder 
zu der Frage nach der quantentheoretischen Behandlung von un- 
abgeschlossenen Systemen. Hierauf werden wir spater in diesem 
Kapitel zuriickkommen. 


§ 2. Das Korrespondenzprinzip. Ungeachtet des grundsitz- 
lichen Bruches mit der klassischen elektrodynamischen Theorie, den 
die Postulate der Quantentheorie mit sich fiihren, ist es doch méglich 
gewesen, unter Zugrundelegung der quantitativen Bedingungen (A) 
and (B) das Vorkommen der Strablungsprozesse mit der Bewegung im 
Atom in einer Weise zu verkniipfen, die eine Erklarung dafiir darbietet, 
daB die Gesetze der klassischen Theorie sich in einem Grenzgebiete zur 
Beschreibung der Erscheinungen eignen. Dieses wird erreicht, wenn 
man die verschiedenen méglichen Strahlungsprozesse den verschiedenen 
in der Bewegung des Atoms auftretenden harmonischen Schwingungs- 
komponenten zuordnet, und zwar so, da wir die Méglichkeit des 
Auftretens eines von Strahlung begleiteten Ubergangs zwischen zwei 
stationéren Zustanden eines mehrfach periodischen Systems, deren 
Quantenzahlen bzw. gleich nj...n;, und nj...nii sind, als bedingt an- 
sehen von der Gegenwart derjenigen harmonischen Schwingungs- 
komponente in dem durch (2) gegebenen Ausdruck fiir das elek- 
trische Moment des Atoms, fiir deren Schwingungszahi t,@, +---+1,0, 
die Gleichungen gelten 

€, = M — i oe ty a — he (20) 
Diese nennen wir deshalb die ,korrespondierende“ Schwingungs- 
komponente in der Bewegung, und den Inhalt der obigen Aussage 


bezeichnen wir als das ,Korrespondenzprinzip“ fiir mehrfach perio- 
dische Systeme ). . 


1) In Q. d. L. wird diese Bezeichnung noch nicht benutzt, sondern der 
Inhalt des Prinzips ist dort als eine formale Analogie zwischen Quantentheorie 
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Dem erwibnten Gesetz fiir das Auftreten der Strahlungsprozesse 
kommt man bekanntlich auf die Spur, wenn man eben die Bedingung 
dafiir untersucht, daB die Beschreibung der Erscheinungen auf Grund- 
lage der Postulate in dem Grenzgebiet groSer Quantenzahlen asympto- 
tisch mit den Resultaten der klassischen Theorie in Ubereinstimmung 
ist, deren Anwendbarkeit in diesem Gebiet auf statistische Probleme 
gesichert scheint. Betrachten wir ein mehrfach periodisches System, 
dessen stationire Zustinde durch die Bedingungen (A) festgelegt 
sind, so erhalten wir auf Grund der Beziehung (B) mit Hilfe von (7) 
fiir die Frequenz der Strahlung, die bei einem Ubergang von einem 
stationiren Zustand mit den Quantenzahlen nj. zu einem anderen Zu- 


stand mit den Quantenzahlen n,;(r = 1... wu) ausgesandt wird, 
ees 1 { ! nel ae 1 as 
La Nan id pir eg nds. (21) 


Wenn nun die Quantenzablen », und x; groB sind, verglichen mit 
ihren Differenzen n;— n,, und infolgedessen die Bewegung in diesen 
zwei Zustanden. nur verhaltnismafig wenig voneinander abweichen, 
kénnen die Frequenzen unter dem Integrationszeichen mit Annaherung 
bei der Integration als konstant betrachtet werden, und wir erhalten 
dadurch unter Benutzang der Gleichungen (A) die asymptotische 
Beziehung 


u 
vy~ > (n,— ny) @,. 
- Sed 


Man sieht also, da die Schwingungszahl v der Strahlung mit der 
Schwingungszahl t,@,+---+7,@, einer der nach (2) in der Be- 
wegung des Systems auftretenden harmonischen Schwingungskompo- 
nenten asymptotisch zusammenfallt, und zwar mit derjenigen, fiir die 
die Relationen (20) erfiillt sind. 

Was nun die Haufigkeit der verschiedenen méglichen Ubergiinge 
betrifft, werden wir zunichst aus dem dargelegten Zusammenhang in 
dem Gebiete grofer Quantenzahlen zwischen den Schwingungszahlen 
der Komponenten der Bewegung und denen der Wellenziige, die bei 
den Ubergingen ausgesandt werden, zu der Annahme gefiihrt, daB die 
Intensitit, mit der die verschiedenen Spektrallinien in diesem Grenz- 
gebiet erscheinen, durch die Amplitude der korrespondierenden Schwin- 
gungskomponente im elektrischen Momente des Systems angendhert 


und klassischer Theorie bezeichnet. Eine solehe Ausdrucksweise kénnte jedoch 
MiBverstindnisse veranlassen, da ja — wie wir im folgenden sehen werden _ 
das Korrespondenzprinzip als ein rein quantentheoretisches Gesetz betrachtet 
werden mu8, das in keiner Weise den Kontrast zwischen den Posualaren und 
der Uonicad ynamiisdhex Theorie zu vermindern vermag. ' 
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in derselben Weise bestimmt ist, wie es nach Formel (19) in der 
klassischen Elektrodynamik der Fall sein wiirde. Man wird daher 


zur Auffassung geleitet, daB das Vorkommen- der Strahlungsiibergange . 


von der Anwesenheit der korrespondierenden Schwingungen in der 
Bewegung des Atoms bedingt ist. Was die Berechtigung dafiir be- 
trifft, den gewonnenen asymptotischen Zusammenhang als die An- 
deutung eines allgemeinen quantentheoretischen Gesetzes fiir das 
Stattfinden von Strahlungsprozessen anzusehen, so wie es in dem oben 
erwihnten Korrespondenzprinzip angenommen ist, sei nochmals daran 
erinnert, da es sich in dem erwahnten Grenzgebiet groBer Quanten- 
zahlen keineswegs um eine gradweise Verminderung des Unterschiedes 
zwischen der quantentheoretischen Beschreibung der Strahlungs- 
erscheinungen und den Vorstellungen der klassischen Elektrodynamik 
handelt, sondern nur um eine asymptotische Ubereinstimmung der 
statistischen Resultate. Wie wir sehen werden, hangt die Anwend- 
barkeit des Prinzips zur Beleuchtung quantentheoretischer Fragen in 
erster Linie eben mit diesem Punkt zusammen. 

Fragen wir nach dem absoluten Werte der in der Einsteinschen 
Warmestrahlungstheorie auftretenden Wahrscheinlichkeitskoeffizienten, 
die fiir das Vorkommen der Strahlungsiiberginge quantitativ maB- 
gebend sind, so mu8 andererseits hervorgehoben werden, daB die oben- 
stehenden Betrachtungen uns natiirlich nur erlauben, in dem Gebiete 
groBer Quantenzahlen diese Koeffizienten einfach mittels der Ampli- 
tuden der korrespondierenden harmonischen Bewegungskomponenten 
zu berechnen. Dies ist schon daraus ersichtlich, da8 nur in diesem 
Grenzgebiete die Amplituden im Anfangs- und Endzustand annahernd 
gleich sind. Ebenso wie es fiir die Schwingungszahlen dieser Kom- 
ponenten gilt, miissen wir im allgemeinen darauf vorbereitet sein, 
daB die betreffenden Amplituden in den zwei Zustinden ganzlich 
verschieden sein kénnen. Die Méglichkeit scheint jedoch nicht aus- 
geschlossen zu sein, mit Hilfe von mechanischen Symbolen einen all- 
gemeinen Ausdruck fiir die besprochenen Wahrscheinlichkeitskoeffi- 
zienten zu finden. Hinen Fingerzeig in solcher Richtung gibt vielleicht 
die Bemerkung, da8 die Frequenz fiir einen Ubergang zwischen zwei 
beliebigen stationéren Zustinden eines mehrfach periodischen Systems 
ausgedriickt werden kann als ein einfacher Mittelwert der Frequenzen 
der korrespondierenden Schwingungen in einer aus der allgemeinen 
Lésung von (1) passend ausgewihlten kontinuierlichen Reihe von 
Bewegungszustinden. Wir wollen wieder einen Ubergang zwischen 
zwei stationiren Zustinden betrachten, fiir den die Quantenzahlen in 
den Gleichungen (A) bzw. gleich nm, und n; sind. Sodann wollen wir 


: 
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die Zustiinde betrachten, in denen die GréBen der uniformisierten 
Momente J, ...J,, die zur Festlegung der stationiiren Zustinde dienen, 
gegeben sind durch 
Jy (A) = h{ ni + A (ny, — ni) }, 

wo der Parameter 4 alle Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. 
Man kann dann, wie aus (2) und (3) unmittelbar zu sehen ist, den Aus- 
druck fiir die Schwingungszahl v der bei dem Ubergang ausgesandten 
Strahlung folgendermaBen schreiben: 


v= | > (n- — ny) @, (A) da. 


Die Schwingungszahl des bei dem Ubergang ausgesandten Wellen- 
systems kann deshalb als ein Mittelwert der Schwingungszahlen der 
korrespondierenden Schwingung in der in Frage stehenden Reihe von 
»4wischenzustanden“ betrachtet werden. Auf diesen einfachen Zu- 
sammenhang hat Kramers in einer Abhandlung aufmerksam gemacht, 
die eine eingehende Untersuchung der Anwendung des Korrespondenz- 
prinzips auf die Frage der Intensitaét von Spektrallinien enthalt. Er 
diskutiert dort auch die Méglichkeit, einen allgemeinen Ausdruck fiir 
die Ubergangswahrscheinlichkeit zu finden mit Hilfe eines passenden 
Mittelwertes iiber die Zwischenzustinde von den GréBen, welche nach 
der klassischen Theorie die der korrespondierenden Schwingung in 
dem elektrischen Moment des Atoms begleitende Energieausstrahlung 
bestimmen 1). 


§ 3. Korrespondenzprinzip und Festlegung der statio- 
naren Zustinde. Wenn das Korrespondenzprinzip uns auch nicht 
in direkter Weise iiber die Natur der Strahlungsvorgange und iiber 
die Ursache der Stabilitét der stationiren Zustinde belehren kann, 
beleuchtet dasselbe doch die Anwendungen der Quantentheorie in 
solcher Weise, daS man fiir diese Theorie einen inneren Zusammen- 
hang 4bnlicher Art ahnen kann, wie den formellen Zusammenhang der 
Klassischen Theorie. Erstens tritt die vorhin erwahnte Rolle der 
Periodizitaitseigenschaften der Bewegung bei der Festsetzung der 
stationiren Zustinde deutlich an den Tag. Sodann wird die Aussage, 
daB die Anzahl der Quantenbedingungen (A) gerade gleich dem 
Periodizititsgrad ist, zu einer notwendigen Forderung fir die Er- 


1) H. A. Kramers, Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 8. Raekke, III. 
Obwohl diese wichtige Frage noch nicht gelést ist, mu doch bemerkt werden, 
daB das aus der ,spektroskopischen Stabilitaét“ gefolgerte Argument gegen den 
auf S.100 von Kramers’ Abhandlung aufgestellten Ausdruck nicht aufrecht 
erhalten werden kann. (Vgl. 8. 149 dieser Abhandlung.) 
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reichung einer eindeutigen Korrespondenz zwischen den verschiedenen 
Typen von Ubergingen und den in der Bewegung auftretenden 
harmonischen Komponenten. Auch das Hinzukommen weiterer Be- 
dingungen, wenn unter der EKinwirkung von AuBeren Kraften der 
Periodizitatsgrad zanimmt, erscheint in einem sehr einfachen Licht. 
Wir kénnen nimlich diese Bedingungen auffassen als eine unmittel- 
bare Forderung einer Korrespondenz zwischen den in den sakularen 
Stérungen auftretenden neuen langsamen harmonischen Schwingungen 
und solchen Ubergangsprozessen, wo die schon in der ungestérten 
Bewegung auftretenden Quantenzahlen nicht geandert werden, sondern 
nur die in. den hinzukommenden Bedingungen auftretenden neuen 
Quantenzahlen 1). 

In diesem Zusammenhang ist es auch von Interesse, zu erwahnen, 
daS durch das Korrespondenzprinzip Licht geworfen wird auf gewisse 
scheinbare Paradoxa, welchen wir bei der Festlegung der stationdren 
Zustiinde von streng einfach oder mehrfach periodischen Systemen 
begegnen, bei denen jedoch die Bewegung innerhalb Zeitabschnitten 
von derselben GréS8enordnung wie die Grundperioden der Bewegung 
angenahert solche Periodizititseigenschaften aufweist, die fiir sich 
allein betrachtet zu einer véllig anderen Festlegung der stationaren 
Zustinde fiihren wiirden als diejenige, za der man nach dem Vorgang 
§ 2, Kap. I geleitet wird, wenn man die strengen Periodizitatseigen- 
schaften des Systems in Rechnung stellt. Um die Diskussion zu 
erleichtern, werden wir die strengen Perioden des Systems als die 
Makroperioden bezeichnen, wahrend wir die Perioden, die die quasi- 
Periodizitatseigenschaften kennzeichnen, die ,Mikroperioden“ nennen, 
da die scheinbaren Paradoxa eben auftreten, wenn diese letzteren 
Perioden sehr kurz sind verglichen mit den ersteren, Auf Grund der 
Beziehungen (A) und (B) méchte man im ersten Augenblick denken, 
da8 wir hier auf einen sonderbaren Unterschied mit den Folgerungen 
der klassischen Theorie stoBen wiirden, da ja die mikroperiodischen 
Kigenschaften der Bewegung sich scheinbar gar nicht in dem Spektrum 
kennbar machen wiirden. Dies ist aber durchaus nicht der Fall, denn 
wenn man die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Quantenspriinge 
niher betrachtet, findet man, daB gewisse Spriinge, bei denen die 
Quantenzahlen der durch die Makroperioden festgelegten Zustinde 


1) Q. d. L. II, § 2, 8. 58. Beispiele, wo dieser Gesichtspunkt sich besonders 
einfach verwenden 14Bt, liefern die Probleme der Wirkung 4uBerer elektrischer 
und magnetischer Felder auf die Wasserstofflinien. Vgl. ZS. f. Phys. 2, 423, 
1920, auch abgedruckt in ,Drei Aufsatze tiher Atombau“, Braunschweig, Friedr. 
Vieweg & Sohn Akt.-Ges., 1922. 
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sich um viele Einheiten indern, besonders wahrscheinlich sind wegen 
des durch die Mikroperioden veranlaBten Auftretens gewisser Ober- 
téne oder Gruppen von Oberténen mit besonders groken Amplituden, 
Durch diesen Umstand kommen die Mikroperioden im Spektrum zum 
Vorschein in ganz abnlicher Weise, wie sie in der Strahlung nach 
der klassischen Theorie erscheinen wiirden. Uberhaupt gibt diese An- 
wendung des Korrespondenzprinzips, auf die Ehrenfest und Breit?) 
in einer vor kurzem erschienenen Arbeit aufmerksam gemacht haben, 
einen klaren Eindruck davon, wie eng die Verbindung zwischen 
Strahlung und Bewegung in der Quantentheorie ist, dem grundsiatz- 
lichen Unterschied zwischen dem Charakter der Postulate und der 
kontinuierlichen Beschreibung der klassischen Theorie zum Trotze. 
Eine eigentiimliche Schwierigkeit, auf die man sté8t in der Grenze, 
wo die Makroperioden verglichen mit den Mikroperioden auBerordent- 
lich lang sind, und auf die die genannten Verff. aufmerksam gemacht 
haben, scheint in der Begrenzung der Giiltigkeit der Postulate ihren 
natiirlichen Grund zu haben und wird naher in dem niachsten Para- 
graphen besprochen werden. (Vel. §. 152.) 

Das Licht, das von dem Korrespondenzprinzip auf die Festlegung 
der stationaren Zustande geworfen wird, scheint uns ferner, wie schon 
im vorhergehenden Kapitel, § 3 angedeutet, einen Leitfaden zu geben 
fiir die Frage der Festlegung dieser Zustinde fiir Systeme, wo, wie fiir 
Atome mit mehreren Elektronen, die allgemeine Lésung der Glei- 
chungen (1) keine einfachen Periodizitatseigenschaften besitzt. Das 
Prinzip bietet nimlich eine Grundlage, um die Méglichkeiten von mit 
Ausstrahlung verbundenen Ubergangsprozessen wihrend der Bildung 
eines Atoms dureh die sukzessive Bindung der Elektronen, sowie 
wihrend der Reorganisation eines Atoms nach einer durch 4uBere 
Eingriffe verursachten Anderung der Elektronenkonfiguration  ein- 
zuschranken. In den folgenden Aufsaitzen werden wir ausfiihrlicher 


; 1) P. Ehrenfest und G. Breit, ZS. f. Phys. 9, 207, 1922. Als Beispiel 
benutzen die Verff. ein System, das aus einem Teilchen besteht, welches sich’ in 
einer zirkularen Bahn frei bewegen kann, das aber der weiteren Bedingung 
unterworfen ist, da& nach einer gewissen Anzahl von Umdrehungen durch irgend 
eine Vorrichtung die Umlaufsrichtung sich umkehrt. Die freie Umdrehung ist 
hier die mikroperiodische Bewegung, wahrend das regelm&Sige Umkehren die 
makroperiodischen Eigenschaften darstellt. Die genannten Verff. zeigen, wie die 
freie Rotation zu dem Auftreten von gewissen Oberténen mit groBen Perioden 
in der durch die regelmaBige Umkehrung der Rotationsrichtung bestimmten 
periodischen Bewegung Anla8 gibt. Diese Oberténe bewirken eine Vorliebe fur 
Uberginge, welche grofen Anderungen der stationadren Zustande nach der letzt- 
genannten Bewegung entsprechen, und die betrefts der Energieinderung des 
Systems angenahert den Ubergangen zwischen den stationéren Zustanden eines 
frei rotierenden Teilchens entsprechen. . 
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auf diese Frage zuriickkommen, und wir werden besonders zu zeigen 
versuchen, daB8 das Prinzip einen Angriffspunkt darbietet fiir das fiir 
die Diskussion der Eigenschaften der Elemente fundamentale Problem 
der Stabilitiit des normalen Zustandes der Atome. 

§ 4. Korrespondenzprinzip und Konstitution der Strah- 
lung. Bei der Aufstellung des Korrespondenzprinzips ist die Annahme 
wesentlich, da ein inniger Zusammenhang besteht zwischen dem 
beobachtbaren Charakter der Strahlung, die nach dem zweiten Postulat 
bei einem Ubergang zwischen stationéren Zusténden ausgesandt wird, 
und der Strahlung, die nach der klassischen Elektrodynamik durch 
die Anwesenheit der korrespondierenden Schwingungskomponente in 
dem elektrischen Moment von dem Atomsystem ausgesandt werden 
wiirde. Im allgemeinen werden wir also erwarten, da die Konsti- 
tution der Strahlung, in verschiedenen Richtungen beobachtet, von der 
gleichen Art sein wird wie die, welche nach der klassischen Theorie 
von einem Elektron ausgesandt werden wiirde, das eine harmonische 
elliptische Schwingung beschreibt. In den Fallen, wo die korrespon- 
dierende Schwingung fiir jede Bewegung des Systems linear oder 
zirkular ist, wie dies bei einem nicht entarteten axial-symmetrischen 
System der Fall ist, werden wir also erwarten, daB das ausgesandte 
Wellensystem lineare oder zirkulare Polarisation aufweisen wird. 
Diese Folgerungen sind iiberall bestaitigt worden, wo es, wie bei der 
Wirkung von elektrischen und magnetischen Feldern auf Spektral- 
linien, méglich gewesen ist, dieselben mit der Erfahrung zu vergleichen. 
In diesem Zusammenhang méchte es von Interesse sein, darauf auf- 
merksam zu machen, da8B wir trotz der engen Verkniipfung zwischen 
Strahlung und Bewegung, auch bei der Frage der Polarisation, doch 
darauf vorbereitet sein miissen, bei gewissen Punkten auf aus- 
gesprochene Abweichungen von der klassischen Theorie zu stoBen. 
Ebenso wie die Postulate der Quantentheorie bewirken, da8 wir bei 
Atomsystemen iiberhaupt scharfe Spektrallinien erwarten diirfen, haben 
die eigentiimlichen Stabilititsverhiltnisse der stationiren Zustinde und 
der Charakter der Strahlung beim Ubergangsprozesse zur Folge, dah 
wir in gewissen Fallen eine diskontinuierliche Anderung der Polari- 
sation erwarten kiénnen, wo die klassische Theorie dies nicht ver- 
langen wiirde. Kin charakteristisches Beispiel hierfiir bekommen wir, 
wenn wir ein abgeschlossenes Atomsystem in ein magnetisches oder 
elektrisches Feld bringen. Wahrend nach der klassischen Theorie 
jede Orientierung des Atoms als ganzes in bezug auf das Feld in 
erster Anniherung gleichberechtigt sein wird, wird dies in der Quanten- 
theorie anders sein, da, wie wir erwahnten, die von den sikularen 
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Stérungen stammenden, hinzukommenden neuen Perioden der Be- 
wegung besondere Bedingungen fiir die stationiiren Zustiinde verlangen 
werden, wodurch gewisse Orientierungen bevorzugt werden 1), AuBer 
der charakteristischen Polarisation der verschiedenen Komponenten, 
in denen die einzelnen Linien zerlegt werden, miissen wir im Gegen- 
satz zu der klassischen Theorie darauf vorbereitet sein, da das ge- 
samte Licht der Komponenten schon bei sehr schwachen Feldern 
einen charakteristischen Polarisationszustand relativy zur Feldachse auf- 
weisen kann. Der Umstand, daBS eine soleche Wirkung von ver- 
schiedenen Beobachtern?) konstatiert zu sein scheint, méchte daher 
als eine Stiitze der Annahmen der Quantentheorie betrachtet werden 
kénnen, die von fbnlicher Art ist wie die Tatsache, daS man iiber- 
haupt scharfe Spektrallinien beobachtet °). 


1) Hin direkter, nicht-spektroskopischer Nachweis von derartigen hinzu- 
tretenden Orientierungsbedingungen ist bekanntlich von O. Stern und W. Gerlach 
(ZS. f. Phys. 9, 349, 1922) erbracht in ihren schénen bedeutsamen Untersuchungen 
uber die Ablenkung bewegter Silberatome im inhomogenen Magnetfelde. Die 
Frage nach dem Zustandekommen der raschen Hinstellung der Atome, die in 
dieser Untersuchung beobachtet wird, ist in einer kiirzlich erschienenen Note 
von A. Einstein und P. Ehrenfest (ZS. f. Phys. 11, 31, 1922) eingehend 
diskutiert worden. In Verbindung mit den grundsiatzlichen einer detaillierten 
Vorstellung dieser Einstellung entgegenstehenden Schwierigkeiten, die in dieser 
Note erértert werden, mag darauf hingewiesen werden, da8 der Hinflu8 des 
Feldes auf die harmonischen Komponenten, in welche die Bewegung im Atom 
aufgelést werden kann, nicht nur in dem Hinzukommen neuer Schwingungen 
besteht, deren Schwingungszahlen proportional den auSeren Kraften sind, sondern 
auch eine Abanderung der schon im ungestérten Atom vorhandenen harmoni- 
schen Bewegungskomponenten mit sich bringt. Die Einstellungsgeschwindigkeit 
der Atome im Felde kann daher kaum beurteilt werden nach der Lebensdauer 
stationdrer Zustande eines gedachten Atoms, in dessen Bewegung nur die ersteren 
Komponenten yorhanden waren, wie es in der in Rede stehenden Note versucht 
ist. Fur diese Einstellungsgeschwindigkeit diirfte im Gegenteil die Lebensdauer 
der stationdren Zustinde des angeregten ungestérten Atoms als mabgebend an- 
gusehen sein. Da& wir es bei den erw&hnten Versuchen hinsichtlich der un- 
gestérten Bewegung nicht mit angeregten Atomen, sondern nur mit Atomen im 
~ Normalzustand zu tun haben, steht einer solchen Auffassung nicht prinzipiell 
entgegen; vielmehr tritt hier nur die formale Natur der Quantentheorie in ihrer 
jetzigen Form (vgl. Kap. II) besonders klar zutage. 

2) Vgl. W. Voigts Artikel iiber Magnetooptik, Gratz, Handbuch der Elek- 
trizitit IV, 8.624. Siehe auch H. Rausch yon Traubenberg, Naturwissen- 
schaften 10, 791, 1922, der neuerdings die betreffende Wirkung eines Magnet- 
feldes in dem besonders einfachen Falle des Wasserstoffspektrums festgestellt hat. 
; 3) Die Annahme, da8 die Polarisation des gesamten Lichtes einer Spektral- 
linie durch den LHinfluB schwacher Auferer Felder nicht wesentlich gedndert 
werden kann, wurde in Q.d. L. V, 8.121 als eine notwendige Forderung spektro- 
skopischer Stabilitat angesehen. Da diese Forderung nach den Grundvorstellungen 
der Quantentheorie nicht als berechtigt angesehen werden kann, fallt ein Haupt- 
argument gegen die Méglichkeit weg, die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen 
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In diesem Paragraphen wollen wir noch einige Fragen erwahnen, 
die unmittelbar mit der Formulierung des zweiten Postulats zusammen- 
hiingen, die wir aber bis jetzt absichtlich nicht beriihrt haben. Ich 
denke hier teils an die Frage nach dem Bezugssystem, worin die 
Frequenz v des bei einem Strahlungsvorgang ausgesandten Wellen- 
systems gemessen werden mu&, teils an das Problem der Scharfe der 
Definition dieser Schwingungszahl. Was den ersten Punkt betrifft, 
so fiihrt in dem Fall eines abgeschlossenen Atomsystems die Korre- 
spondenzforderung unmittelbar zu der Annahme, daf das Bezugs- 
system fiir die Messung der Schwingungszahl der Beziehung (B), 
abnlich wie es fiir die Festsetzung der stationaren Zustande durch 
die Bedingungen (A) der Fall war, so gewahlt werden muf, da das 
System als Ganzes darin ruht?). Naturgema8 werden wir annehmen, 
daB in einem anderen Bezugssystem das ausgesandte Wellensystem, 
in den verschiedenen Richtungen beobachtet, einen Dopplereffekt 
aufweist von der nach der Relativitatstheorie wohlbekannten Art, wie 
man ibn auch bei den bekannten Versuchen mit Kanalstrahlen findet. 
Fiir nicht abgeschlossene Systeme begegnen wir indessen Schwierig- 
keiten, da ein bestimmt definiertes natiirliches Bezugssystem sich nicht 
von selbst darbietet. Ein charakteristisches Beispiel, das im nachsten 
Paragraphen behandelt werden soll, bietet die Betrachtung eines Zu- 
sammenstoBes zwischen einem Atomsystem und einem freien Elektron, 
der von Strahlung begleitet wird, ohne daB das Elektron jedoch von 
dem Atom gebunden wird. 

Das zweite der obengenannten Probleme bezieht sich auf die 
Schirfe, mit der die Schwingungszahl der ausgesandten Wellen de- 
- finiert ist. Rein kinematisch bestimmt schon die endliche Dauer eines 
Strahlungsvorganges eine obere Grenze fiir diese Schirfe. Nach der 
Korrespondenzforderung liegt es nahe, zum mindesten fiir abgeschlossene 


zwei stationéren Zustanden durch einen einfachen Ausdruck mittels mechanischer 
Symbole allgemein darzustellen. 

1) Dies fordert natiirlich, daS dieses Bezugssystem fiir die stationdren Zu- 
stamde vor und nach dem Strahlungsproze8 dasselbe ist. Eine Unsicherheit in 
diesem Punkt michte entstehen, wenn man annehmen wiirde, daB der Strahlungs- 
proze8 mit einem Umsatz von gerichtetem Impuls verkniipft sein kénnte. Diese 
Frage ist von Schrédinger (Phys. ZS. 28, 301, 1922) im Zusammenhang mit 
der von Einstein vertretenen Auffassung, daS die ausgesandte Strahlung 
vollstandig gerichtet ist (vgl. Kap. IIL), in interessanter Weise diskutiert. Unab- 
hangig davon, da8 die letztgenannte Auffassung der hier gegebenen Darstellung 
der tatsichlichen Anwendungen der Quantentheorie fernliegt, mag daran erinnert 
werden, daS schon wegen der Kleinheit des Massenverhaltnisses der negativen 
zu den positiven Teilchen in den Atomen ein eventueler Umsatz von gerichtetem 
Impuls auf die Spektren abgeschlossener Systeme keine beobachtbaren Wirkungen 
haben kann. 
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Systeme anzunehmen, daB eine obere Grenze fiir diese Zeit, was die 
GréGenordnung betrifft, gegeben ist durch die Zeit, in der nach der 
klassischen Theorie eine entsprechende Energiemenge ausgesandt 
werden wiirde von einem schwingenden Elektron, dessen Schwingungs- 
zahl gleich der der Strahlung und dessen Amplitude von der GréBen- 
ordnung der Amplitude der korrespondierenden Schwingung ist 1). 
Man sieht, daB die Grenze fiir die Schirfe der Definition der Schwin- 
gungszahlen der Wellen, zu der wir in dieser Weise gefiihrt werden, 
gerade dieselbe ist wie die Annaherung, mit der wir erwarten kénnen, 
mit Hilfe von (B) die Schwingungszahl der bei einem Ubergangs- 
prozeh ausgesandten Strahlung zu berechnen, wenn man _bedenkt, 
daB die Beschreibung der Bewegung in den stationiren Zustinden 
und die Festlegung der Energie mittcls der Bedingungen (A) schon 
eine Vernachliassigung der Strahlenreaktionen in sich schlief{t. Wie im 
vorigen Kapitel mehrmals betont, war der angeniherte Charakter einer 
solchen Beschreibung von vornherein dadurch gegeben, daB die Strah- 
lungsreaktionen bei der Anwendung der Bewegungsgleichungen (1) 
vernachlassigt waren. Es handelt sich hier nicht allein um unsere Un- 
bekanntschaft mit den Modifikationen, die in den elektrodynamischen 


1) (Vgl. Q.d.L. Il, 8.94, Anm.) Bekanntlich ist diese Grenze der Scharfe 
der Spektrallinien in angenaherter Ubereinstimmung mit der oberen Grenze fiir 
die Strahlungszeit, welche aus dem allmahlichen Abklingen des Leuchtens der 
Kanalstrahlen abgeleitet werden kann (vgl. W. Wien, Ann. d. Phys. 60, 597, 1919 
und 66, 229, 1921). Dieses Problem ist kirzlich von A. Sommerfeld und 
W. Heisenberg (ZS. f. Phys. 10, 393, 1922) diskutiert, ausgehend von demselben 
allgemeinen Gesichtspunkte, der im Texte angedeutet ist. Die Verff. versuchen zu 
einer genaueren theoretischen Abschatzung fiir die Breite der Spektrallinien zu 
gelangen. Obgleich dieser Versuch interessante und vielversprechende Gedanken 
enthalt, kann man bei dem jetzigen Stande der Theorie wohl schwerlich ent- 
scheiden, inwiefern eine bestimmte quantitative Abschitzungsweise zwanglaufig 
aus dem Korrespondenzprinzip gefolgert werden kann. Ahnliches gilt von der 
von G. Mie (Ann. d. Phys. 66, 237, 1921) im Zusammenhange mit den Wienschen 
Versuchen angestellten interessanten Betrachtung, nach der die Intensitat der 
Wellen wihrend des Strahlungsvorganges anfangs allmahlich ansteigen sollte, 
um nach Erreichen eines Maximums am Ende des Prozesses wieder allmahlich 
abzunehmen, und die bei dem jetzigen Stande der Theorie anscheinend keine 
direkte Begriindung in dem Korrespondenzgesichtspunkte finden kann. Es méchte 
jedoch von Interesse sein, zu bemerken, da8 der Umstand, der Mie als Aus- 
gangspunkt dient, namlich daG bei der speziell untersuchten Spektrallinie Hy 
die Schwingungszahl der ausgesandten Strahlung gleich der Umlaufszahl des 
Elektrons in einer gedachten Lésung der Bewegungsgleichungen ist, die als — 
zwischen den beiden Zustanden liegend betrachtet werden kann, welche den 
Anfangs- und Endpunkt des Prozesses bilden, ein Spezialfall einer Regel ist, die 
fiir die mehrfach periodischen Systeme allgemeine Giiltigkeit hat, und nach der 
die Schwingungszahl der ausgesandten Strahlung als ein Mittelwert der Schwin- 
gungszahl der korrespondierenden Schwingung iiber eine kontinuierliche Reihe 
von gedachten ,Zwischenzustiinden“ aufgefaSt werden kann (siehe oben §. 145). 

Ele 


152 Niels Bohr, 
Gesetzen anzubringen sind, um iiber die Abwesenheit von Ausstrablung 
in den stationiren Zustinden Rechenschaft zu geben, sondern schon 
das kinematische Problem ist hinsichtlich der Periodizitatseigenschaften 
sogar in dem Sinne unbestimmt, daS wir mit Unterbrechungen der 
regelmaBigen Bewegung zu rechnen haben, die den Strahlungsprozessen 
entsprechen, seien es spontane Uberginge zu Zustiénden niedriger 
Energie oder erzwungene Uberginge, veranlaSt durch Bestrahlung. 
Dieser Mangel in der Schirfe der Beschreibung der Bewegung 
der Elektronen im Atom bringt eine Unschirfe in der Definition 
stationarer Zustande mit sich, deren Beriicksichtigung in gewissen 
Fallen wesentliche Bedeutung zukommt. JBetrachten wir das am 
SchluB des vorigen Paragraphen behandelte Beispiel, so begegnen wir 
neuen Verhidltnissen, wenn die Makroperioden so groB werden, dah 
ihre Lange von derselben GréSenordnung wird wie ein Zeitintervall, 
in welchem die Wahrscheinlichkeit nicht gering ist, daB einer der 
durch die mikroperiodischen Bewegungseigenschaften veranlaBten 
Quanteuspriinge stattgefunden hat. In diesem Fall wird die strenge 
Anwendung der Bewegungsgleichungen (1) zur Beschreibung eventueller 
makroperiodischer Eigenschaften illusorisch, und wir werden zur Auf- 
fassung gefiihrt, daB in-der Grenze jeder EinfluB solcher Eigenschaften 
auf die Festlegung stationirer Zustinde verschwindet, und damit auf 
die beobachtbaren EKigenschaften des Systems, die nunmehr nur von 
den sogenannten mikroperiodischen Eigenschaften abhangen kénnen. 
Durch eine solche Betrachtung scheint man in ungezwungener Weise 
tiber die von Ehrenfest und Breit (1. c. 8.210) hervorgehobene 
Schwierigkeit hinwegzukommen, die sich auf die eindeutige Bestimmung 
der thermischen KHigenschaften solcher Systeme bezieht. Diese 
Schwierigkeit besteht darin, daB die fiir die Temperaturverteilung 
ausschlaggebenden Gréfen, d. h. die Energiewerte und statistischen Ge- 
wichte der stationéren Zustinde bei formaler Beriicksichtigung der 
strengen Losung der Bewegungsgleichungen (1) ausschlieBlich von den 
makroskopischen Bewegungseigenschaften dieser Lisung abhingen 
werden, und daf man daher scheinbar zu einer Diskontinuitaét kommt, 
wenn man zur Grenze geht, wo streng nur die mikroperiodischen 
Kigenschaften. auftreten. Aus den obigen Betrachtungen folgt nun 
aber, da8 man erwarten muB, daB schon, bevor die Grenze unendlich 
langer Makroperioden erreicht ist, deren EinfluB auf die beobachteten 
Kigenschaften allmablich verschwunden sein wird. Es soll in dieser 
Verbindung betont werden, daS fiir die Entscheidung, ob in einem 
gegebenen Fall die Mikro- oder die Makroperioden wesentlich aus- 
schlaggebend sind, die vorhandene Temperatur in Betracht genommen 
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werden muS wegen des Kinflusses der Temperaturstrahlung auf die 
Haufigkeit der erzwungenen Quantenspriinge. ; 

§5. Strahlung von unabgeschlossenen Systemen. Bei 
der Betrachtung von Strahlungsprozessen haben wir bisher nur an 
solche gedacht, bei denen abgeschlossene Atomsysteme beteiligt sind, 
fiir welche stationire Zustinde durch die Bedingung (A) festgelegt 
werden kénnen. Bei der Betrachtung unabgeschlossener Systeme, wo 
wir besonders an die Wechselwirkung zweier oder mehrerer Atomsysteme 
denken wollen, begegnen wir wesentlich anderen Verhiltnissen, die 
jedoch in gewissem Umfange auf Grundlage der Postulate untersucht 
werden kénnen. Wie schon im vorigen Kapitel erwihnt, verlangt das 
erste Postulat, daB zwei Atome, die in Wechselwirkung miteinander 
treten, sowohl vor wie nach dem Prozef sich in einem stationaren Zu- 
stand befinden, und es ist dabei von Bedeutung, sich daran zu erinnern, 
da8 die stationaren Zustande nur durch die relative Bewegung der 
Teilchen in jedem Atom bestimmt sind, so daf die genannte Forderung 
nichts iiber die relative Bewegung der beiden Atomsysteme nach der 
Wechselwirkung aussagt, wenn sie sich weit voneinander entfernt haben. 
Nur wenn die Wechselwirkung zu einer ZusammenschlieBung der 
Systeme fiihrt, kénnen wir erwarten, daB die Bewegung, abgesehen 
von der Bewegung des Systems als Ganzen, durch Bedingungen vom 
Typus (A) festgelegt sein wird. Ein einfaches Beispiel fiir einen 
solchen Vorgang bildet der ,ZusammenstoB* zwischen einem freien 
Elektron und einem positiven Atomion, der unter Umstianden zu der 
Bindung des Elektrons yon dem Atom unter Aussendung von Strahlung 
fiihren kann. Stellen wir uns auf die Grundlage des.zweiten Postulats, 
so haben wir bei einem solchen Vorgang eine Méglichkeit einer er- 
weiterten Anwendung des Korrespondenzprinzips dadurch, daB die Ver- 
anderung des elektrischen Moments des Gesamtsystems mit der Zeit, 
wenn die Bewegung annahernd durch die Gleichungen (1) beschrieben 
wird, harmonische Komponenten von allen méglichen Schwingungs- 
zahlen enthalt, d.h. das Moment kann, anstatt durch eine trigono- 
metrische Reihe der Form (2), durch ein Fourier-Integral dargestellt 
werden. Dies entspricht dem Umstand, da$ wir hier auf Grund der 
Unbestimmtheit der relativen Bewegung der beiden Atome vor und 
nach dem Vorgang uns Strahlungsvorginge denken kénnen, wo die 
Schwingungszahl der Strahlung nach (B) berechnet alle méglichen 
kontinuierlich tiber ein Intervall verteilten Werte annehmen kann. Wir 
bekommen hierdurch die Méglichkeit einer formellen Interpretation 
der sogenannten kontinuierlichen Spektren auf eine Weise, die eine 
entsprechende Analogie zu den Anschauungen der klassischen Theorie 
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aufweist, wie die quantentheoretische Erklarung der Linienspektren 
abgeschlossener Atomsysteme von mehrfach periodischem Charakter?). 
Der Unterschied zwischen den Aussagen der beiden Theorien kommt 
jedoch auch hier deutlich zum Vorschein, da ja die Quantentheorie zu 
gleicher Zeit bekanntlich eine Erklarung darbietet fiir das Auftreten 
einer scharfen Grenze des Frequenzgebiets nach der Seite der kurzen 
Wellen, das z. B. in dem Réntgengebiet beobachtet wird, wenn die 
Antikathode mit Elektronen einer gegebenen Geschwindigkeit bom- 
bardiert wird. Wie man wei, sind diese Grenzfrequenzen gerade 
durch die Beziehung (B) gegeben, wenn wir fir H’ — E” die 
kinetische Energie-des Elektrons einsetzen. Wir brauchen kaum daran 
zu erinnern, da dieses Phinomen die ,, Umkehrung“ des photoelektrischen 
Effekts bildet, wie es in Einsteins wohlbekannter Theorie beschrieben 
wird. Gerade durch die Bestimmung dieser Grenze, wo die relative 
Geschwindigkeit zwischen dem Elektron und dem Atom nach der 
Wechselwirkung verschwunden ist, scheint eine solche Anwendung 
der Gleichung (B) auf den Strahlungsvorgang natiirlich zu sein, indem 
wir mit einem Phinomen zu tun haben, das durch Absorption von 
monochromatischer Strahlung unmittelbar umgekehrt werden kann. 
Die Frage nach der strengen Giiltigkeit des zweiten Postulats bei 
einer Wechselwirkung eines Elektrons mit einem Atomion, die nicht 
zu einer Bindung fiihrt, gibt Anlab zu Schwierigkeiten verschiedener 
Art. Bei einem Versuch, die Bedingung (B) anzuwenden, begegnet 
man namlich sogleich der im vorigen Paragraphen beriihrten Frage 
nach dem Bezugssystem, in welchem die Schwingungszahl des Wellen- 
zuges zu messen ist. Im Anschlu8 an die klassische Theorie scheint 
es plausibel, da ja das Elektron auf Grund seiner geringen Masse bei 
weitem die gréBte Beschleunigung bekommt, daS das Bezugssystem 
in erster Linie durch die Bewegung des Elektrons vor und nach dem 
StoB bestimmt werden mu. Namentlich ist dies klar, wenn wir an 
den Grenzfall denken, wo die Geschwindigkeit des Elektrons wihrend 
des StoBSes sich nur wenig in bezug auf Gré8e und Richtung verindert. 
Dies gibt eine Méglichkeit eines Verstindnisses der wohlbekannten 
Asymmetrie in der Verteilung der kontinuierlichen Réntgenstrahlung 
einer Antikathode mit Riicksicht auf die Richtung der einfallenden 
Elektronen, von der die klassische Theorie bekanntlich in gro8en Ziigen 

1) Q. d. L. Il, 8.187. In einer Untersuchung, die bald veréffentlicht wird, 
hat Kramers gezeigt, daB es méglich ist, einen solchen Gesichtspunkt quantitativ — 
zu verwerten, indem es ihm gelungen ist, eine quantentheoretische Deutung zu 
geben von den empirischen Gesetzen, die fiir die Absorption von homogenen 


Roéntgenstrahlen in ihrer charakteristischen Abhangigkeit von der Wellenlange 
und der Atomnummer des absorbierenden Elementes gelten. 
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Rechenschaft zu geben vermocht hat. Von dem Gesichtspunkte der 
Quantentheorie aus scheint die Tatsache der Asymmetrie ein starkes 
Zeugnis dafiir abzulegen, daB Strahlungsprozesse vorkommen kénnen, 
bei denen Elektronen nach einem Zusammensto8 mit einem Atom ihre 
Geschwindigkeit relativ zum Atom nur teilweise verlieren1). Das Para- 
doxon, da eine solehe Asymmetrie nicht fiir die Schwingungszahl der 
oben erwahnten quantentheoretisch bestimmten scharfen Grenze des 
Frequenzgebietes der Strahlung vorhanden ist, findet auf Grund unserer 
Uberlegungen eine natiirliche Erklarung dadurch, da es sich bei dieser 
Grenze gerade um Elementarprozesse handelt, wo das Elektron nach 
dem Zusammensto8 gebunden ist und deshalb im Mittel keine Ge- 
schwindigkeit relativ zu den Atomen der Antikathode besitzt. 

Im Zusammenhang mit der Frage nach dem Bezugssystem taucht 
jedoch die Frage auf nach der strengen Giiltigkeit des zweiten Postulats 
bei den betrachteten Strahlungsprozessen. Selbst wenn, wie erwihnt, es 
mdglich scheint, eine Korrespondenz zwischen Strahlungsprozessen und 
Bewegungseigenschaften aufzustellen, die qualitativ eine formale Ana- 
logie aufweist zu den Verhaltnissen bei mehrfach periodischen Systemen, 
ist die Sachlage doch hier sehr unklar, und eine Beurteilung wird in 
viel héherem Mafe auf Annabmen iiber die Natur der Strahlungsvor- 
gange beruhen. Verfolgen wir indessen die erwahnte Analogie soweit 
wie moéglich, so werden wir gleichwohl zu Zweifeln an der Anwend- 
barkeit des Postulats gefiihrt, wenn wir solche enge Zusammenstibe 
betrachten, wo auf Grund der groBen Beschleunigung des Elektrons die 
von der klassischen Theorie geforderte Strahlungsreaktion eine wesent- 
liche Bedeutung fiir die Beschreibung seiner Bewegung haben wiirde. 

Wenn wir hier auch auf Fragen von véllig offenem Charakter 
stoBen, scheint doch der Gesichtspunkt, den wir in §4 der Diskussion 
der Schirfe der Spektrallinien zugrunde legten, vielleicht einen Finger- 
zeig zu geben in bezug auf die Begrenzung und die Reichweite der 
Postulate der Quantentheorie und hinsichtlich der Art des Zusammen- 
~hanges, den man suchen mu zwischen den typischen Anwendungen 
dieser Postulate auf die Frage der Erklirung der Eigenschaften der 
Atome und den typischen Beispielen von Strahlungsproblemen, wo 
die klassische Theorie unzweifelhaft wesentliche Giiltigkeit besitzt, wie 


1) Wie Herr 8. Rosseland mich freundlichst aufmerksam gemacht hat, 
scheint es mdglich, daB Prozesse der betrachteten Natur auch bei radioaktiven 
‘Umwandlungen eine wesentliche Rolle spielen, und im besonderen AnlaB geben 
kénnten zu dem Entstehen der sogenannten kontinuierlichen f-Strahlspektren, 
indem die aus dem Kern ausgeschleuderten Elektronen groBe Beschleunigungen 
in dem den Kern umgebenden Kraftfelde erfahren und dadurch einen beliebigen 
Bruchteil ihrer Energie durch Strahlungsprozesse verlieren kénnen. 


156 Niels Bohr, 


z. B. die Aussendung von elektromagnetischen Wellen in der drahtlosen 
Telegraphie. Hier haben wir es mit Systemen zu tun, deren Higen- 
schaften auf einem Zusammenspiel einer grofen Anzahl von Atom- 
systemen beruhen, und wo das Verhiltnis zwischen Energie und 
Periode, wenn man von den durch die Bedingungen (A) festgelegten 
stationiren Zustinden tiberhaupt sprechen kénnte, sehr groBen Quanten- 
zahlen entsprechen wiirde. Dieser Umstand ist natiirlich fiir das 
Problem von wesentlicher Bedeutung. Es wiirde jedoch kaum richtig 
sein, die Hauptaufmerksamkeit auf diese Seite des Problems zu lenken, 
und z. B. die Anwendbarkeit der klassischen Theorie in einem solchen 
Fall als ein direktes Beispiel des Korrespondenzprinzips anzusehen. 
Es handelt sich naémlich hier um eine Anwendung der klassischen 
Theorie, wo wir schon weit entfernt sind von dem Giiltigkeitsbereich 
der Annahmen, die bei der Aufstellung dieses Prinzips verwendet 
wurden und bei deren Besprechung wir ja eben hervorgehoben haben, 
da8 auch in dem Grenzgebiet der groBen Quantenzahlen der grund- 
sitzliche Unterschied bestehen bleibt zwischen den Vorstellungen der 
klassischen Theorie und denjenigen, welche der Anwendung der 
Postulate der Quantentheorie zugrunde liegen. Bei dem hier betrach- 
teten Problem handelt es sich namlich kaum um eine asymptotische 
Ubereinstimmung der statistischen Resultate der Quantentheorie und 
der klassischen Theorie, sondern im Gegenteil um ein vélliges Ver- 
sagen der Postulate der Quantentheorie. Dies hangt damit zusammen, 
da8 wir es mit Systemen zu tun haben, wo die Ausstrahlung, nach der 
klassischen Theorie berechnet, so groB ist, daB die wahrend einer 
einzigen Periode ausgesandte Energie einer groBen Anzahl von elemen- 
taren Strahlungsprozessen der Art, wie wir ihnen bei den typischen 
Anwendungen der Quantentheorie auf Atomprobleme begegnen, ent- 
sprechen wiirde. Kine unmittelbare Folge davon ist, da8 die Formu- 
lierung der Postulate der Quantentheorie, die unter Beriicksichtigung 
der Anwendungen auf die letztgenannten Probleme aufgestellt wurden, 
in dem hier betrachteten Fall, wie erwahnt, ihren Sinn verliert, und 
da8 im besonderen der Gebrauch der Begriffe der klassischen Theorie 
bei der Verwertung dieser Postulate jede Grundlage vermiBt. 


III. Kapitel. Uber die formale Natur der Quantentheorie. 


Der Zweck der vorausgehenden Betrachtung war, die Prinzipien 
darzulegen, die den tatsichlichen Anwendungen der Quantentheorie. 
auf den Atombau zugrunde liegen und in den folgenden Aufsitzen als 
Grundlage benutzt werden sollen. Es erhebt sich jedoch, wie schon in 
der Einleitung erwabnt, die Frage nach der Moglichkeit, uns ein zu- 
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sammenhangendes Bild der Vorgiinge zu machen, in das diese Prinzipien 
sich einfiigen lassen. Hierbei haben wir die grundsatzlichen Schwierig- 
keiten im Auge, die den Bestrebungen entgegenstehen, das Auftreten 
von Diskontinuitéten bei Atomvorgingen mit der Anwendung der 
Begriffe der klassischen Elektrodynamik zu verséhnen. Um diese 
Schwierigkeiten zu iiberwinden, sind, indem die Aufmerksamkeit auf 
verschiedene Seiten des Problems gelenkt wurde, verschiedene Wege 
eingeschlagen worden, die im folgenden kurz besprochen werden. 
§ 1. Die Lichtquantenhypothese. Eine Angriffsweise des 
Problems besteht darin, daS man in erster Linie darauf Gewicht lest, 
solche allgemeine Gesetze wie die der Erhaltung des Impulses und 
der Energie auch bei den Einzelprozessen streng beizubehalten. Dieses 
Bestreben kommt wohl in klarster Weise zum Ausdruck in der so- 
genannten ,, Lichtquantenhypothese* Einsteins. Bei dieser wird bekannt- 
lich, um bei den Prozessen der Emission und Absorption von Strahlung 
der Erhaltung der Energie im einzelnen zu geniigen, angenommen, 
daB schon die Strahlungsvorgange im leeren Raum prinzipiell nicht 
mit Hilfe der klassischen Begriffe beschrieben werden kénnen. Nach 
der Lichtquantenhypothese geschieht die Ausbreitung von Strahlung 
nicht in einer gew6hnlichen Wellenbewegung, sondern die Strahlungs- 
energie bleibt wahrend ihrer Fortpflanzung stets in einem kleinen 
Raumteil konzentriert und wird bei Absorptionsprozessen einfach als 
Ganzes aufgenommen. Die in diesen Lichtquanten enthaltene Energie- 
menge soll dabei stets den Betrag hv haben. Ganz abgesehen von 
der groBen Bedeutung, die dieser Gesichtspunkt bekanntlich gehabt 
hat, um gewisse Klassen von Erscheinungen, wie den photoelektrischen 
Effekt, in ihrer Beziehung zur Quantentheorie in klares Licht zu stellen, 
kann die in Rede stehende Hypothese jedoch keineswegs als eine 
befriedigende Lisung angesehen werden. Bekanntlich bringt namlich 
diese Hypothese uniiberwindliche Schwierigkeiten mit sich, wenn es 
sich um die Erklarung der Interferenzerscheinungen handelt, die unser 
-Hauptmittel bei der Untersuchung der Beschaffenheit der Strahlung 
bilden 1), Ja, wir kénnen sogar behaupten, daf das Bild, das der 
Lichtquantenhypothese zugrunde liegt, die Médglichkeit einer sinn- 
gemiiBen Definition des Begriffes der Schwingungszahl v, die ja eben in 
dieser Theorie eine Hauptrolle spielt, prinzipiell ausschlieBt. Die Licht- 
quantenhypothese ist daher nicht geeignet, ein Bild der Vorgange zu 
geben, in welches die Gesamtheit der Erscheinungen, die bei der An- 
wendung der Quantentheorie in Frage kommen, sich einordnen laft. Die 


1) Vgl. H. A. Lorentz, Phys, ZS. 11, 349, 1910. 
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angemessene Weise, in der die Hypothese gewisse Seiten der Phanomene 
wiedergibt, ist vielmehr dazu geeignet, die von verschiedenen Seiten 
vertretene Ansicht zu stiitzen, dafi im Gegensatz zur Beschreibung 
der Naturerscheinungen in der klassischen Physik, wo es sich ja 
immer nur um das statistische Resultat einer groBen Anzahl von Einzel- 
vorgingen handelt, cine vollstindige raumzeitliche Beschreibung der 
Atomvorginge nicht in widerspruchsloser Weise durchfiihrbar ist mit 
Hilfe der der klassischen Elektrodynamik entlehnten Begriffe, die bis 
jetzt unser einziges Mittel sind, die Prinzipien, die den tatsachlichen 
Anwendungen der Quantentheorie zugrunde liegen, zu formulieren. 

In dieser Verbindung mag auf die oft sehr geistreichen Versuche 
hingewiesen werden, die von verschiedenen Seiten, neuerdings von 
Whittaker), unternommen wurden, um einen Mechanismus zu ersinnen, 
welcher die charakteristischen Ziige der Quantentheorie wiedergibt. 
Diese Versuche mégen vielleicht Fingerzeige geben, in welcher Richtung 
ein vollstindiges begriffliches Bild der Vorgange in Zukunft gesucht 
werden mag; es muff jedoch hervorgehoben werden, da sie dem 
Wesen der Sache nach kaum geeignet sind, beim jetzigen Stand der 
Theorie die tatsichlichen Anwendungen zu beleuchten. 

§ 2. Das Koppelungsprinzip. Eine andere Betrachtungsweise 
besteht darin, daf man versucht, rein formal fiir die Gesetze der 
Quantentheorie, welche die stationaren Zustinde von Atomsystemen 
festlegen, und diejenigen, welche die Strahlungsvorgange regeln, einen 
einheitlichen Ausdruck zu finden. Dies wird dadurch erreicht, da man 
zunichst von der Ausbreitung der Strahlung im freien Raum absieht 
und das Strahlungsfeld in einem geschlossenen Hohlraum mit reflek- 
tierenden Wanden betrachtet. Nach der klassischen Elektrodynamik 
besitzt ein solches Feld eine formale Analogie mit der Bewegung 
eines aus Massenteilchen bestehenden mehrfach periodischen Systems, 
indem sich bekanntlich das Strahlungsfeld immer aus rein harmoni- 
schen, voneinander unabhingigen Higenschwingungen zusammensetzen 
laBt. Auf diesen Fall kann man deshalb die Theorie der Festlegung 
der stationiren Zustinde mehrfach periodischer Systeme wenigstens 
formal anwenden, und wie unmittelbar einleuchtet, ist die Energie, 
die dabei auf jede Higenschwingung kommt, gleich einem ganzen 
Vielfachen von hy, wo v die Schwingungszahl der betreffenden Kigen- 
schwingung bedeutet. Dieser Gedanke liegt bekanntlich schon den 
bedeutsamen Versuchen von Ehrenfest2) und Debye’) zugrunde, 


1) BE. T. Whittaker, Proceed. Roy. Soc. of Edinburgh 42, Part II, 8.129, 1922. 
®) P. Ehrenfest, Phys. ZS. 7, 528, 1906. 
3) P. Debye, Ann. d. Phys. 38, 1427, 1910. 
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das Plancksche Wiarmestrahlungsgesetz herzuleiten, ohne spezielle 
Annahmen iiber die Emissions- und Absorptionsvorgiinge zu benutzen. 
Die Bedeutung dieses Gesichtspunktes fiir unseren Zweck liegt darin, 
da er gestattet, die Frequenzbedingung (B) formal in derselben Weise 
aufzufassen wie die Zustandsbedingungen (A)1). Da sowohl das Atom- 
system wie der Hohlraum nach dem Energieaustausch sich wieder in 
stationiren Zustainden befinden, kann man namlich den Energieaustausch 
als durch genau dasselbe Gesetz geregelt ansehen, wie den Energic- 
austausch bei der strahlungslosen Wechselwirkung zweier Atomsysteme, 
die wir in Kap.I, § 4 besprochen haben. Indem wir gem&8 der ge- 
wo6hnlichen Sprechweise unter dem Begriff der Koppelung die Még- 
lichkeit von Energieiibertragung zwischen zwei in erster N&herung 
unabhangigen Bewegungsformen verstehen, wollen wir eine solche 
Auffassung als ,Koppelungsprinzip“ bezeichnen. 

Zunachst gibt dieses Prinzip jedoch keine direkte Vorschrift, um 
den Forderungen an die Beschaffenheit der emittierten Strahlung 
Rechnung zu tragen, die das zweite Postulat der Quantentheorie zum 
Ausdruck bringt, insofern als nicht begriindet wird, daB beim Energie- 
austausch zwischen Atom und Hohlraum im Gegensatz zu dem all- 
gemeinen Fall der Wechselwirkung von Atomsystemen nur eine 
Eigenschwingung, und zwar nur mit einem Quantum hv beteiligt 
sein kann. Es 1a8t sich jedoch fiir die Gesetzmibigkeiten, die in 
den vorhergehenden Kapiteln besprochen sind, in dem hier in Rede 
stehenden Sonderfall des Energieaustausches von Atom und Hohlraum 
eine Formulierung geben, die dem Koppelungsprinzip angemessen ist, 
indem man den Begriff der Koppelung mit Wabhrscheinlichkeits- 
betrachtungen und mit dem Korrespondenzprinzip verbindet. Ebenso 
wie in der klassischen Elektrodynamik die sogenannten Reaktionskrafte 
der Strahlung die unmittelbare Koppelung zwischen dem Strahlungs- 
felde und den verschiedenen harmonischen Bewegungskomponenten 
des Atoms bedingen, wollen wir annehmen, da die Wahrscheinlich- 
-keit des Auftretens der verschiedenen Austauschprozesse zwischen 
Atom und Hohlraum durch die ,latenten“ Strahlungsreaktionen ge- 
regelt wird, die den mit den betreffenden Ubergangsprozessen korre- 
spondierenden harmonischen Komponenten entsprechen. Unter Beriick- 
sichtigung der Unabhangigkeit der verschiedenen EKigenschwingungen 
der Hohlraumstrahlung ist es erstens eben durch den. Wahrscheinlich- 
keitsbegriff nahegelegt, daB beim Energieaustausch zwischen Atom 


1) Fir nahere Literaturangaben sei auf eine Note des Verf. in ZS. f. Phys. 
6, 1, 1921 hingewiesen, wo eine eingehende Diskussion der diesbeziiglichen prin- 
zipiellen Fragen versucht ist. 
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und Strahlung der Koppelungsmechanismus fiir die verschiedenen 
Eigenschwingungen nicht gleichzeitig in Wirksamkeit tritt. Zweitens 
mag der erwahnte auffallende Unterschied zwischen der alloemeinen 
Weehselwirkung von Atomen und dem Energieaustausch zwischen 
Atom und Hohlraum, der die Beschrankung der Anderung der Quanten- 
zahlen im letztgenannten Fall betrifft, mit der besonderen Art der 
Koppelung in diesem Fall in Zusammenhang gebracht werden. Wa4h- 
rend bei der allgemeinen Wechselwirkung zweier Atomsysteme die 
Krafte, welche die Koppelung bewirken, von derselben Gré8enordnung 
sein kénnen wie die Krifte, die in den stationiren Zustinden auf die 
Teilchen wirken, sind die Strahlungsreaktionen, die fiir die Koppelung 
zwischen Atom und Strahlungsfeld maBgebend sind, in den Fallen, 
wo iiberhaupt eine sinngemaSe Definition stationarer Zustinde méglich 
ist, stets als verschwindend zu betrachten gegeniiber den auf die 
Teilchen wirkenden Kraften. 

Diese Uberlegungen, die eine Vermittelung des Koppelungprinzips 
mit dem Ideenkreis des Korrespondenzprinzips in Aussicht stellen, 
diirften zu gleicher Zeit eine Méglichkeit darbieten, um die Gesetze 
der Quantenkinetik der Wechselwirkung von Atomsystemen (vgl. Kap. I, 
§ 4) in einer Weise zu beleuchten, die einen Anhaltspunkt geben diirfte 
fiir das Verstandnis der Beziehungen, die ungeachtet des prinzipiellen 
Unterschiedes der beiden Falle, zwischen den Wahrscheinlichkeiten der 
mit Ausstrahlung verbundenen Ubergangsprozesse des ungestérten 
Atoms und der Wahrscheinlichkeit der strahlungslosen Uberfiihrungs- 
prozesse, die durch Elektronensto8 bewirkt werden kénnen, bestehen !). 

Fiir die Beurteilung der Tragweite des Koppelungsprinzips ist es 
jedoch wesentlich, da8 dessen formale Durchfiihrbarkeit nur dadurch 
ermoOglicht ist, daB wir von vornherein die Ausbreitung der Strahlung 
im freien Raum nicht in Betracht gezogen haben, bei der ja gerade 
die prinzipiellen Schwierigkeiten der Anwendung der klassischen Be- 
griffe besonders zutage treten. Der formalen Schénheit des Prinzips 
zum Trotze stellt eben diese Begrenzung die Bedeutung der durch 
dieses Prinzip erzielten Kinheitlichkeit gegeniiber der mehr dualisti- 
schen Auffassung, die der Darstellung der vorhergehenden Kapitel 
zugrunde liegt, in Frage. Diese Darstellung lehnt sich eng an an den 
schon in der klassischen Theorie vorhandenen ausgesprochenen Dua- 
lismus zwischen der Beschreibung der Bewegung von aus elektrischen 
Partikeln bestehenden Systemen einerseits und der Ausbreitung der 
Strahlungsenergie im freien Raume andererseits und mag deshalb 


1) Vgl. J. Franck, ZS. f. Phys. 11, 155, 1929, 
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mehr geeignet sein, gewisse fiir das tatsiichliche Anwendungsgebiet 
der Quantentheorie wesentliche Ziige wiederzugeben. 

§ 3. Reflexions- und Dispersionserscheinungen. Wie 
schon in §1 dieses Kapitels erwihnt, ist die Beriicksichtigung der 
Interferenzerscheinungen fiir die Gesamtdarstellung der physikalischen 
Tatsachen unentbehrlich. Unsere ganze Kenntnis von der Beschaffen- 
heit der Strahlung, die nicht am wenigsten bei den Problemen des 
Atombaues eine ausschlaggebende Rolle spielt, beruht ja nur auf 
diesen Erscheinungen, bei deren niherer Betrachtung die formale 
Natur der Quantentheorie besonders klar zutage tritt. Dies gilt nicht 
nur bei dem in § 1 besprochenen Problem des Austausches von Energie 
zwischen Atomen und der im leeren Raum sich ausbreitenden Strah- 
lung, sondern es mu auch betont werden, daS die Erklirung der 
beobachtbaren Interferenzerscheinungen weitere Voraussetzungen er- 
fordert, die den Postulaten der Quantentheorie fremd gegeniiberstehen. 
So scheint es, um den Reflexions- und Dispersionserscheinungen Rech- 
nung zu tragen, notwendig anzunehmen, da ein Atom auf ein Strah- 
lungsfeld in 4hnlicher Weise reagiert, wie ein System von elektrischen 
Teilchen in der klassischen Theorie, nimlich da8 das Atom den Aus- 
gangspunkt eines sekundaren Wellenzuges bildet, der mit dem urspriing- 
lichen Strahlungsfeld in koharenter Phasenbeziehung steht. Zun&chst 
ist es nun, wie schon in Kap.I erwahnt, eine unmittelbare Folge der 
fiir die Quantentheorie typischen Forderung der Stabilitaét der statio- 
naren Zustinde, daB sich die Reaktion des Atoms auf die Hinwirkung 
eines Strahlungsfeldes im allgemeinen auch nicht ann&hernd nach der 
klassischen Theorie berechnen ]4Bt1). Dieser paradoxe Gegensatz der 
klassischen Dispersionstheorie zu den-Postulaten der Quantentheorie 
wird aber ferner noch mehr verschirft bei einem naheren Vergleich 
der theoretischen Vorstellungen vom Atombau mit den Beobachtungen. 
Einerseits zeigen bekanntlich die Dispersionserscheinungen in Gasen, 
da8 der Verlauf der Dispersion auf Grund eines Vergleichs mit einem 
“System von harmonischen Oszillatoren gema$ der klassischen Elek- 
tronentheorie mit groBer Annaiherung beschrieben werden kann, wenn 
man die Eigenschwingungszahlen dieser Oszillatoren gleichsetzt den 
Schwingungszahlen der Linien des beobachteten Absorptionsspektrums 
des betreffenden Gases. Andererseits stehen nach den Postulaten der 

1) Dieser Punkt ist besonders von O. W. Oseen (Phys. ZS. 16, 395, 1915) 
petont in seiner Kritik der Debyeschen Dispersionstheorie, in welcher versucht 
wird, die Dispersion von Gasen in Anlehnung an die klassische Theorie mittels 
Molekiilmodellen zu berechnen, die auf der Quantentheorie basiert sind. Vgl. auch 


N. Bohr, Abh. ib. Atombau, 8.138—139, und P. 8. Epstein, Z8. f. Phys. 9, 
92, 1922. 
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Quantentheorie die Schwingungszahlen dieser Absorptionslinien in 
keinem einfachen Zusammenhang mit der Elektronenbewegung im 
Normalzustand des Atoms, da sie ja gemiB der Frequenzbedingung 
durch die Differenzen der Energie des Atoms in diesem Zustand und 
in anderen von diesem wesentlich verschiedenen (angeregten) Zu- 
stiinden bestimmt sind. 

Gemif der in dieser Arbeit zugrunde gelegten Form der Quanten- 
theorie miissen die Dispersionserscheinungen also so aufgefaBt werden, 
daB die Reaktion des Atoms auf die Strahlung eng mit dem un- 
bekannten Mechanismus zusammenhingt, der fiir die Aussendung der 
Strahlung bei den Ubergingen zwischen stationaren Zustiinden ver- 
antwortlich ist. Um den Beobachtungen Rechnung zu tragen, mu 
angenommen werden, daS dieser Mechanismus, der im vorigen Para- 
graph als Koppelungsmechanismus bezeichnet wurde, bei Bestrahlung 
des Atoms in einer solchen Weise wirksam wird, daB die Gesamt- 
reaktion einer Anzahl von Atomen dieselbe ist wie die einer Anzahl 
von harmonischen Oszillatoren in der klassischen Theorie, deren 
Schwingungszahlen gleich sind der bei den méglichen Uberfiihrungs- 
prozessen vom Atom emittierten Strahlung und deren relative Anzahl 
von der Wahrscheinlichkeit des Auftretens solcher Uberfihrungs- 
prozesse bei Bestrahlung bestimmt ist. Ein derartiger Gedankengang 
ist zum erstenmal in einer Arbeit von Ladenburg naher verfolgt 1), 
in der er in sehr interessanter und aussichtsreicher Weise versucht 
hat, zwischen der Gréfe, die nach der klassischen Theorie fiir die 
quantitative Beschreibung der Dispersionserscheinungen mafgebend 
ist, und den in der in Kap. II besprochenen Einsteinschen Her- 
leitung des Warmestrahlungsgesetzes auftretenden Wabrscheinlichkeits- 
koeffizienten einen direkten Zusammenhang herzustellen. Es mag von 
Interesse sein, in dieser Verbindung daran zu erinnern, daB die in 
Frage stehenden Wahrscheinlichkeitskoeffizienten nicht ohne weitere 
Voraussetzungen aus den Messungen von Absorptionsspektren zu ent- 
nehmen sind. Was in diesen Spektren direkt beobachtet wird, ist ja 
hauptsichlich eine durch Zerstreuung bedingte Schwichung der ur- 
spriinglichen Wellenziige?). Nach den Postulaten der Quantentheorie 
besteht die eigentliche Absorption eben nicht in einer gleichmafigen 
Energieabnahme der Wellenziige, sondern in einem durch diskontinuier- 


Ny 


1) R. Ladenburg, ZS. f. Phys. 4, 451, 1921. 
2) Bekanntlich ist eine solche Auffassung besonders von Julius im Zu- 


sammenhang mit seiner Sonnentheorie vertreten worden. In dieser Verbindung 


mag auf eine neuerdings erschienene Arbeit von H. Groot, Physica 1, 7, 1921 
hingewiesen werden, in welcher das analoge Problem der Bedeutung der Dispersion 
fur den Strahlungsdruck behandelt wird. 
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liche Gesetze geregelten Energieaustausch der einzelnen Atome mit dem 
Strahlungsfeld. Ein Nachweis einer derartigen Absorption mittels ihrer 
Wirkung auf die bestrahlten Atome bekommt man in sehr lehrreicher 
Weise durch Beobachtungen der sogenannten Resonanzstrahlung, bei 
der von Kohirenz mit den auffallenden Wellenziigen keine Rede ist 1) 3), 


$4. Energie- und Impulssatz in der Quantentheorie. 
Wie aus den bisherigen Betrachtungen hervorgeht, kann eine all- 
gemeine Beschreibung der Phinomene, bei der die Sitze der Erhaltung 
von Energie und Impuls in ihrer klassischen Formulierung im ein- 
zelnen giiltig bleiben, nicht durchgefiihrt werden. Deshalb miissen 
wir darauf vorbereitet sein, daB Folgerungen aus diesen Sitzen keine 
unbegrenzte Giiltigkeit besitzen werden. So hat bekanntlich Ein- 
stein nicht nur, wie oben erwihnt, aus dem Energiesatze Folgerangen 
tiber die Natur der Strahlung gezogen, sondern im Zusammenhang 
mit seiner Ableitung des Warmestrahlungsgesetzes hat er auch eine 
Uberlegung angestellt iiber die Anwendung des Impulssatzes bei 
Strahlungsprozessen. Aus Betrachtungen iiber den RiickstoB der Strah- 
lung auf die Atome hat er dabei Argumente fiir eine einseitige, voll- 


1) Vgl.N. Bohr, ZS. f. Phys. 2, 423, 1920, auch abgedruckt in , Drei Aufsatze 
tiber Spektren und Atombau“, Aufs. II, wo die Erscheinungen der Resonanz- 
strahlung in ihrer Beziehung zur Quantentheorie besprochen sind. Vgl.J. Franck, 
ZS. f£. Phys. 9, 259, 1922, wo die Ausléschung der Resonanzstrahlung bei An- 
wesenheit fremder Gase als Folge von StéBen zweiter Art [Kap.I, Note 7) 8.128] 
erériert ist. 

2) Anmerkung bei der Korrektur: Betreffs der quantentheoretischen Deutung 
der Dispersionsphanomene hat C.G. Darwin in einer eben erschienenen Note 
(Nature 110, 840, 1922) eine interessante Uberlegung angestellt. Hr betont das 
allgemeine Versagen des Energiesatzes bei Atomprozessen und hebt hervor, da& 
die Dispersionserscheinung formal gedeutet werden kann durch die Annahme, 
da8 ein bestrahltes Atom eine Wahrscheinlichkeit gewinnt, einen Wellenzug 
auszusenden, dessen Beschaffenheit vollstandig mit derjenigen der Strahlung 
iibereinstimmt, die einen spontanen Ubergang von einem hoheren stationaren 
Zustand zu dem Normalzustand des Atoms begleitet. Wie Darwin zeigt, kann 
man in dieser Weise einen statistischen Anschlu6& an die Resultate der klassischen 

Dispersionstheorie erzielen, wenn man annimmt, da diese Strahlung bei Beginn 
ihrer Aussendung in einer gewissen Phasenbeziehung zu der einfallenden Strah- 
lung steht. Abgesehen davon, daB die letzte Forderung kaum mit der Annahme 
der endlichen Lebensdauer von angeregten Atomen, auf der die quantentheore- 
tische Erklarung der Resonanzerscheinungen beruht, vertraglich ist, steht eine 
soleche Auffassung scheinbar untiberwindlichen Schwierigkeiten entgegen, um 
von den Dispersionserscheinungen bei sehr schwacher Belichtung Rechenschaft 
zu geben. Die vollige Unabhangigkeit der beobachteten Dispersionserscheinungen 

' yon der Lichtintensitét (vgl. G. J. Taylor, Cambridge Proc. 1b, 114, 1909; 

R. Gans und A. P. Miguez, Ann. da. Phys. 52, 291, 1917) diirfte vielmehr eine 

Erklarung dieser Erscheinungen verlangen, bei der, wie im Text angedeutet, ein 

enger Anschlu& an die kontinuierliche, nicht statistische Auffassung der klassischen 


Theorie ein wesentlicher Zug ist. 
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stindig gerichtete Ausstrahlung entnommen. Diese interessante Uber- 
legung, welche die Unvollstindigkeit unseres Bildes der Atomvorgange 
in ein noch schirferes Licht stellt, zeigt, daB bei seiner jetzigen For- 
mulierung der Satz der Erhaltung des Impulses ebensowenig wie der 
der Erhaltung der Energie gestattet, zwingende Schliisse iiber die 
Natur der Vorginge zu ziehen. Diese Gesetze gestatten vielmehr 
nur Schliisse zu ziehen itiber das Zustandekommen der nach den 
Postulaten der Quantentheorie denkbaren Vorginge. 

Als ein charakteristisches Beispiel einer derartigen Anwendung 
des Energiesatzes diirfen wir die Annahme betrachten, da8 bei sinn- 
gemiBer Definition der Energie der stationiren Zustinde ein mit Aus- 
strahlung verbundener UbergangsprozeB von einem gewissen Zustand 
aus nur in Richtung nach Zustinden kleinerer Energie spontan ver- 
laufen kann. Obgleich diese Annahme unzweifelhaft in eine gewisse 
Verbindung mit dem Korrespondenzprinzip gebracht werden kann, ist 


es doch kaum berechtigt, sie als eine Folgerung aus diesem Prinzip - 


anzusehen. Andererseits kommt der formale Charakter ihrer Herleitung 
aus dem Energiesatz deutlich zum Ausdruck, wenn wir die anderen 
von Hinstein bei der Herleitung des Warmestrahlungsgesetzes an- 
genommenen erzwungenen Ubergangsprozesse bei Bestrahlung be- 
trachten, bei denen von vornherein eine Erhaltung der mittels klassi- 
scher Begriffe definierten Energie ausgeschlossen scheint. 

Kiner entsprechenden Anwendung des Impulssatzes auf Strahlungs- 
prozesse begegnen wir bei der Betrachtung des Austausches von Dreh- 
impuls zwischen Atom und Strahlung. Die Grundlage fiir eine solche 
Betrachtung ist die durch den Gedankenkreis des Korrespondenz- 
prinzips nahegelegte Annahme, da das elektromagnetische Feld der 
bei einem UbergangsprozeB ausgesandten Strahlung verglichen werden 
kann mit einem Wellensystem, wie es nach der klassischen Elektro- 
dynamik von einem elektrisch geladenen. Teilchen emittiert werden 
wiirde, das eine rein harmonische Schwingung der betreffenden Fre- 
quenz ausfiihrt. Kin solches Wellensystem besitzt nun einen resultie- 
renden Drehimpuls, dessen Verhiltnis zur Gesamtenergie der Wellen 
seinen gréB8ten Wert annimmt, wenn die Bahn des Teilchens ein Kreis 
ist; in diesem Fall betrigt es 1/22v, wenn v die Schwingungszahl der 
Wellen und des Teilchens bedeutet. Wenn die gesamte ausgestrahlte 
Energie hv betrigt, ist also das Maximum des Drehimpulses des 
Strahlungsfeldes gleich h/22. Betrachten wir nun ein Atomsystem, 
das Achsensymmetrie besitzt in solcher Weise, da8 der gesamte Dreh- 
impuls der Teilchen um diese Achse wahrend der Bewegung in den 
stationaren Zustiinden konstant bleibt, so werden wir daher auf Grund 
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des Satzes der Erhaltung des Drehimpulses zu dem Schluf8 gefiihrt, 
da8 diese Drehimpulskomponente bei einem mit Strahlung verbundenen 
UbergangsprozeB sich nie um mehr als h/2m iindern kann. Wiihrend 
eine solche Betrachtung vom Verfasser als eine Stiitze der aus dem 
Korrespondenzprinzip gezogenen Folgerungen fiir die Ubergangs- 
méglichkeiten zwischen stationiren Zustinden axialsymmetrischer Sy- 
steme herangezogen wurde"), ist dieselbe unabhingig von diesem 
Prinzip gleichzeitig von Rubinowicz?) entwickelt worden. Die 
formale Natur auch dieser Betrachtung tritt wohl, worauf mich Pro- 
fessor Rubinowicz in einem Gesprich freundlichst aufmerksam 
machte, am deutlichsten darin zutage, da8 wir bei der Erklarung der 
Spektren dieselbe Forderung fiir die Absorptionsprozesse annehmen 
miissen, bei welchen von einer einfachen Erhaltung des Drehimpulses 
kaum die Rede sein kann. Auf einen Vergleich der Folgerungen 
aus dem Korrespondenzprinzip und aus dem Erhaltungssatz des Dreh- 
impulses werden wir in Einzelfallen in den folgenden Aufsitzen aus- 
fiihrlich zuriickkommen. 

‘In Verbindung mit den in diesem Kapitel besprochenen all- 
gemeinen Fragen mag hier darauf hingewiesen werden, da bei An- 
wendungen der Erhaltungssatze von Energie und Impuls wie den zu- 
letzt erwahnten, die oft als eine Briicke zwischen klassischer Theorie 
und Quantentheorie bezeichnet werden, es sich vielmehr um eine for- 
male Anwendbarkeit dieser Satze handelt auf Falle, wo nach dem 
Wesen der Sache die prinzipielle Verschiedenheit der beiden Theorien 
nicht zutage tritt. In dieser Beziehung nehmen das Adiabatenprinzip 
sowie das Korrespondenzprinzip wegen ibres allgemeineren Anwendungs- 
gebietes eine andere Stellung ein und scheinen, wie wir sehen werden, 
in einem héheren Grade geeignet, fiir die weitere Ausbildung der 
Quantentheorie des Atombaues neue Wege zu weisen. Wie Ofters 
betont, sind diese Prinzipien, obwohl sie mit Hilfe von klassischen 

Begriffen formuliert sind, als rein quantentheoretische Satze anzusehen, 
die uns, der jetzigen formalen Natur der Quantentheorie ungeachtet, 
die Hoffnung auf eine kiinftige zusammenhingende Theorie geben, die 
zugleich die fiir die Anwendung maSgebenden charakteristischen Ziige 
der Quantentheorie wiedergibt und dennoch als eine sinngemafe Ver- 
allgemeinerung der klassischen Elektrodynamik betrachtet werden kann. 


Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik, N ov. 1922. 


1) Q. d. L.; 8. 47. 
a) A. Riubinowiexs Phys. ZS. 19, 441 u. 465, 1918. 
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Experimentelle Untersuchungen 
liber die Beugung ungedampfter elektrischer Wellen 
an dielektrischen Zylindern und uber die Eigen- 
schwingungen dielektrischer Zylinder. 
Von Clemens Schaefer und Josef Merzkirch in Marburg. 


Mit 19 Abbildungen. (Hingegangen am 5. Dezember 1922.) 


§ 1. Das Problem der Beugung elektrischer Wellen an einem 
dielektrischen Zylinder ist theoretisch vollkommen erledigt?) und auch 
experimentell von dem einen von uns zusammen mit F. Grossmann ”) 
weitgehend studiert worden. Im folgenden wird die experimentelle 
Untersuchung zum Abschlu8 gebracht. 

Um verstiindlich zu sein, geben wir hier einen kurzen Abrif der 
theoretischen Resultate, soweit sie im folgenden gebraucht werden. 
Da das Problem ein ebenes ist, so werden Zylinderkoordinaten 2, r, p 
eingefiihrt. Die Vorginge sind von z unabhangig, und es geniigt, 
die elektromagnetischen Vektoren z. B. in der Ebene ¢ = 0 an einem 
beliebigen Punkte (r, p) zu kennen. Zwei Fille sind zu unterscheiden, 
je nachdem der elektrische Vektor der einfallenden Wellen parallel 
oder senkrecht zur Zylinderachse liegt, die mit der z-Achse zusammen- 
fallen mége. 

1. Elektrischer Vektor parallel der Zylinderachse. In 
diesem Falle tritt nur eine Komponente des elektrischen Vektors, 
namlich die parallel der z-Achse auf, die einfach durch ©, bezeichnet 
wird, wobei der Index 1, wie immer, auf den AuSenraum des Zylinders 
hinweist. Die Theorie ergibt fiir die elektrische Kraft im AuSenraum 
den Wert: 


E, = e™*| Slam Qn (vs) 208m g + eimerre] (1) 


Dabei sind folgende Bezeichnungen und Abkiirzungen benutzt, im 
Anschlu$8 an die bereits genannte Verdffentlichung von Schaefer 
und Grossmann: 
Ky, ist die Besselsche Funktion zweiter Art, J,, diejenige erster 
Art, und Q,, folgendes Aggregat der beiden: 
4m 


A Km —~9 Im 


1) Man vergleiche die Literaturzusammenstellung bei Cl. Schaefer, Sitzungs- 
bericht d. Kgl. Preu8. Akad. d. Wiss. 1909, 8. 326 ff, 
2) Ol. Schaefer und F, Grossmann, Ann. d. Phys. 31, 455, 1910. 
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Qm kommt im wesentlichen auf eine der sogenannten Hankelschen 
Funktionen heraus. Ferner bedeuten: 
: 2Qr 
A die Wellenlinge, p, den Ausdruck “tha: die Dielektrizitits- 


konstante des Zylindermaterials, a,, komplexe Koeffizienten, die durch 
die Grenzbedingungen bestimmt werden und die wir gleich om -—- 4B 
setzen kénnen; sie sind abhaéngig von den Argumenten 


me 


9 = 
ss phe = ty = “ Ve, 
wo @ der Zylinderradius ist. 

Ist der Zylinderradius im Vergleich zur Wellenlinge hinreichend 
klein, d.h. ist @/A hinreichend klein, und ist p, hinreichend grok, so 
kann man sich in (1) auf drei Glieder beschrinken und ferner fiir Q,, 
die bekannten asymptotischen Ausdriicke der Besselschen Funktionen 
einsetzen. Nimmt man dann noch den reellen Teil des Ausdrucks (1), 
so erhalt man den fiir die praktische Rechnung bequemen Ausdruck: 


€, = cosnt [cos (p, cos p) + = (Ag.sin Y + By.cos v)| 
1 


= (2) 
bs : 
+ sin nt|— sin (p, cos gp) + ie (A, . cosy — By.sin v)| 
dl 
worin Az, By, w folgende Abkiirzungen bedeuten: 

Ag = % — B, cos p + eee: | 
By = Bo + % cos yp — By cos 2g, ¢ (3) 

y = 2/4 — py. 


tT 


ape 
Gemessen wird der zeitliche Mittelwert von ©2, nimlich €2— 7 | Gas 
aii 0 
gebildet iiber eine Periode +. Spezialisieren wir (2) fiir g = 2, dh. 
gehen wir mit dem Mefinstrument hinter den Zylinder in einen kon- 
stanten Abstand 7, so erhalten wir fiir den der Messung zuginglichen 
Wert ©? den Ausdruck 
ans 
S=t+fpusrsarpeutea] 
ee tis 2r 7 
Diesen Anusdruck kénnen wir als Faniee von (9/4) betrachten; ‘die 
Berechnung liefert dafiir, in Prozenten der freien Strahlung aus- 
gedriickt, die in Fig.1 dargestellte Kurve, wenn als Zylindermaterial 
Wasser, d. h. ¢ = 81 gewahlt wird. Diese Wahl wird im folgenden 
beibehalten; sie ist mit Riicksicht auf das Experiment erfolgt. 
12* 
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Man kann diesen Fall leicht experimentell realisieren, wenn man, 
wie erwahnt, das Mefinstrament in einem festen Abstand r hinter 
dem Zylinder anbringt und nun allmahlich den Zylinderradius immer 


gréBer nimmt. 


Diese Kurve zeigt an mehreren Stellen ausgepragte Maxima und 
Minima. Diese stehen in engem Zusammenhange mit den Eigen- 
schwingungen des Zylinders. Letztere sind definiert als die Wurzeln 


der Gleichung: 
il 


ye (2) Im (Vx) —In (Vex) Qm (x) = 0, 


(5) 


die nur durch komplexe Werte von z befriedigt werden kann; der 
reelle Teil ist proportional der Eigenfrequenz v, der imaginiére der 
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Yo 
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Fig. 1. Berechnet fir 2 = 22cm, r = 10cm, € = 81, 9 = a. 


7 


% 907 ye 


Eigendampfung x. Zu jeder Ordnung m gehéren unendlich viele 


Wurzeln; bezeichnen wir die ste Wurzel der mten Ordnung durch 


den oberen Index s und den unteren Index m, so ist: 


im = Amy + ims me = 


(6) 


Den ersten Wurzeln der Ordnungen m = 0,1,2 entsprechen 


folgende Werte von 9/d: 


m = 0 | m =1 | m = 2 
20 — 9.015 26 
4A eo} Q 
of Stal 0,041 87 a = 0,067 43 
= 0,072 98 


Diese sind durch vertikale Striche in Fig.1 eingetragen; man 
erkennt deutlich den Zusammenhang der Maxima und Minima mit 


den Higenfrequenzen, der oben behauptet wurde. 


: 
} 
; 
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Fiir die héheren Werte von s ergeben sich folgende asympto- 
tische Formeln fiir Eigenfrequenz und Eigendimpfung: 


a — oo) Vis) __ 43 2m — 3 a + . log its mae | 
/ ke 4 
MM eile a 
BOK off) op Ona 9 Lie | 
2ye " Ye—1 


Daraus ergibt sich fiir sehr groBe Werte von s der folgende 
Grenzwert fiir die Eigendimpfung: 
Bn = Om %m = 0,0124. 
Von Interesse sind die Werte fiir die Eigendimpfung der vier oben 
bereits berechneten ersten Wurzeln. Man findet sie leicht zu: 


%y == 0,108 4 | % = 0,004976 | x”, = 0,000 24 
Ky = 0,009 614 | — _ 


Bei weitem die gréSte Dampfung hat die erste Eigenschwingung 14, 
dann folgt die Schwingung 1, wahrend die kleinste Dampfung der 
Schwingung v; zukommt. Dementsprechend zeigen die erste (vj) und 
vierte (vj) Eigenschwingung in Fig.1 einen verhaltnismaBig sanften 
Anstieg und Abstieg, wahrend die dritte Kigenschwingung, die gerade 
v; mit der kleinsten Dampfung entspricht, einen ungeheuer steilen 
An- und Abstieg aufweist. Der Abfall-von Maximum zu Minimum 
bei dieser Eigenschwingung spielt sich in dem Bereich von 2, = 0,422 
bis 2, = 0,423, d.h. bei Annahme einer Wellenlange von 34cm, wie 
sie spater wirklich benutzt wurde, in einem Intervall des Zylinder- 
radius @ von 0,03cm ab! 


Tabelle 1. 
&? in Prozenten berechnet fiir 0/A: 
A aH 

0,001 592 | 0,008 72 | 0,010 606} 0,013 64 | 0,036 61 | 0,041 22 | 0,042 69 

0° 102,35 129,33 141,55 111,44 43,69 25,07 177,78 
20 102,44 | 127,81 | 146,82 | 146,34 51,66 |° 15,25 | 155,19 
40 102,20 | 119,63 | 154,86 | 183,47 | 84,30 | 20,65 | 103,57 
60 100,88 | 100,25 | 144,54 | 208,53 | 143,29 | 94,12 85,50 
80 98,71 78,76 98,60 173,40 183,78 177,69 146,00 
90 97,90 74,08 81,44 | 133,28 | 178,62 | 178,45 | 179,60 
100 97,59 75,62 64,20 | 99,89 | 156,10 | 144,85 | 187,31 
120 98,55 95,55 60,50 34,77 91,54 45,02 115,20 
140 100,28 | 113,85 | 85,61 40,28 | 53,02 | 19,88 | 25,19 
160 | 101,29 123,66 106,58 64,81 47,48 78,66 2,08 
180 || 101,72 | 126,90 | 117,64 | 81,98 | 49,98 | 89,23 5,00 
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Gehen wir zur allgemeinen Gleichung (2) zuriick, so ist es noch 
leicht méglich, fiir eine Reihe von Werten des Winkels @ bei festem 
y den Wert &?% zu bestimmen. Dies ist geschehen fiir um je 20° 
abstehonde Winkelwerte zwischen 0 und 180°, und zwar fiir die fol- 
genden Werte von 9,4: 


0,001 592; 0,008 72; 0,010 606; 0,013 64; 0,036 61; 0,041 22; 0,042 69. 


Die Resultate sind in der vorstehenden Tabelle 1 niedergelegt und in 
den ausgezogenen Kurven der Fig. 10 bis 16 veranschaulicht. 


2. Elektrischer Vektor senkrecht zur Zylinderachse. In 
diesem Falle sind zwei Komponenten von € vorhanden, die radiale 
&, und die azimutale ©,, von denen bei unserer Anordnung nur die 
letztere gemessen wird, bzw. der zeitliche Mittelwert von Gj. Fiir 
diese Komponente ergibt die Theorie das Resultat ‘): 


ne [Siem Qin (p;) Cosm gm — cosg. eincosn |, (8) 


m 
wobei die komplexen Koeffizienten ¢, = Y»-+ 710, wieder durch die 
Grenzbedingungen bestimmt werden. Unter den namlichen Bedin- 
gungen wie im parallelen Falle kann man diese Gleichung auf die 
drei ersten Glieder abkiirzen und durch Verwendung der asymptotischen 
Ausdriicke der Besselschen Funktionen in geschlossene Form bringen: 


C= cosnt| — cos m.cos (p, cos gm) + ya (C,sinv + Dy, cos v)| 
1 


Es, (9) 
+ sinnt E cos m. sin (p; cosy) + Ve (Cp cosy —Dosin v)| 
1 
wobei folgende Abkiirzungen verwendet worden sind: 
Cy = Yo — 91 Cos Y — Yq Cos 2 gy, 
Dy = 9) + 71 cos p — 0, cos 2 g, (10) 


wv = 2/4 — py. 


Spezialisieren wir diese Formel wieder zunichst fiir gm =, d.h. 
denken wir uns das MeBinstrument hinter dem Zylinder in einer festen 
Entfernung angebracht, so erhalten wir: 


Cy cos nt | e08 p + Var (C,.sin ? + Dz.cos v)| 
1 


p=—n 


+ sinnt| sin p, + Vx (C,.cos — D,z.sin v)| 
cB) di 


1) In der zitierten Arbeit von Schaefer und Grossmann ist diese Formel 
und damit die folgenden durch Rechenfehler entstellt. 


—~- 
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und daraus fiir den der Messung zuginglichen Mittelwert: 


= apse (Cx + Dz) + yi (Cx + Dx) |. (11) 

Wir kénnen die linke Seite wieder als Funktion von (0/A) be- 
trachten und auch experimentell bestimmen, wenn wir bei der eben 
erwaihnten Anordnung des MeBinstrumentes allmihlich immer dickere 
120 
%o 
700 


Go ; 


7 002 003 Gh YA 005 G06 «ut G07 
arm LR. ; 


Fig.2. Berechnet fur 4 = 22cm, r = 10cm, ¢ = 81, » = a. 


Zylinder nehmen. Die Theorie ergibt fiir die Abhangigkeit von (0/A) 
das Bild der Fig. 2 

Man erkennt auch hier im Verlauf der Kurve ausgeprigte Maxima 
und Minima, und man vermutet auch hier denselben Zusammenhang 
mit den Eigenschwingungen wie im parallelen Falle. 

Die Eigenschwingungen sind hier definiert als die Wurzeln der 
Gleichung: 2 LS “ 

Ve ve (es (Vex) — Ju (Vex) Qm(x) = 0. (12) 

Setzt man wieder 2 — a® — in, so erhalt man fiir Eigenschwingungs- 
zahl und Eigendimpfung fiir gréBere Werte von s wieder eine asymp- 
totische Darstellung: 


(s) Sr see (s) Ti L 
Vat = ot == ae Et L x) = Les = ale log Vet (13) 
oe 4 Om Ve 0? 202 Ve" Ve—1 


Fir die Werte von @/A, die den ersten Eigenschwingungen ent- 
sprechen, findet man: 


i 


2 == (O415s e = 0,0668. 


Diese Werte sind in Fig. 2 durch vertikale Striche eingetragen und - 
man erkennt den Zusammenhang zwischen diesen EKigenschwingungen 
und den Maximis und Minimis aus der Figur ohne weiteres. 

Wir kehren zur allgemeinen Gleichung (9) zuriick und rechnen, 
‘wie im parallelen Falle, fiir konstantes r, die Werte von €2 fiir ver- 
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schiedene Werte von (9/A) und von @ aus, um die Energieverteilung 
um den Zylinder herum kennen zu lernen. Die Tabelle 2 zeigt die 
Ergebnisse dieser Rechnung fiir die folgenden Werte von Q/A: 


* — 0,033 42; 0,04011; 0,042 10. 


Als Dielektrikum ist auch hier wieder Wasser gewahlt (¢ = 81). 


Tabelle 2. 
eee — 
jee 2 = 
E> berechnet fiir 0/A p berechnet fiir 0/A 
P | 2 
| 0,033 42 | 0,040 11 | 0,042 10 0,033 42 | 0,04011 | 0,042 10 
0°? 102,63 106,01 | 190,19 1009 |} 2,23 0,42 38,82 
20 90,55 72,14 149,99 1205) ol 22:30 0,59 28,14 
40 60,75 40,97 88,07 140 =| Ss 558,24 52,22 12,34 
60 24,86 15,79 17,63 160 || 91,82 96,59 31,86 
80 3,20 5,63 7,76 180. || 106,03 118,17 | 388,76 
90 0,04 2,66 23,48 | | | 


Die Ergebnisse der Rechnung sind in den ausgezogenen Kurven der 
Fig. 18 bis 19 dargestellt. Auf eine genauere Diskussion gehen wir 
erst im experimentellen Teile ein. 

Hier mége nur noch eine Bemerkung Platz finden, die spater 


von Wichtigkeit sein wird. Die Werte von ©; oder &; hangen nur 
g=xn pHa 


ab von dem Material (€), ferner von den Verhiltnissen 9/A und r/A. 
Andert man also bei festgehaltenem Zylindermaterial 9 und r im 
selben Verhiltnis wie die Wellenlinge 4, so bleiben die elektromagne- 
tischen Vektoren simtlich ungeandert. Dieser Ahnlichkeitssatz hat 
sich bei der experimentellen Priifung durchaus bestitigt. 

§ 2. In der genannten Arbeit von Schaefer und Grossmann 
ist eine eingehende experimentelle Untersuchung der Beugung am 
Zylinder vorgenommen worden, mit dem Ergebnis, daB im allgemeinen 
Theorie und Experiment recht gut iibereinstimmten.. Nur in einem 
Falle wich das Experiment entscheidend von den Forderungen der 


Theorie ab. Bei der Messung von &?, wie es durch Fig.1 als 
op=n 


Funktion von @/A dargestellt wird, war es experimentell schon nicht 
méglich, die zweite Kigenschwingung v nachzuweisen, wihrend die 
erste (vo) leidlich herauskam. Fig. 3, Kurve a (ausgezogen), zeigt noch 
einmal das theoretische Ergebnis, und Kurve b, die durch © © © mar- 
kiert ist, das experimentelle. Man sieht, wie groB die Abweichung ist; 
alle Versuche, sie zu beseitigen, waren erfolglos. Dies ist schlieSlich 
nicht zu verwundern. Denn die Wellen der Theorie sind als ungedampft 
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vorausgesetzt, wihrend die von einem gewodhnlichen Hertzschen 
Erreger gelieferten Wellen des Experiments aus gedimpften Wellen- 
zigen bestehen, die immer wieder neu erregt werden. Deshalb miissen 
gerade die schwach gedimpften Eigenschwingungen bei Benutzung 
solcher gedimpfter Wellen unterdriickt werden, wihrend die verhilt- 
nismabig stark gedimpfte erste Eigenschwingung vj, ziemlich gut 
herauskommt. Da diese Erklirung das Richtige trifft, wird durch 
eine theoretische Untersuchung von Kobayashi-Iwao?!) bewiesen, 
die auf Veranlassung von Schaefer unternommen wurde. Unter 
Voraussetzung verschieden gedimpfter Wellenziige erhielt Kobayashi- 
Iwao die Kurven ¢, d,e 
der Fig.3, die in der 
Tat sich dem_ Experi- 
ment unvergleichlich 
besser anschmiegen. 


Dennoch war es wiin- 
schenswert, die Ver- 
suche mit ungedampf- 
ten Wellen wieder auf- 
zunehmen, schon um 
die Existenz der héhe- 
ren Eigenschwingun- 


gen wirklich nachzu- 
weisen. Dies ist jetzt 
méglich, nachdem 
Barkhausen und 


Fig. 3. 


Kurve @ (ausgezogen): Theorie f. unged. Wellen. 
b (0000): Experiment. 


Kurz?) eine sehr be- n PER ey \ Theorie f. verschieden stark 
queme Methode ange- Poe geng brace hs Bhat J { gedimpfte Wellen). 


geben haben, um un- 

gedampfte Wellen mittels der sogenannten ,Schottréhren“ zu erzeugen. 
Uber die Ergebnisse einer derartigen Untersuchung berichten wir im 
folgenden. . 

§ 3. Zur Ausfiihrung der geplanten Messungen war es notwendig, 
einen Erreger zu besitzen, der kurze ungedimpfte monochromatische 
Wellen von konstanter Intensitat erzeugt. Ferner mufte die Wellen- 
lange aus experimentellen Griinden etwa zwischen 20 und héchstens 
80cm liegen. Eine bequeme Methode zur Erzeugung solcher elek- 
trischen Wellen ist die erwihnte von Barkhausen und Kurz, die 


1) Kobayashi-Iwao, Ann. d. Phys. 43, 861, 1914. ai 
2) Barkhausen und Kurz, Phys. ZS. 21, 1, 1920. 
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in folgendem besteht: Legt man an das Gitter einer sogenannten 
Schott-Elektronenréhre eine positive Spannung E,, an die Anode 
dagegen eine negative Spannung E,, so werden in der Rohre schnelle 
Schwingungen erzeugt, die nach der Hypothese von Barkhausen 
und Kurz durch das mechanische Hin- und Herpendeln der vom 
Gliihdraht austretenden Elektronen um das Gitter zustande kommen. 
Die Wellenlinge hangt ab von den Dimensionen der benutzten 
Elektronenréhre, von den an der Anode und dem Gitter anliegenden 
Spannungen und der Heizstromstirke J. Nach den Angaben der 
Entdecker der Methode sollen die Wellen nur bei vollkommen zylin- 
drisch-symmetrischen Réhren auftreten, also bei solchen, die einen 
einzigen geraden Faden als Heizdraht besitzen, der von einem fein- 
drihtigen Gitter und weiter auBen von einer Anode zylindrisch um- 
geben ist. Die sogenannten ,Schottréhren* geniigen diesen Forde- 
rungen; uns standen Schottréhren vom Typus N zur Verfiigung. 

Es ist von vornherein klar und wurde von Barkhausen und 
Kurz besonders betont, daB die Konstanz der Schwingungen zunachst 
eine solche der angelegten Spannungen und Stromstarken voraussetzt. 
Daher wurde zur Erhitzung des Gliihdrahtes eine Batterie von hoher 
Kapazitat, nimlich die 110-Volt-Batterie des Instituts, verwendet. Der 
negative Pol der Heizbatterie Jy war iiber ein Amperemeter mit dem 
einen Ende des Heizfadens verbunden. Vom anderen Ende der 
Kathode fiihrte die Leitung iiber den Widerstand W, die Sicherung S, 
und den Unterbrecher U zur Batterie Jy zuriick. Der Widerstand W 
diente zur Regulierung der Heizstromstarke; zu seiner Konstanthaltung 
und gleichzeitig als Sicherung des Heizfadens dienten zwei parallel 
geschaltete Eisenwiderstande §,, wie sie bei den Verstiarkerréhren fiir 
den gleichen Zweck benutzt werden. Die Gitterspannung_ lieferte 
ein rotierender Umformer der Telefunkengesellschaft, Type RS 50 M, 
der primar mit 110 Volt gespeist wurde und sekundar bis 600 Volt 
hergab. Am Voltmeter V konnte die Spannung, die sich bis 600 Volt 
in jeder Hohe herstellen lieB, abgelesen werden. Im Gitterkreis war 
die Sicherung S, eingebaut. Es zeigte sich namlich bald als not- 
wendig, das feindrahtige Gitter geniigend zu sichern. Da die iiblichen 
Sicherungen alle zu grob waren, benutzten wir schlieBlich einen 
Kruppindraht von 0,025mm Starke als Sicherung, der zufallig im 
hiesigen Institut von anderen Versuchen her vorhanden war und der 
sich als vollkommen zuverlissig erwies. Die Leitung fiihrte vom 
positiven Pol der Sekundarseite des Transformators iiber die Siche- 
rung S und ein Milliamperemeter M zum Gitter. Das Milliampere- 
meter diente einerseits zur Kontrolle des Gitterstromes, anderseits 
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war dies eine bequeme und _ sichere Methode, um _ irgendwelche 
Schwankungen, die von auBen oder in der Réhre selbst verursacht 
wurden und die sich am Gitterstrom am deutlichsten bemerkbar 
machen, festzustellen. Der negative Pol des Umformers lag am 
positiven Pol der Heizbatterie, ebenso der positive Pol der Anoden- 
batterie Hy. Diese Schaltung erwies sich nach einer Reibe von Ver- 
suchen als die geeignetste. Die Intensitit der Schwingungen war 
z. B. gréBer, als wenn die Pole der Gitter- und Anodenspannung am 
negativen oder an verschiedenen Polen der Heizhatterie lagen. 

Die Anode erhielt ihre negative Spannung von einer Akku- 
mulatorenbatterie Hy. Wegen ihrer geringen Kapazitiit erwies es 
sich als erforderlich, sie nach einigen Tagen immer wieder auf- 
zuladen. Die Anodenspannung konnte mit den uns zur Verfiigung 


Fig. 4. 


stehenden Akkumulatoren zwischen 2 und 164 Volt veraindert werden. 
Die ganze Schaltung ist aus Fig. 4 erkenntlich. 

Der praktische Aufbau des Senders war nun folgender: Auf 
einer Hartgummiplatte waren vier Messingbuchsen angelétet, in die 
-sich die entsprechenden Steckstifte der Schottréhre einstecken liefen. 
In die beiden Buchsen fiir Anode und Gitter .konnte je ein gerad- 
liniges Drahtstiick 7 aus Kupfer — gleich einem Viertel der Wellen- 
lange — als Antennen eingeschraubt werden. Ferner waren an die 
Buchsen die Zuleitungen zu den entsprechenden Batterien angelotet. 
Die Fassung fiir die Schottréhre war auf einem Holzstativ in 1, 65m 
Hohe angebracht. Die Zuleitungsdrahte fiihrten von der Apparatur 
iiber den FuS8boden zum Holzstativ und an ihm senkrecht herauf zur 
Réhre. Der Sender war auf dem Dachboden des Instituts tiber dem 
-groBen Hérsaal aufgestellt, da nur auf diese Weise Stérungen durch 
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Reflexion von den Wiinden usw. vermieden werden konnten. Die 
gesamte Aufstellung von Sender und Empfanger ersieht man aus 
der Fig.5. 7, und 7, sind Tische, auf denen die Batterien und 
MeBinstrumente aufgestellt waren, S ist der Sender, # der Empfanger, 
G ein Galvanometer, Z der zu untersuchende Zylinder. 

Da in der Theorie ebene Wellen als einfallend auf den Zylinder 
vorausgesetzt werden, war bei den ersten Versuchen der Erreger in 
einen parabolischen Hohlspiegel von 120> 200qem Offnung derart 
eingebaut, daB seine Antennen in der Brennlinie des Spiegels standen. 
Der Hohlspiegel war konstruiert fiir eine Wellenlange von 34cm, der 
Brennlinienabstand vom Scheitel betrug ein Viertel der Wellenlinge 
= 85cm. Als nach den ersten orientierenden Versuchen die be- 
nutzte Schottréhre, die eine kiirzeste Wellenlange von 34cm hergab, 
betriebsunfahig wurde und mit anderen Schottréhren diese kurze 
Wellenlinge vorerst nicht wiedergewonnen werden konnte, sondern 
mit Wellenlangen iiber 60cm gearbeitet werden muBte, wurden die 
Versuche ohne Spiegel ausgefiihrt, da der Spiegel fiir 60cm Wellen- 
lange zu riesenhafte Dimensionen angenommen hatte. Dies erschien 
aus folgendem Grunde zulassig, obwohl jetzt keine ebenen Wellen, 
sondern Kugelwellen auf den Zylinder auffallen: Der Zylinder wirkt 
auf den Empfanger am stirksten mit den diesem am _ niachsten 
liegenden Partien; je weiter ein Stiick des Zylinders vom Empfanger 
entfernt ist, um so geringer ist Jene Wirkung. Daher kommt es ja 
auch, daS wir uns ohne Bedenken von der theoretischen Forderung 
unendlich langer Zylinder dispensieren und sie in praxi durch etwa 
2m lange ersetzen kénnen. Mit anderen Worten: es erscheint neben- 
sachlich — weil die Wirkung viel geringer ist —, da die entfernteren . 
Partien des Zylinders von der Kugelwelle in etwas anderer Phase 
getroffen werden, als die dem Empfinger nahen — also fiir den zu 
messenden Effekt maficebenden — Mittelpartien. 

Bei allen Versuchen hetrug der Abstand zwischen Sender und 
Zylinder 3,50 m. 

§ 4. Da iiber Messungen mit Schottréhren in der Barkhausen- 
Kurzschen Schaltung noch sehr wenig Angaben in der Literatur 
vorhanden sind, ist es vielleicht erwiinscht, wenn wir ausfiihrlich iiber 
unsere Erfahrungen berichten. 

Das Kinregulieren der Senderéhre erfolgte stets in der Weise, 
da$ zunichst der Heizstrom eingeschaltet und dann durch Variieren 
der Gitter- und Anodenspannung die geeigneten Bedingungen fiir 
das Auftreten von Wellen hergestellt wurden. Letztere wurden an 
einem Lechersystem gemessen, das mit den Antennen des Erregers 
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induktiv gekoppelt war. Ein Detektor stand mit seinen Stiften mit 
den Drahten des Lechersystems in Verbindung und wurde lings des- 
selben verschoben. An einem Zeigergalvanometer wurden die Aus- 
schlage gemessen, wie es auch schon Barkhausen und Kurz an- 
geben. Es zeigte sich nun, da$ nach Einschalten von Heizstrom und 
Anodenspannung die Schwingungen erst von einer gewissen Gitter- 
spannung an einsetzten, bei héheren Spannungen aussetzten und bei 
weiterer Erhéhung wieder einsetzten. Auch ihre Intensitaten zeigten 
starke Abhingigkeit von der Gitterspannung. Mit zunehmender 
Gitterspannung nahmen Wellenlinge und Intensitit ab, erstere sehr 
langsam, letztere sehr schnell. Charakteristisch fiir das Einsetzen der 
Schwingungen iiberhaupt war, daB der Gitterstrom, der bei einer Heiz- 
stromstirke von 1,1 Amp. etwa 0,06 Amp. betrug, um etwa 0,01 Amp. 
abnahm; bei allen Messungen war dies ein sicheres Zeichen dafiir, daB 
die Schwingungen eingesetzt hatten. Die Erklirung fiir diese Er- 
scheinung folgt unmittelbar aus der Hypothese von Barkhausen, 
nach der in der Elektronenréhre ein Pendeln der Elektronen um das 
Gitter stattfindet, fiir das irgendwelche Resonanzvorgange mafgebend 
sind. Sobald Resonanz eingetreten ist, setzt das Pendeln der Elek- 
tronen um das Gitter in merklicher Starke ein; es treffen dann in 
der Zeiteinheit weniger Elektronen auf das Gitter auf, wahrend sie 
vorher gréStenteils direkt vcm Gitter aufgefangen wurden. 

Auf solche Resonanzvorgange ist auch zweifellos folgende Er- 
scheinung zuriickzufiihren: Mit einer Schott-N-Réhre wurden mit den 
in Tabelle 3 angegebenen Werten fiir Jy, Jz, H, und Ep folgende 
Wellenlingen (in der letzten Spalte der Tabelle) erhalten: 


Tabelle 3. 

E, Volt | J, Amp. | Jz Amp. Ep Volt A cm 
+ 100 0,0155 1 a) 180 
84 0,016 a 24 172 

88 0,02 1,02 24 LO) 

94 0,02 19s 39 146 

120 0,0275 1,045 32 142 
185,5 0,026 1,035 72 90 
236 0,040 1,09 136 78 
340 0,053 1,105 se 148 34 


Auf das sprunghafte Abnehmen der Wellenlinge mit giinstigeren 
Betriebsbedingungen weisen schon Barkhausen und Kurz hin. Ein 
solcher Sprung liegt hier unter anderem zwischen den Wellenlangen 
von 78cm und 34cm. — Wir suchten nach einer Aufklarung dieser 
Erscheinung und haben zu diesem Zweck durch kontinuierliches Ver- 
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indern der Spannungen die Wellenlinge variiert. Dabei nahm letztere 
zunichst kontinuierlich von 78 bis 70cm ab. Als dann die Betriebs- 
gréBen die in der letzten Zeile der Tabelle 3 angegebenen Werte 
annahmen, sprang die Wellenliinge unstetig auf 34cm _herunter. 
Wurden nun die Bedingungen weiter in gleichem Sinne ver- 
indert, um noch kirzere Wellen zu erhalten, so stieg die 
Wellenlange auf 66cm und nahm dann wieder bei erhéhten 
Spannungen ab. Diese Erscheinung l48t sich so erklaren, da 
infolge irgend eines Resonanzvorganges in der betreffenden Réhre 
bei den in der letzten Zeile angegebenen Bedingungen statt der 
Grundschwingung 68cm die erste Oberschwingung 34 = 68/2 cm sich 
stark ausbilden kann und als starkste Welle, ja als einzige im AuSen- 
raum nachweisbare Welle auftritt. Der eigentiimliche Vorgang konnte 
iibrigens nur an drei Réhren von insgesamt 12, die uns zur Ver- 
fiigung standen, beobachtet werden. Die Begriindung dafiir liegt in 
der verschiedenen GréSe der Anodendurchmesser bei den Réhren 
derselben Type. Jede Schottréhre ist eben ein Individuum fiir sich. 
Es erscheint nicht ausgeschlossen, daB auch bei anderen Réhren dieser 
eigentiimliche Vorgang auftreten wird, wenn nur Gitter- und Anoden- 
spannung ganz bestimmte, fiir jede Rohre charakteristische Werte 
annehmen. Daf keine Beeinflussung des Vorganges im Innern der 
Roéhre durch das Lechersystem vorlag, wurde dadurch festgestellt, 
daB letzterem ganz verschiedene Dimensionen gegeben wurden. Auch 
spielte die Art der Kopplung dabei gar keine Rolle. 

Inwieweit auere Beeinflussung der Elektronenschwingung még- 
lich ist, erhellt aus folgendem. Bei den vorhergehenden Versuchen 
waren an Gitter und Anode Antennen von 1/,4 Linge angebracht. 
Die Wellenlinge betrug bei 400 Volt am Gitter und 1,1 Amp. 
Heizung 68cm. Wurden nun die Antennen entfernt und das Lecher- 
system mit der Réhre eng genug gekoppelt, da die Ausstrahlung 
&chwacher geworden war, so betrug die Wellenlange nur mehr 34cm. 
Dieser Zustand war jedoch sehr labil; bei der geringsten Anderung 
der Betriebsbedingungen sprang die Wellenlinge wieder auf 68 cm. 
Diese kurze Wellenlainge trat iibrigens nur bei starker Heizung auf, 
so da dabei die Lebensdauer der Réhren sehr kurz war. Uberhaupt 
verainderten sich die Verhaltnisse bei langerer Benutzung der Réhren 
standig; daher und infolge der ungleichmifSigen Bauart der Réhren 
kénnen nur allgemeine Richtlinien fiir die Erzeugung der kurzen 
Wellen angegeben werden. 

Die Strahlung des Senders war stets eine monochromatische. 
Das ist tiberraschend. Denn nach der Hypothese von Barkhausen 
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und Kurz iiber das Zustandekommen der Schwingungen, fiir deren 
Richtigkeit viele Tatsachen sprechen, miiSten Oberschwingungen zu 
erwarten sein. Aber alle Untersuchungen, die darauf gerichtet waren, 
diese nachzuweisen, blieben erfolglos. In der Fig. 6 ist eine der- 
artige Beobachtungsreihe wieder- 
gegeben, die am Lechersystem auf- 
genommen ist. Die Wellenlinge 
betrug 34cm, die Drihte des 
Lechersystems waren aus Eisen. 
Tragt man als Ordinaten die Lo- 
garithmen der gréBten Ausschlige 
auf, so liegen die Punkte fast 
genau auf einer Geraden, in Uber- 
einstimmung mit der Theorie, nach 
der die Maximalausschliage wie eine 
Exponentialfunktion abnehmen 
sollen. Fig.7 gibt die graphische 
Darstellung der erhaltenen Kurve 
einer stehenden Welle in Luft 
wieder. Die reflektierende Flache 
war eine mit Stanniolpapier be- 
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dabei so aufgestellt, dab seine 

Erregerachse parallel zur Mitte der Reflexionswand lief. Zwischen 
Wand und Sender konnte auf einer Meflatte der Empfanger in der 
Aquatorebene des Senders so verschoben werden, da seine Antennen- 
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stibe in gleicher Héhe wie die Erregerachse und parallel zu dieser 
und der Wand sich befanden. Der Empfanger war der gleiche, wie 
er weiter unten beschrieben ist. Die Galvanometerleitung war in 
diinne Metallréhren verlegt und fiihrte lings der MeBSlatte durch 
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die Reflexionswand zum Galvanometer. Bei diesen Untersuchungen 
war darauf zu achten, dafS die Galvanometerdraihte beim Verschieben 
des Empfingers in ihrer Lage zueinander nicht verandert wurden. 
Auf die dadurch bedingte Anderung der Galvanometerausschlage hat 
kiirzlich noch Bergmann?) aufmerksam gemacht. Bei Beobachtung 
dieser VorsichtsmaBregel erhielt man gute Ergebnisse. Fig.7 gibt 
eine solche MeBreihe graphisch wieder. Auch hier fehlt jede An- 
deutung einer Oberschwingung, ebenso wie in den von Bergmann 
wiedergegebenen Kurven °). 

Weiterhin wurde der Einflu8 der Réhrenform auf das Entstehen 
der Schwingungen untersucht. Schon oben wurde erwahnt, wie auch 
Barkhausen und Kurz angegeben haben, daB8 Anoden- und Gitter- 
_durchmesser fiir die Wellenlange von wesentlichem Einflu8 sind, was 
wir vollkommen bestitigt fanden. Die Schottréhren der Type N 
variieren im d4uBeren Durchmesser um 3 bis 4mm, und die Beob- 
achtung ergab, da die Réhren mit dem kleineren Durchmesser bei 
gleichen Betriebsbedingungen stets um einige Zentimeter kleinere 
Wellen hergaben, als die Réhren mit dem etwas gréferen Durch- 
messer. Die Schott-K-Réhren, die uns zur Verfiigung standen, unter- 
schieden sich von den N-Rohren nur durch den kiirzeren Heizfaden 
und entsprechend Gitter- und Anodenzylinder; der Durchmesser war 
der gleiche; infolgedessen waren die Wellenlingen nicht verschieden, 
dagegen infolge des kiirzeren Heizfadens die Intensitaten bedeutend 
geschwiacht 8). 

Nach den Angaben von Barkhausen und Kurz sollten ,nur 
bei den zylindrisch-symmetrischen Réhren“ die Schwingungen beob- 
achtet werden kénnen. Darunter sind die ,Rdhren mit einem ein- 
zigen geraden Heizfaden, der zylindrisch von dem engen, feindrahtigen 
Gitter und weiter auBen von dem Anodenzylinder umgeben ist“, zu 
verstehen. Die Resultate, die im Laufe der Untersuchungen mit 
verschiedenen Réhrenformen gemacht wurden, sprechen jedoch dafiir, 
daS es weniger auf eine vollkommene Symmetrie als auf ein fein- 
drihtiges Gitter bei der Schwingungserzeugung ankommt. So ergab 
eine Schott-MM-Réhre, die eine zylindrische Anode (da = 3,2 em), 


1) L. Bergmann, Ann. d. Phys. 67, 29, 1929. 

*) Doch ist aus einer kurzen Notiz von Httenreich (Verh. d. D. Phys. 
Ges, (3) 1, 49, 1920) zu schlieGen, daf von ihm Oberschwingungen beobachtet 
wurden. Welche Réhren er fiir seine Untersuchungen benutzt hat, kann aus 
dem Referat nicht entnommen werden. : 

3) Nach diesen Ergebnissen sollte man mit Schottrdhren mit kleinem 


Anodendurchmesser, grofer Linge und feindrahtigem Gitter intensive kurze 
Wellen erzielen kénnen. 
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plattenformiges Gitter und V-formigen Heizfaden besaB, bei der also 
die von Barkhausen geforderte Symmetrie nicht bestand, gleich- 
falls Schwingungen yon allerdings gréSerer Wellenliinge. Die kiirzeste 
Wellenlange, die mit dieser Réhre bei — 162 Volt an der Anode, 
550 Volt Gitterspannung und 3 Amp. Heizstromstirke erzielt wurde, 
betrug 82cm. 

Ebenso konnten mit den Verstarkerréhren der Firma Seddig, 
Wiirzburg, Schwingungen erzeugt werden. Die Rohrenkonstanten 
waren (schitzungsweise): d, = 0,8cm, Linge des Anodenzylinders 
13em, dy = 0,4 bis 05cm. — Die Wellen traten auf, wenn die 
Anode — 12 Volt Uberspannung erhielé und das Gitter mit dem schon 
erwahnten rotierenden Umformer erregt wurde, und zwar wurde folgen- 
des beobachtet: Beim Zunehmen der Gitterspannung traten zunichst 
keine Schwingungen auf. Hatte man bis etwa + 320 Volt erregt 
und ging dann mit der Spannung auf 60 bis 80 Volt herab, so traten 
bei diesen Spannungen die Wellen plétzlich mit sehr groSer Intensitat 
auf (die Wellenlinge betrug etwa 40cm), um nach einiger Zeit von 
selbst trotz konstanter Spannung wieder zu verschwinden. Da die 
Ursache dafiir eventuell im ungleichmaSigen Gang der Maschine 
liegen konnte, wurde die Gitterspannung, bei der die Wellen auf- 
traten, genau abgelesen und die entsprechende Spannung einer Akku- 
mulatorenbatterie angelegt. Man hatte nun erwarten sollen, daB8 beim 
Anlegen dieser konstanten Spannung die Wellen wieder auftreten 
wiirden; doch war dem nicht so; es mufte vielmehr in der an- 
gegebenen Weise mit der Maschine von neuem erregt werden, bis 
die Wellen erzeugt wurden; dann wurde mittels einer Wippe die 
entsprechende Akkumulatorenspannung angelegt. Es gelang, mit 
dieser Anordnung die Wellen einige Zeit konstant zu erhalten. Ohne 
irgendwelche Anderung der BetriebsgréBen verschwanden die Wellen 
nach fiinf bis acht Minuten plétzlich. Besonders stark war ihre 
Intensitat, wenn im oberen Teile der Réhre Glimmentladungen auf- 
traten. 
Bei anderen Verstirkerréhren waren wohl Anzeichen fiir das 
Auftreten von kurzen Schwingungen vorhanden, sie konnten jedoch 
noch nicht mit Sicherheit nachgewiesen werden. 

§ 5. Nach diesen ‘allgemeinen Mitteilungen gehen wir zur Be- 
sprechung unserer speziellen Versuchsanordnung ier. 

Der Empfanger wurde in folgender Form gebaut: In einer ‘Ent- 
fernung von 3,5m vom Sender war ein Holzstativ aufgestellt, auf 
dem eine Hartgummiplatte mit zwei Messingbuchsen befestigt war, 
in die die Detektorstifte eingesteckt werden konnten. An die beiden 
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Buchsen waren einerseits die Galvanometerdrahte angelétet, ander- 
seits konnten wie beim Sender kurze Drahtstiicke als Antennen ein- 
geschraubt werden. 

Die Galvanometerleitung bildeten verdrillte isolierte Kupferdrahte, 
die bis dicht an Detektor und Galvanometer in diinne Metallréhren 
gelegt waren, um ein Auffangen der Schwingungen durch die Drahte 
zu verhindern. Erforderlich war, die Metallréhren, in die die Gal- 
vanometerlitze verlegt war, zu erden, um eine eventuell stattfindende 
Aufladung der Réhren abzuleiten. Um durch die Galvanometer- 
leitung médglichst wenig die Strahlung zu stéren, fiihrte sie vom 
Detektor senkrecht in die Héhe, von dort iiber das erste Balken- 
geriist des Dachbodens in einer Héhe von 3m zum Galvanometer. 
Als solches diente ein Drehspulengalvanometer von Siemens & Halske 
mit einer Empfindlichkeit von 2 >< 10-1? Amp./Skt. Es stand 6m 
seitlich vom Empfianger, war.durch einen Metallschirm gegen diffuse 
Strahlung und durch Wattewicklung gegen Luftstrémungen geschiitzt. 
Der bei allen Messungen benutzte Detektor war ein symmetrisch 
gebauter Bleiglanzdetektor, der auf verschiedene Empfindlichkeit ein- 
gestellt werden konnte 1). 

Fiir die folgenden Messungen war es von Wichtigkeit, zu wissen, 
ob die Galvanometerausschlige proportional dem Quadrate der elek- 
trischen Kraft des Feldes waren. Da der benutzte Bleiglanzdetektor 
zur Klasse der Thermodetektoren gehért, wurde dies zunachst ohne 
weiteres angenommen. Andere Versuche, die im hiesigen Institut 
ausgefiihrt worden sind, bestatigten dies mit voller Exaktheit. Auch 
hat kiirzlich Bergmann) auf die Proportionalitat zwischen Galvano- 
meterausschlag und Quadrat der elektrischen Kraft hingewiesen. Die 
weiter unten angegebene gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung 
und Experiment ist tibrigens eine weitere Bestatigung dafiir. 

Die dielektrischen Zylinder, deren Wirkung auf den Strahlengang 
untersucht werden sollte, waren mit destilliertem Wasser gefiillte 
Glasrdhren von verschiedener Weite. Die Glaswand wurde méglichst 
diinn gewihlt, um einen HinfluS des Glases auf die Strahlung zu 
vermeiden. Schon die friiheren Versuche von Schaefer und Gross- 
mann hatten gezeigt, daS eine merkliche Stérung der freien Strah- 
lung durch die Glasréhren nicht existiert. Dies ist in Ubereinstim- 


1) Die Detektoren der deutschen Telephonwerke sprachen auf die hier 
erzeugten Wellen iiberhaupt nicht an, wahrend sie sich fiir die langen Wellen 
der drahtlosen Telegraphie als sehr empfindlich erwiesen, wie in der Station 
des Instituts festgestellt wurde. 

*) Bergmann, Ann. d. Phys. 67, 29, 1922. 
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mung mit unseren Ergebnissen und der Berechnung von G. Thilo), 
der den Einflu8 einer Glaswand von 0,lem Dicke berechnet hat und 
das Korrektionsglied zu 8 x 10-‘ findet. Im Strahlungsfelde wurden 
die Zylinder so angebracht, daS die beiden Enden auf einem Holz- 
rahmen ruhten, der mittlere Teil vollstindig frei lag. Ihre Lange 
betrug durchschnittlich 1,50m; obwohl dies keineswegs unendlich 
groh gegen die benutzte Wellenlinge war, reichte diese Linge doch 
aus, da der Empfinger, dessen lineare Ausdehnung nicht iiber 30em 
betrug, im wesentlichen nur der stérenden Einwirkung der nahe 
gelegenen Teile der Zylinder unterliegt, wahrend sich die Wirkung 
entfernterer Teile nicht mehr bemerkbar macht. Die Radien der 
Glasréhren wurden nach den berechneten Kurven der Fig. 1 und 2 
so gewahlt, daf méglichst viele Réhren in der Nahe der Eigen- 
schwingungen zur Verfiigung y 

standen. Ungiinstig ist es, daB 
sich der Vorgang der perio- 
dischen Schwankungen bei den 
héheren Eigenschwingungen 
wegen ihrer auSerordentlich ge- 
ringen Dampfung in einem 
ganz engen Gebiet abspielt, z. B., 
wie schon in § 1 bemerkt, bei 
der dritten Eigenschwingung v3 
im parallelen Falle fir eine 
Wellenlange von 34cm in dem 
engen Intervall 9 = 2,27cm bis 9 = 2,30cm, so da es ganz dem 
Zufall iiberlassen bleibt, wenn entsprechende Glasréhren im Handel 
erhaltlich sind. Analoges gilt im senkrechten Falle. 

§ 6. Der Aufbau zur Bestimmung der Eigenschwingungen der 
Wasserzylinder und der Intensititsverteilung rings um einen Zylinder 
im parallelen Falle erfolgte in Ubereinstimmung mit der Fig. 8. 
Sender S, Empfainger E und Achse des Zylinders Z lagen parallel 
zueinander in einer Horizontalebene; die Zylinderachse fiel mit der 
z-Achse zusammen; die v-Achse zeigte mit ihrer positiven Richtung 
nach dem Erreger S hin, der Empfinger E befand sich ebenfalls 
auf der z-Achse hinter dem Zylinder (p = 2). 

Die Beobachtungsmethode war folgende: Zunachst wurde die 
Senderéhre in Betrieb gesetzt und die gewiinschte Wellenlinge her- 
gestellt. Letztere wurde mittels eines tragbaren Lechersystems, das 


2 8 


Fig. 8. 


1) G. Thilo, Ann. d. Phys. 62, 531, 1920. 
13* 
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zu diesem Zweck mit der Réhre induktiv gekoppelt wurde, genau 
bestimmt und dann das Lechersystem wieder abseits gestellt. Darauf 
wurde die freie Strahlung am Spiegelgalvanometer gemessen, dann 
ein Zylinder in der vorher beschriebenen Weise in den Strahlengang 
gebracht, daB seine Achse mit den Sende- und Empfangsantennen in 
einer Ebene lag, die dann vorhandene Energie gemessen und schlieB- 
lich noch einmal die freie Strahlung bestimmt. Aus solchen alter- 
nierenden Beobachtungen wurde die nach Einschaltung der Zylinder 
sich ergebende Strahlung in Prozenten der freien Strahlung bestimmt. 
Die Messungstripel wurden mindestens dreimal wiederholt und aus 
den so gewonnenen Werten das Mittel genommen. 

Der berechneten Kurve lag eine Wellenlinge von 22cm zu- 
grunde, die Entfernung r des Aufpunktes (Empfingers) von der 
Zylinderachse betrug 10cm. Werden alle GréBen r, @ und A in 


a ——————— eT a 
% | | | 


3 
on 07 0,02 0.03 O04 Q05 006 O07 


Fig. 9. 


demselben Verhiltnis geindert, so bleibt nach dem eingangs er- 
wihnten Ahnlichkeitssatz von Cl. Schaefer die Kurve ungeindert. 
Man brauchte also nur, um die eine berechnete Kurve: allen Mes- 
sungen mit verschiedenen Wellenlingen zugrunde legen zu kénnen, 


die Werte von 4, @ und r im entsprechenden Verhiltnis zu ver- 
aindern. 


Die Versuche, ©? in einer bestimmten Entfernung r von der 
Q=a 

Zylinderachse als Funktion von @/A zu messen, wurden mit den 
Wellenlingen 77, 66 und 34cm ausgefiihrt. Die experimentellen 
Ergebnisse sind in den Tabellen 4, 5 und 6 gleichzeitig mit den 


verschiedenen Werten von @/A entsprechenden theoretischen Werten 
von ,? angegeben. 
p=" . 
Fig. 9 stellt die Resultate graphisch dar. Die ausgezogene Kurve 
ist nach Gleichung (4) berechnet fiir 4 = 22cm, r = 10cm, ¢ = 81, 
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Tabelle 4, Tabelle 5. 


VCCI — Jo cm: &=— 83> op —otr. A= 66cm; 7 = 30 em; €= 81; p=n. 
———— 
—— - —— ey 


| (,2 in Proz. | | &,2 in Pro; 
fe | o/A gan Oo / 6/4 Po % YOZ. 
~ ae IL t.< i eens fics ber. 7 : | gem. har. i 
| e 0,585 || 0,009 114,0 115,5 
0,48 | 0,006 2 5 Po Ph 10} 15,5 
—o 34) 107,0 108,59 0,625 | 0,009 616 | 115.5 116,0 
0,585 | 0,007 598 | 110,0 111,5 0,7 0,010 77 | 117,5 117,5 
ee] _ | : ; 0,75 || 0,01154 | 112.0 | 4118,0 
0,625 | 0,008 11 2 dese! ae | Eee: ’ 
| 008117 | 112,5 112,9 0,9 || 0,01385 | 81,5 79,5 
0,7 =| 0,009 091 | 116.0 115,8 1,325 | 0,02039 | 42,4 37,5 
5 al % 1,365 | 0,021 0 41,5 38,0 
Gs | 7 Fe | ’ ’ 
0, o | 0,009 74 | 118,0 1975 15 | 0,028 08 i 44,0 | 39,5 
0,9 ‘| 0,011 96 109,0 109,5 1,825 ||0,02808 | 461 | 42,0 
| oe. 2,08 10,0320 || 461 | 48,8 
12 | | e e ’ | >? H ’ “Vs 
1, | OSESOS || 65,i 64,9 2,2 || 0,033 85 47,0 | 46,2 
_ 1,325 | 0,01721 | 41,6 41,0 2,625 | 0,040 39 || 74,9 75,0 
ial, i / 2,66 || 0,04083 || 85,0 84,0 
1.36 | = ’ ex? | ’ ’ 
365 | 0,017 73 | 40,5 39,6 2,775 || 0,042 69 || 16,65 | 0,5 
1,5 || 0,019 48 40,0 37,6 2,96 | 0,04456 || 20,5 | 21,2 
1,825 || 0,023 70 | 41,1 40,0 Tabelle 6, 
2,08 || 0,0270 | 44,5 41,5 A= 34cm; r =15,5em; €=81; p=a0 
2,2 0,028 6 45,0 42,4 oh G2 in Proz. 
2,625 |0,0341 || 46,5 46,5 e g | PO rt 
i | gem. | ber. 
2,66 | 0,0845 || 47,5 47,0 SS re eee 
+ i 1,96 || 005768 | 34,5 | 33,1 
2.775 : I ? ’ , V9, 
775 || 0,03604 | 50,0 49,0 216 | 0,063.45 | 39,0 40,5 
3,175 | 0,04121 | 94,0 96,0 2,25 || 0.06618 || 55,387 | | 56,3 
) 2,307 || 0,067 65 || 57,32 57,0 
3 2 | 2 ? ? , | ? 
, Coser | 680 Ba0 2.35 || 0,06912 | 89,25 | 91,0 
3,245 | 0,042 0 13,97 13,0 2,875 | 0,06985 | 91,1 | 90,5 
= 2,425 || 0,071 32 | 55,25 65,5 
978 | ? | ’ ’ ? 
3, 0,042 53 9,2 a 2,45 || 0,07206 || 50,8 53,7 
@ =a. Die mit verschiedenen Wellenlangen gemessenen Werte sind 


in dieser Figur verschieden wiedergegeben, und zwar betrug die 
Wellenlinge bei den durch ein x gekennzeichneten Punkten 77 cm 
(r = 35cm); ebenso sind die mit 4 = 66cm (r = 30cm) ausge- 


fiihrten Messungen durch ©©, die mit 4 = 34cm (r = 15,5 em) aus- 


gefiihrten Versuchsreihen durch © ® kenntlich gemacht. Ein Vergleich 
zwischen Rechnung und Beobachtung zeigt vollkommene 
Ubereinstimmung. Cl. Schaefer und F. Grossmann konnten 
mit gedimpften Wellen schon die erste Higenschwingung nachweisen, 
an den Stellen der héheren Eigenschwingungen zeigten dagegen ihre™ 
Kurven nicht das von der Theorie geforderte periodische Auf- und 
Absteigen (vgl. Fig.3, Kurve a und b, sowie das in der Einleitung 
§ 1 hieriiber Gesagte). Mit den ungedaimpften Wellen, wie sie in 


der Elektronenréhre erzeugt werden, wurden diese Stellen der héheren 
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Eigenschwingungen gut wiedergegeben, soweit es aus technischen 
Griinden méglich war. Die erste, zweite und dritte HKigenschwingung 
sind die ersten Eigenschwingungen der Ordnungen Null, Eins und 
Zwei; die vierte, die mit einer Wellenlange von 34cm noch eben 
nachgewiesen werden konnte, ist die zweite Eigenschwingung der 
Ordnung Null. Eigenschwingungen noch héherer Ordnung konnten 
nicht mehr festgestellt werden, weil selbst fiir die kiirzeste herstell- 
bare Wellenlange von 34cm der Zylinderradius zu groBh geworden 
wire. Aus der Fig.9 erkennt man weiter die Richtigkeit des schon 
mehrmals angegebenen Abnlichkeitssatzes von Cl. Schaefer, indem 
die Messungen mit den drei Wellenlaingen sich in einer Kurve ver- 
einigen lassen. Es war leider nicht méglich, Glasréhren von solcher 
Weite zu erhalten, da auch von der dritten Eigenschwingung noch 
mehr Punkte gemessen werden konnten. Dazu spielt sich der Vor- 
gang wegen der auBerordentlich geringen Dampfung dieser Eigen- 
schwingung in einem zu engen Gebiet ab, und zwar, wie bereits 
erwahnt, fiir 4 —= 34cm in einem Intervall von 2,27 bis 2,30cm. — 
Man koénnte ja an die Méglichkeit denken, die Wellenlange ein wenig 
zu variieren, da% man noch Punkte auf dem ansteigenden sowie auf 
dem absteigenden Kurvenzweig erhilt. Das war jedoch aus den in 
$4 angegebenen Griinden nicht méglich, weil jede Variation der 
Versuchsbedingungen gerade die Wellenlange 34cm sprungweise 
anderte. Auch die verschiedenartige Dampfung der EKigenschwingungen, 
wie sie die Theorie fordert, wird experimentell richtig wiedergegeben. 
Die beiden ersten EHigenschwingungen der Ordnung Null, v, und 1%, 
d. h. die erste und vierte Eigenschwingung, zeigen im Vergleich zu 
den ersten Eigenschwingungen der Ordnung Kins (v) und Zwei (v) 
bedeutend stirkere Dampfung. 

Um ferner die Energieverteilung rund um einen Zylinder im 
parallelen Falle ZU bestimmen, wurde koaxial mit diesem ein Halb- 
ring aus diimnem Pappkarton angebracht, der die freie Strahlung 
nicht beeinfluBte. Auf ihm konnte der Empfinger in verschiedenen 
Lagen, je nach der Gréfe des Winkels befestigt werden, dabei 
blieben seine Antennen stets parallel zur Zylinderachse. Die Mes- 
sungen erfolgten mit einer Wellenlinge von 66cm (r = 30 cm). Die 
Radien der Zylinder wurden so gewahlt, daB besonders in der Nahe 
der Higenschwingungen ein anschauliches Bild der Energieverteilung 
gewonnen wurde. In Tabelle 7 sind die beobachteten und zum Ver- 
gleich noch einmal die berechneten Werte eingetragen, welch letztere 
sich schon in der Tabelle 1 finden; fiir o/A = 0,001 592 wurde keine 
Beobachtung angestellt, da die Kurve von einem Kreise kaum abwich, 


: 
: 
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90° 


Fig. 10. 
(@/A = 0,001592.) 


Fig. 11. a 
/A = 0,008 732.) 


nn 
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Tabelle 7. 
G2, berechnet und gemessen fiir 2 = 66cm; r = 30cm; € = 81. 
Fi f | 
Q/A | 0,008 732 || 0,010 606 0,018 64 0,036 61 0,04122 | 0,042 69 
| 
Q | ber. | gem. || ber. | gem. || ber. | gem. | ber. gem. | ber. gem. || ber. | gem. 
i I i 
= = 
0° | 129,33/123,5 || 141,55|/138,1 ||111,44|112,8| 32,8 | 36 25,07| 25 || 177,78 | 170,1 
20 || 127,81|127,8 | 146,82 |143,7 | 146,34| 143 38,85| -41,6|| 15,25] 16,5 || 155,19 | 150,3 
40 ||119,63|126,8 | 154,86 /149,6 | 183,47/178,3|| 63,2 | 66,1] 20,65| 20 103,57 | 104,8 
60 | 100,25/105,3 | 144,54|144 | 208,53/201,8/107,5 |109,4]| 94,12| 92,12] 85,50| 80 
80 || 78,76] 82 98,60|104,5 | 173,40|177 |/187,8 |185,3||177,69/160 146,00 | 148 
90 74,08| 77,8) 81,44) 84,6) 133,28)135 |134 |1384 178,45/161,8 || 179,60 | 183,3 
100 || 75,62| 80,5) 64,20] 70,5) 89,89] 87,6|/117,9 |117,9] 144,85|140 187,31 | 187,5 
120 || 93,55| 95,4] 60,50} 61 || 34,77| 87,9] 68,8 | 72,6|| 45,02] 50 115,20 | 123 
140 ||113,85/110,2|) 85,61| 84,6] 40,28] 40,8] 39,5 | 38,9|/ 19,89] 21,88] 25,19) 24 
160 | 123,66|121,9 | 106,58|107,5 | 64,81) 61,9] 35,6 | 24,3] 78,66] 75 2,08] 2,5 
126,90| 122,6 || 117,64|117,1| 81,98| 81,5] 37,5 | 35 89,23| 84,96] 4,99) 5,1 
1 ' | | 


d. h. die Stérung in diesem Falle sehr gering war. In den Fig. 10 
bis 16 sind die Ergebnisse nach der bereits § 1 angegebenen Methode 
als Polardiagramme 
dargestellt. Die aus- 
gezogenen Kurven sind 
nach Formel (2) be- 


rechnet, wahrend die 

7 beobachteten Werte, 
i die mit © gekenn- 
zeichneten Punkte, 


durch die gestrichelten 
Kurven verbunden sind. 
Man erkennt auch 
hier die gute Uber- 
einstimmung zwischen 
Theorie und Beobach- 
tung. LEinzelne kleine 
Abweichungen lassen 
sich leicht dadurch er- 
klaren, daB die genaue 
Einstellung des Emp- 
fingers in einem be- 
stimmten Winkel in der 
xy-Ebene zur x-Achse 
schwierig ist, wenn man 
nicht die freieStrahlung ~ 


(o/A = 0,01364.) 
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durch Anbringen gréSerer Massen stéren will, und da8 kleine Fehler 
in der Winkeleinstellung schon erhebliche Differenzen zwischen Rech- 
nung und Beobachtung verursachen kénnen. Um einen Vergleich mit 
der freien Strahlung erméglichen zu kénnen, sei darauf hingewiesen, 
da fiir diesen Fall das Polardiagramm einen Kreis bildet, der in allen 
Figuren ausgezogen gezeichnet ist. Fiir sehr kleines 0/4 (Fig. 10) ist 
natiirlich die Stérung der freien Strahlung durch den Zylinder noch 


99° 
SS ee 


ere oe 


20° 270° 


Fig. 14. (0/A = 0,036 61.) Fig.-15. (@/A = 0,0412.) 


sehr gering und darum, wie erwahnt, auch nicht gemessen hosrcn: Fiir 
0/4 = 0,008 732 (Fig. 11), also kurz vor der ersten Bip etechw ine Une 
ist die Stérung durch den Zylinder schon merklich, vor und _ hinter 
dem Zylinder tritt Verstarkung der freien Strahlung ein, wahrend 


seitlich davon (9 == eine Schwiichung der Strahlung hervorgerufen 


wird. Mit wachsendem @/A werden die Abweichungen immer starker 
ausgeprigt. Bemerkenswert ist, da8 an der Stelle p = 2, also hinter 
dem Zylinder, wo geometrisch ein ,Schatten“ sein soll, eine Ver- 
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stiirkung der Strahlung im Vergleich zur Umgebung durch den Zylinder 


hervorgerufen wird. Die periodischen Schwankungen von @/ (vgl. 
p= 


Fig. 1) prigen sich auch in diesen Figuren deutlich aus. Im itibrigen 
zeigen die Kurven besser als jede Schilderung die eigentiimliche Art 
der Energieverteilung um den Zylinder. 


fod 


§ 7. Im folgenden werden die Beobachtungen angegeben fiir 
den Fall, daf der elektrische Vektor der einfallenden Wellen senk- 
recht zur Zylinderachse 
lag. Der Aufbau war im 
wesentlichen derselbe wie 
im vorhergehenden Fall, 
mit dem Unterschied, da8 
entsprechend den _ ver- 
anderten Bedingungen die 
Zylinder senkrecht stan- 
den. Sie waren am nam- 
lichen Holzrahmen so an- 
gebracht, daB sie mit dem 
unteren Ende in einer 
kreisférmigen  Offnung 
standen und mit dem 
oberen Ende an einem 
Querbalken des Rahmens 
befestigt werden konnten, 
so daB der mittlere Teil 
der Zylinder wieder voll- 
stindig frei lag. AuBer- 
dem waren am Empfanger> 
der in der Theorie als 

Fig. 16. (0/A = 0,04269.) punktférmig vorausgesetzt 
wird, die Antennen abge- 

schraubt, um seine seitliche Ausdehnung zu vermindern. Die Energie- 
aufuahme, die jetzt nur durch die Steckstifte des Detektors erfolgte, 
blieb noch betrachtlich genug, um hinreichend groBe Galvanometer- 
ausschlage zu erhalten. Hiatte man die Empfangsantennen auch in 
diesem Falle beibehalten wollen, so hitte man in der Gleichung (9) 
noch eine Integration iiber den Bereich 7 —«o bis 1+ a vornehmen 
miissen, Wo & gegeben ist durch die lineare Ausdehnung des Empfangers. 
Die Ausfiihrung der Rechnung bietet mathematisch keine Schwierig- 
keit, ist aber langwierig und uninteressant und unterblieb deshalb, 
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namentlich, da die Durchsichtigkeit der Verhiiltnisse dabei gelitten 
hatte: So haben wir auch hier, wie im parallelen Falle, es mit 
gy = @ zu tun. 

Die Beobachtungsmethode war die gleiche wie vorher. Die 
Resultate sind in den Tabellen 8, 9 und 10 eingetragen und in der 
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Fig. 17 < >< gemessen mit A = 76cm 
8e 4 Be An BE: 
O O n n A = 66 ” 


Fig. 17 graphisch dargestellt. Man sieht auch hier die gute Uberein- 
stimmung mit den berechneten Werten. Die benutzten Wellenlingen 
waren 76, 66 und 34cm. — Mit der letzteren konnte noch die zweite 
Eigenschwingung bestimmt werden, was bei den anderen wegen der 
GréBe von 9g unméglich war. Bemerkenswert ist die geringe Dampfung 
der Eigenschwingungen. Durch das Einschalten der Zylinder wird 
die freie Strahlung hinter diesen im wesentlichen verstarkt, wahrend 
eine Schwichung nur in kleinen Intervallen eintritt, im Gegensatz zum 


Tabelle 8. Tabelle 9. 
A= 76cm; r= 34,6cm; €=81;p=—7. A— 66cm; r—30em; €=— 81; p=7X. 


&,? in Proz. €,? in Proz. 
ce) Q/A || —____________ @ | e/a 

ber. gem. ber. gem. 
1,98 0,026 01 102,8 102,5 2,08 0,031 51 104,8 104,4 
2,21 0,029 10 103,7 104 2,21 0,033 33 105,8 105,8 
2,52 || 0,033 20 105,8 105,6 2,625 || 0,039 76 116,7 114,6 
2,91 || 0,03798 || 111,7 | 110,8 2,66 || 0,04030 |) 118, | 117,1 
3,0 0,039 51 116 116 2,775 || 0,042 05 40 46,9 
3,08 || 0,04049 } 118 116,8 2,974 || 0,044 30 81,6 80° 
3,14 || 0,041 30 99 99,8 3,175 || 0,048.11 || 95,6 89,3 
3,18 | 0,04189 | 55 56,45 
3,235 || 0,042 57 | 47,5 51 
3.4 || 0.04480] 85 76 
3,45 || 0,045 91 90. 85,9 
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Tabelle 10. 


A = 84em: 7 = 15,5em; € = 81; 9 =z. 
oe SS = 

©? in Proz. ’ | ©? in Proz. 
Q o/A _ — ae e/A | 

gem. ber. | gem. ber. 
7 c Te | | 
0,585 || 0,01721 || 100,8 101,1 1,5 || 004412 | 76,9 | 79,7 
0,625 | 0,01888 || 100,6 101,25 1,825 || 005368 | 98 | 101 
0,75 || 0,022 06 100,8 101,9 2,08 0,06118 || 103,2 | 104,9 
0,9 || 0,02647 |, 101,8 103 2,2 || 0,06471 | 110,2 | 111 
1,325 || 0,038 97 || 113 114,6 9.218 || 0,06520 || 112,5 | 113,5 
1,365 || 0,040 15 1161. | 148 2,27 || 0,066 71 | 54,2 54 
1,418 || 0,041 71 77:2 WaF 2,295 | 0,06749 | 60 56 
1,441 | 0,042 38 A Se ea o | | 


ersten Fall, wo durch die Zylinder im wesentlicben eine Schwachung 
der freien Strahlung erfolgt. 

Die Intensititsmessungen rings um die Zylinder wurden in fon 
selben Weise ausgefiihrt, wie im parallelen Falle. Doch haben wir 
uns hier auf zwei Werte von @/A beschrinkt. Die Schwierigkeit war 
auch hier gegeben in der Einstellung des Empfingers in einem be- 
stimmten Winkel seitlich von der Zylinderachse, ohne das Feld durch 
Anbringen gré8erer Massen zu stéren. Die Messungen wurden aus- 
gefiihrt mit der Wellenlange 66cm (r = 30cm), fiir die Werte 
o/A = 0,04011 und o/A = 0,04210, also an den Stellen, an denen fiir 
g = 2 Maximum und Minimum in der Nahe der ersten Higen- 
schwingung liegen (vgl. Fig. 2). Die beobachteten Werte, und neben 
ihnen zum Vergleich die berechneten, sind in der Tabelle 11 ange- 
geben und in den Fig. 18 und 19 in der bekannten Weise graphisch 
aufgezeichnet. Die ausgezogenen Kurven sind berechnet, wahrend 
die Beobachtungsresultate in den Figuren durch © © kenntlich gemacht, 
durch die strichliniierten Kurven wiedergegeben werden. Die Ab- 


Tabelle 11. 
&2 berechnet und gemessen fiir A = 66cm; 7 = 30cm; € = 81. 
(ype —— 0,040 11 0,042 10 o/A= 0,040 11 0,042 10 
77) ber. gem. ber. gem. @., \» ber. gem. | ber. gem. 
0° 106,01 | 103 | 190,19 | 183 100° 0,42 5,55 |, 38,82 | 41,7 
20 72,14 | 69,6 || 147,99 | 141 120 | 0,59 5,55.) 23,14 | 25,4 
40 40,97 | 44,3 88,07 | 97,3 140 52,22 | 50 12,34 | 16,9 
60 15,79 | 18 17,63 | 20,8 160 96,58 | 95,6 31,86 | 41,7 
80 5,63 LLG Le eee ON LS 180 118,17 | 114 38,76 | 41,13 
90 2,66 6,95 || 23,48 | 22,2 ‘ 


‘ 
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weichungen sind auch hier unbedeutend. Die Intensitiitskurven 
nehmen wieder ganz eigentiimliche Formen an. Wiihrend vor und 
hinter dem Zylinder hauptsiichlich eine Verstiirkung der freien Strahlune 


g9p° 


240° 
Fig. 18. (@/A = 0,04011.) 


Fig. 19. (0/A = 0,04210.) 


eintritt, erfolgt seitlich von ihm gréBtenteils eine Schwachung. Die 


Schwankungen von > &2 (vgl. Fig. 2) See auch hier wieder deut- 


lich zum Ausdruck. 


Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wurden die 
Eigenschwingungen von dielektrischen Zylindern und die Energie- 
verteilung rings um einen Zylinder untersucht, wenn auf diesen un- 
gedimpfte, ebene, elektromagnetische Wellen auffallen. 

Zur Erzeugung der ungedimpften Wellen wurde nach der Methode 
von Barkhausen und Kurz eine Schott-Elektronenréhre der Type N 
benutzt. Es gelang nach dieser Methode, mit der Wellenlange auf 
34cm herunter zu kommen. Dies ist die kirzeste, bis jetzt damit 


194. Clemens Schaefer u. Josef Merzkirch, Experimentelle Untersuchungen usw. 


erzielte Wellenlange, deren Auftreten auf besonderen Resonanz- 
vorgingen im Innern der Réhre beruht. Weiter wird gezeigt, da 
Wellen auch bei nicht symmetrisch gebauten Réhren entstehen, dab 
es also bei der Schwingungserzeugung weniger auf strenge Symmetrie 
der Réhrenform, wie man bisher annahm, als besonders auf ein fein- 
drahtiges Gitter, d. h. auf einen groBen Durchgriff ankommt. 

Mit den ungedimpften Wellen wurde eine gute Ubereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment gefunden. So konnten mit ver- 
schiedenen Wellenlangen vier Eigenschwingungen der Zylinder im 
parallelen Fall und zwei im senkrechten Fall nachgewiesen werden; 
ebenso wurde die Energieverteilung rings um einen Zylinder, die 
fiir verschiedene Zylinderradien berechnet wurde, experimentell voll- 
kommen bestiatigt. ) 

Damit kann das Problem der Beugung elektrischer Wellen an 
einem dielektrischen Zylinder als experimentell abgeschlossen gelten. 


Marburg, Physik. Institut der Universitit, im September 1922. 
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Uber das Rayleighsche Pendel. 
Von @. Krutkow und V. Fock in Petrograd. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 12. Dezember 1922.) 


Die Bedeutung der Ehrenfestschen »Adiabatenhypothese“ fiir 
die Gegenwart und Zukunft der Quantentheorie lat eine genaue 
Priifung ihrer rein mechanischen Grundlagen als sehr wiinschenswert 
erscheinen. Eine allgemeine Methode, adiabatische Invarianten auf- 
zusuchen, wurde von einem von uns vor einigen Jahren aufgestellt 1) 
und von dem anderen auf den auch schon von Burgers2) betrachteten 
Fall entarteter bedingt-periodischer Systeme angewendet®), der in der 
ersten Arbeit nicht betrachtet wurde. Als ein gewisser Mangel der 
Theorie kann angegeben werden, daB im Laufe der Rechnung an einer 
bestimmten Stelle Vernachlissigungen in den weiter zu integrierenden 
Differentialgleichungen gemacht werden: ihre rechten Seiten werden 
einem MittelungsprozeB unterworfen, wobei zur Begriindung dieses 
Prozesses auf die Langsamkeit der Parameteranderung hingewiesen 
wird. Wegen dieses Mangels, der ja auch den iiblichen Methoden, 
GréBen auf ihre adiabatische Invarianz zu priifen, anhaftet, schien es 
uns von Nutzen, die Integration wenigstens fiir ein besonders einfach 
gewahltes Beispiel ohne Vernachlassigungen auszufiihren, um nur dann 
yon der Langsamkeit der Parameteranderung Gebrauch zu machen. 

Als Beispiel wihlten wir das fiir die ,,Adiabatenhypothese“ 
»klassische* Rayleighsche Pendel, d. h. ein Pendel, dessen Linge 
kontinuierlich veriindert wird. Die adiabatische Invariante, die hier 
in Frage kommt, ist bekanntlich die GréBe 


E 


v=, 


Vv 


das Verhiltnis der Energie des Pendels zu seiner Schwingungszahl, 
die man auch in Form von Wirkungsintegralen 
tfo+Tt 


[eras oder b vad 


B to 
schreiben kann. 


<< 


1) G.Krutkow, Verslag Akad. Amsterdam 27, 908, 1918 = Proc.Amsterdam 21, 
1112; Verslag 29, 693, 1920 = Proc. 28, 826; Verh. d. Optischen Instituts 2, Nr. 12, 
§. 1—89, 1921, Petrograd (Russisch). ‘ 

2) J. M. Burgers, Ann. d. Phys. 52, 195, 1917. ; 

3) Diese Arbeit wird demnachst in den Verh. d, Opt. Instituts erscheinen. 
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Es kénnen nicht weniger als vier verschiedene Methoden auf- 
vezihlt werden, die adiabatische Invarianz von v zu beweisen: 1. die 
Rechnung von Lord Rayleigh. Der erwihnte Mittelungsproze8 wird 
hier ebenfalls ausgefiihrt!); 2. und 3. die allgemeinen Beweise fiir die 
adiabatische Invarianz der ,,Phasenintegrale“ und die hoher angegebene 
allgemeine Theorie beweisen die adiabatische Invarianz von v als 
Spezialfall2), 3). Die Vernachlissigung im Laufe der Rechnung wird 
auch hier gemacht; und endlich 4. das Variationsprinzip 

to+t 

i) | 2Tdt = 0, 

to 
welches von unserem Vorwurf schon weniger getroffen wird+). Die 
nun folgende Rechnung ist ein fiinfter Beweis. Er ist viel komplizierter 
als alle angefiihrten, besitzt aber nicht ihre Mangel. AuBerdem hoffen 
wir diese Rechnung als vorliufige Arbeit betrachten zu diirfen, die 
von Nutzen sein kann bei der Lésung der Frage nach dem Verhalten 
adiabatischer Invarianten beim Durchgang durch Entartungszustande. 

§ 1. Dieallgemeine Methode. Aufstellung der Differential- 
gleichungen des Problems. Das System soll f Freiheitsgrade 
besitzen. Seine Hamiltonsche Funktion soll abhingen von den (ver- 
allgemeinerten) Koordinaten q,, den Impulsen p, und dem Parameter a: 


H = (++ Gs Pis++ 9 Pps (a) 
In den Hamiltonschen Differentialgleichungen 

, Odi, oe § 

Pe rae? ee 2, -.9f) (b) 
setzen wir @ = const und integrieren das so entstandene isopara- 
metrische Problem, indem wir uns / Integrale 

SFO Ts Pe eee Ay == (c) 
beschaffen, die in Involution sind, sie nach den p, auflésen 
Pr = Ke (yes fs Cry -+95 CFS a), (c’) 


1) Lord Rayleigh, Papers V, 8.41. 8, auch H. Poincaré, Hypothéses 
cosmogoniques, 8. 87 und A.Sommerfeld, Atombau u. Spektrallinien, 3. Aufl., 8.376. 

*) J. M. Burgers, l.c., A. Sommerfeld, 1. c., 8.718. 

3) G. Krutkow, l.c., 8. 913 (bzw. 8. 1117). 

4) P. Ehrenfest, Ann. d, Phys. 51, 346, 1916. Wie einer von uns in einem 
Gesprach mit Herrn Ehrenfest feststellen konnte, bedarf die Ableitung einer 
Verbesserung: Formel (i) 8. 347 mu8 durch die allgemeinere 4 = |e — S oe 

a ede 
ersetzt werden, in welcher das zweite Glied im allgemeinen nicht ocdchiou ies 
Da es aber ein vollstindiger Differentialquotient ist, der bei der Integration tiber 
die Periode verschwindet, bleibt das Resultat erhalten. 
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und die Jacobische charakteristische Funktion aufbauen 
i | Sx, d qr (a) 
He 


die f noch fehlenden Integrale sind bekanntlich gegeben durch 


OV OV OV 

a 5 nl oO eee es all 

Oc sae Cy he 80,0; us (e) 
wo 3, —t-+T ist und t, 9, ..., t Konstanten bedeuten. 


Wir gehen nun von den Variablen p,,; q, zu den ,,Elementen“ 
c,, 0, tber. Die Transformation ist eine Beriihrungstransformation 
mit der Transformationsfunktion V (q,,..., 47; G5 +.» ¢# @). Wir lassen 
nun auch die Voraussetzung a = const fallen, a soll eine beliebige 
Funktion der Zeit ¢ sein; wir kommen so zu dem rheoparametrischen 
Problem. Nach einem bekannten Satz bleiben die Differential- 
gleichungen fiir die ,,.Elemente* kanonisch mit der neuen Hamilton- 
schen Funktion 


p=a+(5,4) © 


wo die Klammer bedeutet, daB die Ableitung von V in den ,,Elementen“ 
Cy, 0, ausgedriickt ist. Die ,rheoparametrischen Gleichungen“ 
lauten also: 


oD On (oO Vs 

é = 55, = a0, (o0%) | 

= =e oD eS ra) (or ae oa.) 

Sap Se aa *)f Se) een (g) 

ae OD) ae (a) 

Soe Oc maeOes oa” ‘ 
Ist f= 1 und setzen wir noch a = const, so wird erhalten: 
BVA she 8 (0.02, 

$= saa) pe ae a a) a. (g') 

Den niichsten Schritt — den Mittelungsproze8 — brauchen wir hier 


nicht auszufiihren. 

Wir gehen nun zum Rayleighschen Pendel iiber. Wir wollen — 
voraussetzen, daB wir im Gebiet der kleinen Schwingungen bleiben; 
das ist eine Einschrankung fiir die Verainderung der Pendellinge, 
denn bei geniigender Verminderung dieser Linge bleiben die Winkel- 
elongationen nicht klein. Da wir aber weiter voraussetzen werden, 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 4 14 
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da8 die Geschwindigkeit der Lingenabnahme klein ist, so ist diese 
Einschrankung nicht wesentlich. Fiir die Pendellange 4 setzen wir 
A=1l—at (1) 
mit « = const, d. h. wir betrachten den Fall einer konstanten 
Parametergeschwindigkeit. 
Ist die Masse des schweren Punktes gleich 1, ist g die Winkel- 
elongation, p = 42m das Winkelmoment, g die Schwerebeschleunigung, 
so haben wir fiir die Hamiltonsche Funktion: 


1 x 
— ss 2 = 2 
Setzen wir H —c, so wird erhalten 
= 9 222c¢—g23 p? (2’) 
und os * 
i A gh 
= |pdg =~ YV 2e— 2 = pas 
V [vag 9 V 2e—gig +0 /rare sin o/% (3) 
und weiter Y = - 
= —_— = — i g* 
Be F are sin oi 


A 


Te 
Wir berechnen nun @ ) : 


Cre 
OV \ a DOV) |) ee ete Se g 
Gi=—Gi)e=-fit qa mel q~ © 
Die rheoparametrischen Gleichungen fiir unser Problem lauten: 
dc _- c 3¢ g 
ae = "(aq 540882 2), (a) | 


ae o 3 5 a im 
fe =—4(agt peg eine? //%)+ 1, (B) | 


wo man noch fiir A einsetzen muB: 2 — 1— «at. 


§ 2. Integration der Differentialgleichungen (x). Da die. 
Gleichung (B) die Variable ¢ nicht enthiilt, kann sie gesondert be- 
trachtet werden. Wir setzen: 


0 
(6) 
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und erhalten nach einer einfachen Rechnun 


o 
5S 


dy 


3 
aes 2s: i 
oe guchlcky —==0, 


d. h. eine Riccatische Differentialgleichung. Wir setzen nun 


wodurch die Differentialgleichung die Form erhilt: 


d2u 3 du 


Wir fiihren nun fiir die allgemeine Besselsche Funktion von 
der Ordnung k das Zeichen Z;,(a) ein: 


Zi. (x) = AJ, (x) + BY; (2), (7) 


wo A und B Konstanten bedeuten. Dann lautet die Lésung der 


Differentialgleichung: 
tb Zig (2) 


und, indem man von bekannten Formeln fiir Besselsche Funktionen 
Gebrauch macht }), 


Z, (x) 
Zy (x) 
also ES ; Zy (a) 
Bier ~ Z (x) 


Wie man leicht bemerkt, enthalt dieser Ausdruck fiir ® nicht zwei 
Konstanten A und B, sondern nur eine: ihr Verhiltnis. 

Setzen wir den Wert von @ in die Gleichung (A) ein, so wird 
leicht erhalten: 


dlogae , 3 Z,?(4)—Z,*(*) _ | (8) 
da @ Z2(2)+ Z2(¢) 


oder, indem man wieder von bekannten Formeln Gebrauch macht : 
dlogze _ dlogx [Z,3(x) + Z,? (@)] 
di da 
¢ = const [Z,2(”) + Z,?(«)]. (9) 


§ 3. Die Bewegungsgleichung fiir den Winkel 9. Ihre 
Integration. Bevor wir weiter vorgehen, wollen wir die erhaltenen 


also 


1) Siehe etwa P. Schafheitlin, Die Theorie der Besselschen Funktionen, 


§. 123, Formel 4 (1) und 4 (2). 
14* 
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Resultate verifizieren, indem wir die Bewegungsgleichung fir den 
Winkelausschlag m des Pendels aufstellen und sie integrieren. 

Fiir die Koordinaten des Punktes (1), der in 
der xy-Ebene bleibt und die Entfernung /— 7 
vom Punkte (2) (s. Figur) besitzt, erhalten wir: 


x —= (l—yn) sing, y = (l—n)cosp+y 
und daraus fiir die kinetische Energie 7 und die 
potentielle Energie IJ: 


T= 3 [1 —n)962 +21 —e08 9) 99 — 20 —n) sing G%4)1 (40) 


IT = — g(l— 4) cos y — gy. 
Die Bewegungsgleichung fiir ist: 
(l— 7) —2p7 —sing-y + gsng = 0. (11) 


Wir beschranken uns nun, wie friiher, auf kleine Schwingungen 

und setzen noch 
q == 0, y = OM, y= at, (12) 
indem wir 7 fiir t= 0 gleich Null setzen. Jetzt lautet die Differential- 
gleichung: 
| (I—at)@ —2a+ 9p =0. (11) 


Wir fiihren die neue unabhangige Variable 
phe: 
2 =s6 14 


(l—o6r)p = y. (15) 
Kine leichte Rechnung gibt 


ein und setzen 


ty 
1—o a! ic ()e 
( )aaty=0 
Gehen wir zu unserer alten Variablen 
RE oo irene 
tiber, so wird erhalten: 
dy  ldy 
da ade 1’ —=°% 
Die Lésung ist, wie man leicht findet: 


y = «[AJ,(2)+ BY, (a)] = w Z, (a). 
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Fiir den Winkel @ folet: 4 
Pee gy ee) (16) 
07% 
und fiir die Winkelgeschwindigkeit, wenn man von bekannten Formeln 
fiir Besselsche Funktionen Gebrauch macht: 


8 Lis 4 
s=/2 se Za(”)- (17) 


Wir bilden nun die Ausdriicke 


7. (I—at) | Ag (l— at) 9 

2 a ee a 2: ' re2 ¥* 
deren Summe laut Definition die GréBe ¢ ist (s. Form. 2), die wir als 
Energie des Pendels ansprechen diirfen: 


2gl 
ae 


*(«)], (18) 


in voller Ubereinstimmung mit Formel (9). 
Eine leichte Rechnung erlaubt die Konstanten A und B durch 
die Anfangswerte g) und g, (fiir ¢ = 0) auszudriicken: 


1=3[nn@)—n ix) 
saan fe4C)—a2) 


(19) 


wobei man nur die bekannte Formel 
2 1) 
Vi Se—1 — Jy Yuu = oF: 
gebrauchen mu. 
bs G F . 
§ 4. Die adiabatische Invarianz von vy = a Um die adia- 


batische Invarianz dieser GréBe zu beweisen, fiihren wir die Voraus- 
setzung ein, daB die Pendellinge langsam abnimmt, d. h. @ ist klein, 
ebenso 6, und # ist gro8B; die letzte Annahme fordert, dab 
ot <1 sei. Wir kénnen also in %(x) (k = 1,2) fiir J,(x) und Y;(z) 


und fiir J;, (5) und Y;, (=), die in A und B eingehen, die asympto- 


tischen Ausdriicke gebrauchen: 


1) Schafheitlin, l.c, S.124, F.13 (4). 
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Za2) =) 3%,| 0 YL 005(3—2) — usin(5 —*)| P36 
Z, (a) = Ve[¢ yt sin ({—-*) + ycos(—s)| 


Nach einer einfachen Rechnung erhalten wir: | 
| 
| 


und fiir c: al 
2gl 6 (1. a 
2. 4¥. | 
\ ner G Pi + vi) (21) | 
oder, wenn wir ap p2-+1g 2) mit c, bezeichnen: 
ae 2.¢6 . i ? 
(6 - Ge : . ; (21') 


Laut Definition ist. die Schwingungszahl v gleich ss yz oder 
. . 0 On I—at 2m ae ee ae eee 
Der Quotient v ist also gleich 


= =; ee a ane VEa% M% ee ae 


promis die adiabatische Invarianz von v bewiteen ist. 
ey ae Physik. Institut der ‘Universitat, Spee 1922. 


; dvs ai as pire = a 2 ee he 


a ae ee : > accel 
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ene: tate tase: idk es * tg 
Peg aga. 


the 
as 


203 


Zur Schwankungstheorie. 
Von G. Krutkow in Petrograd. 


(Hingegangen am 12, Dezember 1922.) 


Die Ableitung der Formeln fiir die Schwankungsgeschwindigkeit 
im Falle von Wahrscheinlichkeitsnachwirkung fordert bekanntlich die 
Ausfiihrung von komplizierten Summationen!). Ich will hier zeigen, 
da8 man diese Formeln ohne Miihe gewinnt, wenn man der Rech- 
nung die exakten Bernoullischen Formeln fiir die Wahrscheinlich- 
keit und nicht die angenaherten Poissonschen zugrunde legt. 

Ks sei yp die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des betrachteten 
Ereignisses, g die Wahrscheinlichkeit fiir das Nichteintreffen, also. 


p+¢g= 1; 

es sei ferner Q die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens bei zwei kon- 
sekutiven Beobachtungen, P —=1—@Q; Q, die Wahrscheinlichkeit 
des Nichteintreffens bei den beiden Beobachtungen, P, = 1 — Q,; 
also, in leicht verstandiger Symbolik: 

CER sta) oP pal A) Bes (I) 

(—)a3 G+) @3 (—=).Q-) 

Da ein (+) bei der zweiten Beobachtung in den zwei Fallen (+ ++) 

und (— +) beobachtet wird, gilt die Beziehung 


p= pQ-+ GP, (II) 
Die Wahrscheinlichkeit, daS von n giinstigen Ereignissen einer 
Serie bei der nichsten i ungiinstig werden und weitere j giinstige 


hinzukommen, ist 


(o Pi grt, es PJ QN-"-i, 


als ‘ 

n N—n 7 

SS (*) (15) vqrspigy esa (P+ Qn(h+Q)"= 1.) 
6 F=5 : 


1) Siehe R. Fiirth, Schwankungserscheinungen in der Physik. Braun- 
schweig, Friedr. Vieweg u. Sohn, 1920, 8. 26 u. f; 
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Um die Schwankungsgeschwindigkeit A, = (j —%) mu berechnen, | 
differenzieren wir (III) zuerst nach P, und multiplizieren beiderseits : 
mit P, und dann nach P und multiplizieren mit P: 


SSH Ce ne Q"—t Pi QN-"—-5j 


P+ OB +0) ISS ah —= 1) Ee (a) 


SSG) | a ") BignsDf QY-*-16 


= (PF Qa (Bi Gy oi ne. (b) 
Bildet man die Differenz und zieht man in Betracht, daB P+ Q@=1, 
+ Q' = 1 ist, so wird die exakte Formel fiir 4, erhalten: 


a yo ) PiQ—(DiQh-* §(j—i) =(W—n)P,—nP. (IV) 


Spezialfalle. a) Keine Wahrscheinlichkeitsnachwirkung. 

Ks ist 
Q=P,=—=p, P= 1—=474, 
also ane 
' A, = (N—n)p—n(1—p) = Np —n = v—7n}). (IV,) 

b) Der Fall von Smoluchowski. /P, ist sehr klein (geht 
gegen Null), NP, ist endlich, yP, = NpP, ist gegen NP, zu ver- 
nachlassigen, ebenso nP;. Die Beziehung (II) liefert 


NP, = »P, 
woraus folgt aig 
4, = Pilv — n}?). (IV,) 


Um die Formel fiir 7? zu erhalten, fiihren wir die Operation 


: : d 
an a) aus, die Operation P —— an b) und die Operation 


#, ap, dP 


d d 
P > an a) [oder P, dP, an b)|: 


DSF) Cy Perle F = (PF OPA) (Wen) By 

+ (P+ Q)" (Pi + Q1)¥ "- (N—n) (NW—n—1) P?2 (ce) : 
SONG Brel eee nL 4 
= (P+O)"(B 0.) PL(PLO)* (Py 4-Q,)"—4 (n=l) PB : 


SI) Cy Berane ss 


= (P+ Q)"-1(P, + Q,)¥-"-1(N—n) nPP,. 


1) R. Firth, 1. «, 8. 18, wo de das entgegengesetzte Vorzeichen hat. 
ER Earths lees ota 


a 
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Wir haben also: 
4, = (§ —1)? = (N— 2) P, + (N— 2) (N—n—1) P2+nP 
+ n(n— 1) P?—2(N—n)nPP,. (V) 
Spezialfaille. a) Keine Nachwirkung. Nach einer einfachen 
Rechnung erhilt man: 
Ay = vp tv—Qnyv+ n= (v—nptyg — (V) 
eine Formel, die auch direkt gefunden werden kann. 
b) Der Fall von Smoluchowski. Man erhiilt leicht 
An = P2[(v — a —n] + P[n +2]. (Vs) 
Wir gehen endlich zu der GréBe 42 iiber, d. h. wir mitteln iiber 
das bisher festgehaltene n. Es ist: 
Ni D 
ni = N(N— 1) + Np = v4 vg, 


also 


Ai = (N=) P+ [Nov —(N—v) + vg] Pi +o P+ (0p) Pr 


— 2[v(N— v)— vq] PP,. ease (V1) 
Sp ezialfalle. a) Keine Nachwirkung. Nach einer leichten 
eee ene erhilt man das bekannte Resultat | 


A = 20q?), sie Pode gh’ (VI) - 


BY Der Fall von Smoluchowski. ‘Hier wird erhalten | 


Pi = QP), = (Ns) 


a ers 


Die Formeln (V) und (VI) sind ziemlich ae die Hotes 
pay) ist recht anschaulich, michts hth parse na ulios als ee 


Berlin, Dezember 1922. ae 
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Die Intensitat der Mehrfachlinien. 
Von H. B. Dorgelo in Utrecht. 
(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universitat Utrecht.) 


Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 15. Dezember 1922.) 


Eine Reihe von Problemen der Alteren und neueren Spektroskopie 
fordert eine Untersuchung iiber das Intensitaitsverhaltnis der Spektral- 
linien. Im folgenden soll eine Methode zur Bestimmung des Ver- 
hiltnisses der Intensitit bei den Dubletten der verschiedenen Serien 
der Alkalien beschrieben werden. 

Wegen der einfachen Struktur des 6-Terms und der zweifachen 
Struktur des a-Terms sind die Linien der Hauptserie und der zweiten 
Nebenserie stets doppelt. Auch das Linienbild der ersten Neben- 
serie ist bei den leichten Alkalien Na, K und Rb eine Dublette, 
bei Cs ist es eine zusammengesetzte Dublette. 

Die Dubletten der Hauptserie werden dadurch hervorgebracht, 
daB das Serienelektron von dem 2,- bzw. 2,-Energieniveau zuriick- 
fillt nach dem 6-Niveau. 

Wir haben es hier also zu tun mit zwei verschiedenen Ausgangs- 
niveaus und einem Endniveau. Bei der zweiten Nebenserie aber 
_springt das Elektron von einem 6-Niveau nach einem 2,- oder 
%-Niveau. Hier haben wir also ein Ausgangsniveau und zwei miég- 
liche Endniveaus. 

Zunachst ist es also von Interesse, die Intensitatsverhiltnisse der 
Dubletten der zweiten Nebenserie zu messen, da das Intensitits- 
verhaltnis hier einfach das Verhaltnis der Wahrscheinlichkeit fiir das 
Springen des Elektrons nach dem 2,- bzw. 2-Niveau gibt. 

Eine Schwierigkeit, die in hohem Mae bei den Gliedern der 
Hauptserie auftritt, bildet die Erscheinung der Selbstumkehrung. Bei 
den Gliedern der anderen Serien tritt diese Schwierigkeit nicht oder 
wenigstens fast nicht auf. 

Beschreibung der Methode. Die benutzte Methode beruht 
prinzipiell auf folgendem: Zwei Lichtintensititen von gleicher (oder 
beinahe gleicher) Wellenlinge sind gleich, wenn sie in gleichen Zeiten 
auf derselben photographischen Platte dieselbe Schwarzung hervor- 
rufen. Die bis jetzt benutzte Methode bestand denn auch darin, da 
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man die zu untersuchende Erscheinung, z. B. zwei Spektrallinien mit 
einer bestimmten méglichst giinstigen Expositionszeit photographierte, 
um sie dann mit derselben Belichtungszeit auf derselben Platte noch 
einige Male, doch in einem bekannten Ma8e geschwiicht aufzunehmen. 


Die Schwierigkeiten dieser Methode bestehen darin, da8 sic sowohl 
sehr zeitraubend ist als besonders auch, daB sie eine konstante Licht- 
quelle erfordert. 


Nach einer anderen Methode exponiert man die Erscheinung 
wihrend einer bestimmten méglichst giinstigen Zeit. Auf derselben 
Platte nimmt man dann eine Reihe Intensiti&tsmarken von der gleichen 
Wellenlinge, bei denen die Intensititsverteilung bekannt ist, mit der- 
selben Expositionszeit auf, wie bei der beobachteten Erscheinung. 


Diese Marken liefern die fiir die betreffende Platte giiltige Be- 
ziehung zwischen Intensitaét und Schwarzung, also die Schwirzungs- 
kurve. 

Auch diese Methode ist sehr zeitraubend und unterliegt auBerdem 
dem Bedenken, da sie bei intermittierenden Lichtquellen wegen 
des Intermittenzeffekts nicht angewendet werden kann. 


Die von mir benutzte Methode hat diese Schwierigkeiten nicht. 
Eine Lichtquelle Zi erleuchtet gleichmaBig eine Linse Le,, welche die 


le y 
io 
li () cf ' 


Lichtquelle auf einer zweiten Linse Le, abbildet. Diese Linse Le, 
bildet eine Reihe von Schirmen V, die das durch Le, gegangene 
Licht in einem bekannten Ma8e schwachen, auf dem Spalt Sp des 
benutzten Spektrographen scharf ab. 

In meiner Anordnung wird auf diese Weise der Spalt des Spektro- 
_graphen sozusagen in vier Teile geteilt, welche mit verschiedenen 
Intensititen belichtet werden. Wird das Spektrum einer Licht- 
quelle, das auf verschiedene Weise geschwicht ist, gleichzeitig auf 
die Platte gebracht, so kann es nicht konstant sein und das Inter- 
mittieren der Lichtquelle macht keine Schwierigkeit.  Natiirlich muB 
angenommen werden, daf das Intensitatsverhiltnis der Linien der 
Dubletten usw. nicht abhingig ist von der Intensitét der Lichtquelle. 

Damit nun nach dieser Methode die Intensititen der zwei Linien — 
einer Dublette verglichen werden kénnen, diirfen die Wellenlangen 
beider Linien sich nicht so viel unterscheiden, da gleiche Energien 
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dieser verschiedenen Wellenlangen meSbar verschiedene Schwarzung 
hervorbringen. 

Fiir den Fall der Dubletten von Na und K kann auch dies 
kein Bedenken erregen, da die Spaltung der Komponenten dieser 
Metalle gering ist. Bei Rubidium und Casium ist es nétig, diesem 
Punkte besondere Aufmerksamkeit zu schenken. 

Im hiesigen Institut ist eine Methode ausgearbeitet worden (mit 
Hilfe einer energetisch geeichten Lampe), um auch das Intensitats- 
verhiltnis von Linien mit groBer Wellenlangendifferenz zu messen. 
Weitere Mitteilungen hieriiber werden bald folgen. 

Die benutzte Lichtquelle war eine Bogenlampe, deren Kohlen 
ausgehohlt und mit Salzen der Metalle gefiillt wurden. Fiir Na ge- 
brauchte ich NaCO,, fiir K, Rb und Cs die Chloride. 

Die Bogenlampe war mit geeignetem Vorschaltwiderstand an. die 
stidtische Leitung von 220 Volt angeschlossen. Die Strombelastung 
betrug 5 Amp. Die Linse Le, war eine achromatische Linse von 
60cm Brennpunktsabstand, Ze, von 80cm. 

Der Spektrograph, mit dem die Aufnahmen gemacht wurden, 
ist der Gitterspektrograph des physikalischen Laboratoriums zu Utrecht, 
durch Dr. van Cittert bereits beschrieben?). Diese Aufstellung gibt 
vollkommen stigmatische Bilder, was bei unserer Methode natiirlich 
erforderlich ist. 

Die erhaltenen photographischen Aufnahmen wurden mit dem 
selbstregistrierenden Mikrophotometer von Moll?) ausphotometriert. 


Die Breite des belichteten Spaltes wurde gleich 0,2mm genommen, 


die Spaltbreite der Thermosiule war 0,15 mm. 


Die Intensitaétsschwirzungskurven wurden auf die gebrauchliche 
Weise gebildet. Es konnte hier auch mit Erfolg die ,Aufschiebungs- 
methode“ der Schwiarzungskurven angewendet werden, die die Herren 
Burger und van Cittert bei ihren Intensitiitsmessungen benutzten 3). 


Die Kichung der Lichtschwarzungsvorrichtungen (Rauchgliser) 
geschah unter freundlicher Beihilfe des Herrn Denier van der Gon 
nach der Methode, die die Herren L. S. Ornstein und H. C. Burger 
bei ihren Bestimmungen der Absorptionskoeffizienten fiir Jodauflésungen 
im sichtbaren Spektrum benutzt haben 4). 


1) van Oittert, ZS. f. Instrkde. 41, 116—118, 1921. 

*) Kon. Akademie van Wetenschappen Amsterdam 28, Nov. 1919. 
3) A. a, O. 29, Sept. 1920. 

*) A. a. O. 29, Okt. 1920. 
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Dabei wurden Kurven gewonnen, welche den Prozentsatz des 
Lichtes, das durch die drei von mir benutzten Lichtschwichungen 
durchgelassen wird, bei verschiedener Wellenlange angaben. Einen 
wichtigen Versuch machte ich noch zur Kontrolle der Ltichtigkeit 
der Methode. 

Einzelne der von mir untersuchten Linien wurden ohne Schwachung 
aufgenommen, wobei der Spalt des Spektrographen sehr breit war. 
Die so photographierte Linie wurde in der Lingsrichtung durch- 
photometriert. Das Photogramm ergab eine Gerade, was ein Beweis 
dafiir ist, daB der Spalt gleichmibig beleuchtet war. Als vorliufiges 
Resultat unserer Untersuchung (weitere Aufnahmen sollen noch ge- 
macht werden) fanden wir folgende Intensitatsverhiltnisse: 


Intensitatsverhaltnis 


Metall Serie Wellenlange | 
1a—36 6160—6154 | 100 : 59 
1a—46 5158—5149 100 : 53 
Na 1a—3 6 5688—5682 100 : 50 
_— 5688—5682 100 : 50 
= 5688—5682 100: 51 
1a—46 4982—4978 | 100 : 57 


Die Genauigkeit der beiden ersten Angaben ist wegen der ge- 


ringen Intensitiit dieser Linien etwa 4 Proz. Der verhaltnismabig 
starke kontinuierliche Untergrund erforderte eine bedeutende Korrek- 
tion. Die Genauigkeit der iibrigen Angaben betragt etwa 1 bis 2 Proz. 


Metall Serie Wellenlange Intensitatsverhaltnis 
( 1m—40 5802—5782 100 : 69 
—s — 5802—5782 100 : 67 
ae ot} tee 5339—5323 100 : 47 
1a—46 5831—5812 100 : 52 
{ — 5359—5342 100 : 50 
Osean; 5 1a—5 6 6217—6212 100: 15 


Eine nihere Erérterung der Resultate hoffe ich spater geben 


zu k6énnen. 

Nachschrift: Beim Niederschreiben des Vorhergehenden empfing 
ich die ,,Zeitschrift fiir Physik* Bd.11, Heft 3 mit dem Artikel von 
Sommerfeld und Heisenberg iiber die Intensitét der Mehrfach- 
linien. Zur niheren Priifung der ersten Intensititsregel (S.145) habe ich 
eine Aufnahme der zusammengestellten Dubletten von Sr 1p — 2d 


und 1d — 3b gemacht. 
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Ich fand fiir das Intensititsverhaltnis der Linien a 03, 4892,69, 
4893,12 der Bergmannserie ; | 
Th Og TS 10012 VY bisa | 
und bei den Linien 4868,74 und 4869,19 derselben Serie . 
Ds dy 100 +12 | 
wihrend bei der diffusen Serie als Intensitatsverhaltnis der Tipe > | 
4962,24, 4967,93 und 4971,65 ermittelt wurde ; 
Jy tJ yi Joy == 10064023 
und bei den Linien 4872,49 und 4876,06 derselben Serie 
. Ji tJy = 100: 82. 
Obenstehendes gibt also eine Bestatigung der genannten von 
Sommerfeld und Heisenberg formulierten ersten Intensitatsregel. 


Utrecht, 15. Dezember 1922. 
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Die Verwandtschaft des Bogenspektrums von Natrium 
mit dem ersten Funkenspektrum von Magnesium und 
dem zweiten Funkenspektrum von Aluminium. 

Von E, Fues in Stuttgart. 


Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 12. Dezember 1922.) 


§ l. Einleitung. In zwei vorangegangenen Arbeiten!) hat der 
Verfasser gezeigt, wie man aus den Termen des Bogenspektrums von 
Natrium (in der Bohrschen Bezeichnungsweise dem Spektrum Na- 
trium I) den Potentialverlauf der im Natriumatom herrschenden 
Zentralkraft erschlieBen kann. Die Richtigkeit der gefundenen Potential- 
funktion kam darin zum Ausdruck, daB mit ihrer Hilfe alle den 
einzelnen Termen zugehérenden radialen Quantenintegrale ziemlich 
genau ganzzahlig wurden, wie die Regeln der Quantentheorie es ver- 
langen. 

Die nachfolgenden Abschnitte sollen zeigen, da eine Auferst 
einfache Hilfsannahme geniigt, um mit einem Schlag auch die 
zum Bogenspektrum Natrium J verwandten Funkenspektren 
Magnesium II und Aluminium III zu erklaren. Man braucht 
nur vorauszusetzen, da8 der Atomrumpf des einfach ionisierten 
Magnesiums (Mgt) und der des doppelt ionisierten Alumi- 
niums (Al++) dem Rumpf des Natriumatoms geometrisch 
ahnlich gebildet und durch die in ihnen wirksame stirkere 
Kernladung auf einen etwas kleineren Raum zusammen. 
gezogen seien. Die ahnliche Elektronenkonfiguration bedingt, da 
in entsprechenden Bereichen die Kernanziehung im selben Maf ab-_ 
geschirmt ist. Die Potentiale der resultierenden Zentralkraft in allen 
Fallen besitzen daher eine leicht angebbare Verwandtschaft, so da 
man die Erfahrungen aus der Berechnung des Natriumbogenspektrums 
direkt auf die Kraftverhiltnisse in den beiden Ionen iibertragen kann. 

Dabei ist nicht zu erwarten, daS bei einer so sehr vereinfachten 
Grundvorstellung die Genauigkeit, mit welcher das Natriumspektrum 


*) HE. Fues, Die Berechnung wasserstoffunihnlicher Spektren aus Zentral- 
pewegungen der Elektronen I und Il, ZS. f. Phys. 11, 364—378, 1922 und ‘2, 
1—12, 1922, weiterhin mit I und II angefthrt. 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 15 
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sich erkléren lieB, sich in der Berechnung der verwandten Funken- 
spektren vollig 'wiederfindet. Miissen wir doch annehmen, daf in 
Wirklichkeit die drei verglichenen Systeme nicht streng ahnlich gebaut 
sind. In der nachsten Umgebung der Kerne bestimmen die Kern- 
ladungen 11, 12, 13 die Abmessungen der Elektronenbahnen, und so 
ist z. B. anzunehmen, daS die K-Ringe der drei Systeme sich nicht 


viel stirker als im Verhiltnis in der GréBe unterscheiden. 


fi 12 9S 
Andererseits herrschen auBerhalb des Atomrumpfes die wirksamen 
Kernladungen 1, 2, 3, weshalb man annehmen muB, da die Ober- 
flachenmaBe der Ionen viel stirker verkleinert sind. Es ist also ver- 
standlich, daB die Abweichungen der radialen Quantenintegrale von 
ganzen Zahlen ein wenig gréBer werden bei der hier vorgeschlagenen 
Berechnung, als wenn jedes der Spektren unabhangig vom anderen 
aus seinem besonderen Kraftespiel erklart wird. Allein die Ab- 
weichungen bleiben noch immer gering; sie liefern zudem eine Be- 
stitigung dafiir, daB die Verkleinerung der Oberflache starker ist als 
die der Innenbereiche. Sie stéren nicht den Eindruck des hohen 
Grades von Verwandtschaft der drei Spektren, der in den nach- 
folgenden Resultaten zum Ausdruck kommt. 

Welches Verkleinerungsverhaltnis mu aber der Rechnung zu- 
grunde gelegt werden? Von vornherein l48t sich nur sagen: ein 
mittleres — eines, das sich in der Verkleinerung eines mittleren 
Bereichs der Systeme tatsichlich wiederfindet. So wundert es uns 
nicht, daB erfahrungsgemiB ziemlich genau die Linearverkleinerung 
der 2.-Kreisbahnen als fiir die ganzen Atomriimpfe zutreffend voraus- 
gesetzt werden darf, denn diese Bahnen verlaufen ein wenig unter 
der Oberfliche des Rumpfes. Darin liegt keine grundsitzliche Be- 
deutung, aber es ist praktisch nicht unwichtig, weil die Feststellung 
der Linearverkleinerung unter diesen Umstiinden rein aus Daten der 
Réntgenspektren geschehen kann. Dadurch entsteht erst die Méglich- 
keit, ein véllig unbekanntes Funkenspektrum des optischen Gebietes 
vorauszuberechnen, sofern jene Daten bekannt sind. Die gesetz- 
maBige Verkniipfung der drei Spektren kann kaum stirker 
zum <Ausdruck kommen als in der Tatsache, da8 aus 
Messungen am Natriumspektrum und der Beobachtung je 
eines Réntgenterms des betreffenden Ions dessen ganzes 
Spektrum sich beschreiben laBt. 

§ 2. Unsere erste Uberlegung mu8 sein: wie l&8t sich aus der 
Potentialfunktion des Natriumatoms die eines geometrisch 
ahnlich gebauten Ions gewinnen? 
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Zur Unterscheidung bezeichnen wir die auf das neutrale Natrium- 
atom bezogenen Gréfen mit lateinischen, die einem der Ionen zu- 
gehérigen GréBen mit deutschen Buchstaben. Dort betrigt die Kern- 
ladung Z (— 11) Einheiten, deren Einflu8 auf das Leuchtelektron 
durch eine Hiille von 10 Rumpfelektronen abgeschirmt ist, hier haben 
wir die Kernladung 3 (fiir Mg+ = 12, fir Alt+ = 18), umgeben 
von einer ahnlich gebauten, aber im Verhiltnis 4 verkleinerten Hiille 
von abermals 10 Elektronen, die eine griBere Kernanziehung nach 
auSen hindurch wirken lat. Die ,effektive* Kernladung Zoq baw. Ber 
ist in beiden Fallen eine Funktion des Kernabstandes R, von der wir 
nur wissen, daf sie fiir kleine R den Wert Z bzw. 3 annimmt, wahrend 
sie sich fiir groBe R dem Uberschu8 p (p) der positiven Kernladung 
tiber die negative Ladung des Elektronenrumpfes niahert. Fiir das 
Spektrum Na I gilt p = 1, fir Mg II p = 2, fiir Al III gilt p= 3 
und es ist in allen Fallen 


Z—p=32—yp=—10. (1) 

Fiihren wir noch eine ,Abschirmungszahl* s bzw. 8 ein durch die 
Beziehung 

Zen (R) = Z—s (R) Bon (2) = 3 — 8 (hi), (2) 


so ist diese wie die effektive Kernladung eine Funktion von &. Der 
,abnliche Aufbau der beiden Elektronenhiillen findet nun seinen ein- 
fachsten Ausdruck darin, da8 in homologen Bereichen die Ab- 
schirmungszahlen gleich sind: 


SB) cas (2): (3) 
Das ist eine oft benutzte Kigenschaft der Abschirmungszahlen, 
die bekanntlich nur von der Gestalt, nicht der GréBe der Konfigura- 
tion abhangen. 
Schreiben wir (2) in der Form 
Zen(R) —p = Z—p—s(h) - 
Bon (AR) — p = B—p—8(4 R) 
und beriicksichtigen (1) und (3), so finden wir 
Zen (R) —p = Ben (4B) — p. (4) 
Nun ist das Potential V in beiden Fallen gegeben durch 


tos Boe (1) 
2: ff Yr 
Vere = e2 | = dr bzw. Boro) —_ e2 | ere dr 


15* 
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5 
oder nach Einfiihrung des dimensionslosen Kernabstandes Rk = A 

0 
(a) wie friiher der innerste Wasserstoffradius = 0,532.10~%cm) und 


Abspaltung des (zweiten) wasserstoffahnlichen Anteiles 


; Zon (BR) — e? p 
Fis = ap SNe Ee Wee: 


Re ao R° 
_ a(Bal—9 pee. 
Sao = ee R? Pan a, R 


Fiir das Atom bzw. Ion charakteristisch ist lediglich der erste 
‘wasserstoffunahnliche Teil des Potentials oder die aus ihm hervor- 
gehende Funktion @ baw. 91). 

So gilt fiir das Na-Atom: 

Ro 
a Loft R —— 
Q(B) = % REV (Rs) + pH = BR} |? ap, 


Andererseits fiir das Mgt- oder Al++t-Ion: 


© (1-Ry) = PR ee Qe? aa iny{BeGR—> = 


co co 


oder mit Beriicksichtigung von (4) 


Fo 
Bas R —"p 
SOA Rg) = se. aus dk = 14Q(R,). 
Es gilt also die Beziehung (unter Weglassung der Indizes 0) 
QAR) _ QR) 
te ae . ie) 


d.h. die &hnliche Verkleinerung der Elektronenkonfigura- 
tion hat zur Folge eine ahnliche Verkleinerung der Kurve Q 
im selben Verhaltnis und mit dem Ursprung als Ahnlichkeits- 
zentrum. 

Wenn wir also der gemachten Voraussetzung tiber die Gestalt ‘ 
der Mg+- und Al++-Ionen Rechnung tragen wollen, so haben wir . 
weiter nichts zu tun, als die von der Berechnung des Natrium- 
spektrums her bekannte Kurve @ in Richtung auf den Ursprung hin 
s0 lange zusammenzupressen, bis ihre Linearverkleinerung mit der 
des Modells PE a 


1) In dem hier benutzten Ma ausgedriickt, wurde sie in Il, 8.5 mit Q 
bezeichnet, 
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Fiir das Natriumatom wurde Q gefunden als gebrochene rationale 
Funktion, die sich zur Integration abschnittweise durch folgende 
Funktionen zweiten Grades ersetzen lie’: 


Zwischen R = 0 und R = 0,7 durch } = 2,0633 R2—3,880 R—0,150 
A 3057. be eel 3 = 1,0714 R? —2,4914 R — 0,636 
. 41,4 | Koo a , = 0,5167 R2 — 1,1217 R — 1,4663 
* eo Fy | ey ened, 3 = — 0,1875 R*+ 1,4145 R — 3,922 
z i eS = ; as = — 0,058 R?+0,750 R— 2,536 
Von R= 6 ab a (ia 0} 


Bei einer im Verhialtnis 4 verkleinerten Elektronenkon- 
figuration wird 


O (Rh) = 4Q(R/A) (6) 
und daher abschnittweise: 
mawischenein— 0. und f= O07A O = ee v2 — 3,88 R—0,15<A, | 
ie: Wes 0,7 2c Re ea O = 1 Ro 2.4914 R— 0,636, | (7) 
UusW. 
Von i 6. A: ab Se — 20; | 


Durch diese Formeln sind in einfachster Weise Voraussetzungen 
tiber den Krafteverlauf in den Mgt- und Al++-Ionen eingefiihrt, die 
zwar nicht véllig der Wirklichkeit entsprechen, aber eine gute erste 
Annaherung ergeben und denen zur vdélligen Bestimmtheit nichts 
fehlt als die Festsetzung der Linearverkleinerung A der Elektronen- 
konfiguration. 

§ 3. Den Wert 4 gewinnen wir, wie in § 1 angedentet: 

Wir nehmen von der 2,-Kreisbahn an, daf sie, weil in einem 
mittleren Bereich des Atoms verlaufend, gerade das zur Berechnung 
notwendige Verkleinerungsverhiltnis A besitzt. (Die Annahme kann 
nur durch den Erfolg gerechtfertigt werden.) Den Wert des ihr 
zugehérigen LZ,-Terms entnehmen wir mangels direkter Messungen 
der Absorptionsbandkante jedesmal aus der Beziehung: 

| Ly = Ky — Ka, + 156. (8) 

Die K-Terme sind nach den Messungen von Hjalmar?) fiir die 
neutralen Atome aller drei Elemente bekannt. Streug genommen 
diirften sie allerdings nicht auch fiir die Ionen dieser leichten Hle- 
mente in Anspruch genommen werden; allein solange wir die zu 
K, und Kz gehdrenden, einer verschieden starken Jonisierung der 
M-Schale eatsprechenden Funkenlinien nicht kennen, bleibt kein 
Ausweg, als diese Verwechslung vorzunehmen?). Wir tun es ohne 


1) ZS. £. Phys. 1, 439, 1920. - 
2) Diejenigen Réntgenterme, welche folgerichtig als die atienctuines an- 
gesehen werden miissen zur Feststellung des -Potentialverlaufes, welcher die 
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Bedenken, weil wir so zu einer brauchbaren Feststellung von 4 ge- 
langen, dessen exakter Wert ohnehin auf andere Weise erschlossen 
werden muB. Ubrigens sind die Resultate gegen eine geringe Ver- 
anderung von 4 nicht sehr empfindlich. Die Werte der optischen 
Terme kénnen fiir Mg+ aus der Dissertation des Verf.1) entnommen 
werden, fiir Al++ entstammen sie einer im Erscheinen begriffenen 
Arbeit von Herrn Prof. Paschen, der sie dem Verf. freundlicher- 
weise jetzt schon zur Verfiigung stellte. Ubrigens kann, wie nachher 
gezeigt wird, zur Feststellung von L, auch auf die Vorkenntnis des 
Terms 1,5 © -verzichtet werden. 

Der gefundene L,-Term wird [vgl. (5’) aus I und die Parabel- 
gleichungen auf S.5 in II| in unserer Darstellungsweise durch eine 
Parabel P,, verbildlicht, und der Wert von 4 wird aus der Be- 
dingung gefunden, daf die neue Kurve © diese Parabel 
wie bei allen Kreisbahntermen beriihren mu. Wir lassen 
also die Potentialkurve Q@ von NatriumI so lange schrumpfen, bis 
diese Beriihrung erreicht ist und damit der neue Verlauf © fiir das 
in Betracht gezogene Ion festliegt. 


Es findet sich fiir 


Mgt 20) Ij’ 475500, Py, =" 2,184 eR 4 0496, 
Alt+. . . TL, = 808450, P,, = — 3,692 R? 4+ 3 R—4.0,496. 


Die Gleichungen fiir P,, lassen in unserer Darstellungsweise eine 
EHigenschaft aller Funkenspektren erkennen. Die Parabelschar, welche 
als Veranschaulichung einer Termserie dient, entspringt nicht mehr 


Bewegung des (M-) Leuchtelektrons bestimmt, waren in der Bezeichnung von 
Wentzel, Ann. d. Phys. 66, 437 die ,uneigentlichen* Niveaus 
CO) I —— a K— 1 
(L,) =M—MNM | oat 
fiir das neutrale Atom, Ahnlich 
(K*) 
(L,)* 
fiir das einfach ionisierte Atom, und 
(K)** = M3 — M3 K-1, 
(L)** = M3— M3 T-1 


fiir das zweifach ionisierte Atom. Sie sind sémtlich einstweilen unberechenbar. 
Herr W.3Pauli hat den Verfasser freundlich darauf aufmerksam gemacht, dai 
wahrscheinlich eine andere Korrektur starker ins Gewicht fallt, welche die Mit- 
wirkung der ,auSeren“ Gruppen bei der Umlagerung beriicksichtigen mite, die 
in den Rontgentermen stark zum Ausdruck kommt. Hierauf wird in einer 
folgenden Arbeit eingegangen werden. 

1) Ann. d. Phys. 68, 1, 1929. 


M2— M?K-1, 
M?—M?I-1 
i 
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wie beim Bogenspektrum einem Punkte der P-Achse mit Tangential- 
neigung 1, sondern steiler, mit Richtungsfaktor 2, 3, alloemein 
(vgl. die Figur). Im ibrigen gilt aber durchaus das friher Gesagte, 
insbesondere sind auch jetzt noch die von Q und P eingeschlossenen 
Flachenstiicke Abbilder der radialen Quantenzahlen n’, die Schnitt- 
punkte von Q mit P geben die Librationsgrenzen der Bahn usf. 
(vgl. I, § 2). 
Die oben angegebenen P,,-Parabeln werden von Q: beriihrt, 

wenn wir 4 folgende Werte beilegen: 

A = 0,832 im Falle des Mgt-Ions, 

1, = OTees- as » Alt*t-Ions 1). 


Die Probe auf die Brauchbarkeit unserer Vorstellung ist die 
Durchfiihrung der Integration 


Cc LYP—@ 
ea 7 aS dR?) (9) 


fiir alle Parabeln P, welche die Terme des untersuchten optischen 
Spektrums abbilden. Die Uberlegungen waren richtig, wenn sich 


I bedeutet Nal 
I : Mg It 
Il * ALIII 


dabei ganzzahlige Integrale n’ ergeben. In § 4 findet sich eine Auf- 
stellung der berechneten n’. Ehe jedoch die Resultate besprochen 
werden, mag noch erwahnt sein, daB zum Aufsuchen der Werte L,_ 
und 4 die Kenntnis des optischen Terms 1,56 auch dann nicht 
notig ist, wenn keinerlei direkte Messungen der Absorptionsband- 
kanten gegeben sind. Allerdings kann der Termwert von L, dann 


1) Unsere Zahlen geben die GréSenverhaltnisse der Atomriimpfe der ver- 
glichenen Gebilde wieder. Sie waren vielleicht in Beziehung zu setzen zu dem 
++ Altt+ ae 


Verhaltnis der Ionenradien von = ; bzw. von Wat 


. 2) Der Faktor kommt von der in II, 8.5 beschriebenen 


h 
(o SS 
I 2 
Mafstabsinderung der P und Q. 
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nur durch eine Kombinationsbeziehung wie (8) gefunden werden, die 
1,56 als Summanden enthalt. Man kann jedoch die beiden Term- 
werte LZ, und 1,56 als Unbekannte ansehen und als Bestimmungs- 
gleichung dasjenige Integral (9) hinzufiigen, welches sich auf den 
1,5 G-Term (den 3,-Term) bezieht. Man hat dann zwei Gleichungen, 
aus denen beide Werte eindeutig hervorgehen. 

Auf diese Weise war es dem Verf. ohne irgendwelche An- 
haltspunkte tiber das Spektrum AIUI nur unter Zuhilfe- 
nahme der Réntgenmessungen von Hjalmar gelungen, die 


Werte 
1,5 Sars = 236000, 


A eS 


zu finden. Der erstere Wert unterscheidet sich um nur 
2,8 Proz von dem wirklichen Wert 229454, der aus Paschens 
Messungen -hervorgeht. “Darin liegt die praktische Bedeutung 
dieser Arbeit; sie 148t hoffen, da8 durch abnliche Uberlegungen die 
Funkenspektren anderer Elemente mit geniigender Genanigkeit vorher- 
gesagt werden kénnen, um den Spektroskopikern Anhaltspunkte zu 
ihrer Auffindung zu geben. 

§ 4. Mit den Kurven © der Formeln (7), in welche die 4-Werte 
des § 3 einzusetzen sind, berechnen sich die Quantenintegrale n', wie 
in der hier folgenden Tabelle angegeben. In ihr sind aufgefihrt 
Termbezeichnung B (in der Bohrschen Form), Termwert 7), der 
aus unserer Rechnung hervorgehende Wert von n’ und die Anzahl p 
der Prozente, um welche der Termwert abgeindert werden miBte, 
damit n’ exakt ganzzahlig wiirde 2). 

Die Tabelle zeigt tiberall eine brauchbare, zum Teil 
eine gute Ann&herung an die Ganzzahligkeit von mn’. Die 
prozentischen Fehlbetrage der Terme, welche die kleinen 
Abweichungen der n’-Werte von ganzen Zahlen veranlassen, 
bleiben unter 8 Proz. Damit ist die innige Verwandtschaft 
der drei verglichenen Spektren rechnerisch nachgewiesen. 

Vergleicht man die n’-Werte der drei Spektren, so bemerkt man 
eine Zunahme derselben von NaTI bis AIIII bei den n,-Termen, 


1) Die genauen Termwerte aus Paschen-Gitze, Seriengesetze der Linien- 
spektren, Berlin, Springer, 1922 und fiir Al III aus der im Erscheinen begriffenen 
Arbeit von Paschen. Fiir die vorliegende Rechnung kommen die Werte nur 
mit ungefaihr 1 Prom. Genauigkeit in Betracht. ; 

*) In II wurde die Zahl p irrtiimlich nur halb so groB angegeben. Wegen 

U . 


des Termnenners noe betrigt sie zweimal das Verhialtnis = 
; n 
eff 


3 


B | 3, 4, 54 | 39 1) 45 5g 
| T | 41 444,87 15 706,47 8245,79 | 24475,57 11177,49 6 405,49 
Nal ) rer | 2,02 2,95 8,94 | 0,98 1,94 2,88 
p | +25 — 3,8 3.5 —= 159 — 3,8 — 5,8 
—— l aw ——o —_ a “ = = a = = —_ a 
| iB | 121 265,2 514594 28487,2 85504,1 406146 23 795,4 
Mg IL Mer || 1,97 2,92 3,90 1,00 1,93 2,93 
pi —3,2 — 5,5 — 5,1 ) —= 4 3 — 3,3 
T 229454 103291,4 58817,6 | 175 536 85 742 50 984 
Al III | ae | 2,02 . 2,96 3,95 | 1,09 2,03 3,00 
p|| +2,0 — 2,6 25 9) +79 + 1,8 0 


wahrend sie sich bei den m,-Termen auf derselben Hohe halten. 
Dieser Gang bestitigt deutlich die Uberlegung, die wir an den An- 
fang unserer Rechnung gestellt haben. In § 1 sagten wir, da in der 
Umgebung des Atomkerns das Mafverhiltnis 2 der Konfiguration 
nicht so stark, daf es dagegen an der Oberfliche des Rumpfes stirker 
von | abweichen werde, als es dem in der Rechnung benutzten mittleren 
A-Wert entspricht. Was wir. aber von der Verkleinerung der 
Konfiguration sagen, gilt in gleicher Weise von der Kurve ©. 
An Stelle eines!zu Qyaxr &hnlichen Verlaufs — der in der Rechnung 
benutzt ist — mu in Wirklichkeit ein starker gewellter Verlauf von 
©) vorhanden sein, etwa wie es in der Figur durch die gestrichelte 
Linie angegeben wird. Man sieht, da{ bei.Benutzung einer solchen 
Kurve die n’-Werte der n,-Parabeln kleiner geworden waren. Fiir 
die n,-Parabeln wird dieselbe Verkleinerung des Integrationsgebiets 
durch eine in der Figur geringe und deshalb nicht angedeutete, 
rechnerisch aber schwer ins Gewicht fallende Vergréferung im Gebiet 
kleiner R kompensiert. Eine solche Korrektion ergibt sich von selbst, 
wenn in der friiher beschriebenen Weise fiir jedes einzelne Spektrum 
unabhangig voneinander die Potentialkurve aufgesucht wird, und zwar 
sind es die 3,- und 4,-Terme, die — hier unberiicksichtigt — diesen 
Verlauf erzwingen. Die Aufgabe dieser Untersuchung war aber nicht 
die unabhingige Feststellung der einzelnen Potentialkurven, sondern 
die Beleuchtung ihrer weitgehenden gegenseitigen Verwandtschaft 
und Abhingigkeit. Behalt man sich eine Verbesserung der Genauig- 
keit in dem besprochenen Sinn noch vor, so darf jetzt schon gesagt 
werden, daB8 durch die Ergebnisse dieser Arbeit auch die 
Spektren Mg II und AIIII auf Zentralbewegungen der Elek- 
tronen in den betreffenden Ionen zuriickgefihrt sind. 


1) Es sind die p,-Terme angegeben. 


920 &E. Fues, Die Verwandtschaft des Bogenspektrums von Natrium usw. 


§ 5. Zusammenfassung. 1. Es wird gezeigt, daB unter 
Voraussetzung Abnlicher Elektronenkonfiguration im Na-Atom einer- 
seits, im Mg+- und Al++-Jon andererseits die Verwandtschaft der — 
Spektren dieser drei Gebilde sich quantitativ verfolgen lift. Zur’ Be- 
rechnung der Spektren Mg II und AIIII wird auBer den Daten von 
Nal nur der Wert des L,-Terms von Mg bzw. Al bendtigt. 

2. Dadurch sind die Spektren der beiden lonen ppontake auf 
Zentralbewegungen von Elektronen zuriickgefiihrt. 

3. Die geringe, aber mit zunehmender Ordnungszahl wachsende 
Abweichung der beobachteten Funkenspektren von den auf die be- 
schriebene Weise errechneten laft sich qualitativ verstehen aus der 
notwendig vorhandenen Abweichung der wahren Elektronenkonfi- 


guration von der geometrischen Ahnlichkeit, die nur eine erste An- — " 


x 


naherung an die wahren Verhiltnisse bedeutet. 
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Eine neue Erklarung des Elektromagnetismus. 
Von Ernst Reichenbiicher in Wilhelmshaven. 


(Eingegangen am 2. Dezember 1922.) 


In meinem Vortrage tiber Felderzeugung durch Masse und Ladung 
auf der Leipziger Naturforschertagung hatte ich darauf hingewiesen, 
daS wir tiber das Wesen des Elektromagnetismus sehr viel weniger 
im klaren waren als iiber das der Gravitation, da die vorhandenen 
Theorien, z. B. die von Weyl) und von Eddington2), doch noch 
manches zu wiinschen tibrig lieBen, und hatte daran den Vorschlag 
gekniipft, den antisymmetrischen Tensor des Elektromagnetismus nicht 
erst, wie es Eddington tut und wie es im Grunde auch bei Weyl 
herauskommt, in den verjiingten Kriimmungstensor, sondern schon in 
den Fundamentaltensor g,, einzufiihren. Das erschien mir einfacher 
als die Eddingtonsche Theorie, und ich glaubte, damit auch die 
Weylsche Nichtintegrabilitat der Streckeniibertragung entbehrlich zu 
machen. Diese Voraussicht hat sich bestatigt, wie im folgenden 
gezeigt werden soll. 

1. Die Asymmetrie im Fundamentaltensor. Die Einfiihrung 
eines unsymmetrischen Fundamentaltensors — ich will ihn p,», seinen 
symmetrischen Teil wie gewéhnlich g,, und seinen antisymmetrischen 
fuy nennen — erscheint ja ungewoéhnlich, aber doch einfacher als die 
des asymmetrischen Krimmungstensors Gj, bei Eddington, und ins- 
besondere sehr viel weniger fremdartig als die Nichtintegrabilitat bei 
Weyl. Die Grundformel der Metrik 

ds? = gnyda daz” 
wird durch Hinzufiigung des antisymmetrischen Tensors fu» 20 Quy 
iiberhaupt nicht beeinfluBt, da f,,da”dx” als skalares Produkt einés 
antisymmetrischen mit einem symmetrischen Tensor verschwindet. 
Trotzdem ist diese Hinzufiigung nicht ohne jede Bedeutung; das 
zeigt sich zunichst bei der Berechnung des Volumtensors vom vierten 
Range, der gleich der Wurzel aus der Determinante des Fundamental- 
tensors ist. Diese Determinante habe ich abweichend von anderen 


1) H. Weyl, Eine neue Erweiterung der Relativitatstheorie. Ann. d. Phys. 
59, 101, 1919. Vegl. auch ,Raum, Zeit, Materie“ (4. Aufi., 1921). 

2) A. S, Eddington, A Generalisation of Weyls Theory usw. Proc. Roy. 
Soc. 99, 104, 1921. 
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Verfassern im vierdimensionalen Falle in meinen Arbeiten stets mit 
G bezeichnet, da ich mir den Buchstaben g fiir die dreidimensionalen 
Untermannigfaltigkeiten vorbehalten wollte. Hier mu ich sie dann 
folgerichtig mit P bezeichnen und zeigen, wie sie mit G zusammen- 
hangt, wenn ~uy = guy + fury ist, was hier in abgekirzter Form folgt. 

Am einfachsten erhalt man die vierreihige Determinante als 
Summe der Produkte der zweireihigen Unterdeterminanten, z. B. der 
ersten und zweiten Zeile mit denen der dritten und vierten. Wegen 
der Symmetrieverhiltnisse heben sich simtliche Teilprodukte dieser 
ausgerechneten Summe, in denen die Faktoren f in ungerader Anzahl 
vorkommen, auf; die Summe derjenigen Produkte, die nur die g ent- 
halten, ist die Determinante G; die Glieder, die nur f enthalten, 
ergeben zusammen die Determinante F, die bekanntlich das Quadrat 
des Jacobischen Ausdruckes /5; fo3 + foofsi1 + fosfio ist. Es bleiben 
nun noch die Glieder iibrig, die aus je zwei g und f bestehen. Ihre 
Summe ist 


S = (9o0 911 — 901) £23 + (922933 — 92s) fo1 
+ (900 fie + 9o1 f20 +902 01) (983 fiz + 931 f23 + 932 fs1) 
+ (Yoofis + 901 fs0 + 903 fo1) (G22 fis + 921 fs2 + 923 fo1) 
+ (910 fie +911 foo + 912 fo1) (930 fs2 + 932 fo3 + 933 f20) 
+ (910 f13 + 911 f30 + 913/01) (9o0 fos + 922 f30 +923 foo) 
— (909 fis + 918 fo2 — 903 fi2 — 919 fos)” 
+ 2 (902913 — 903 919) (foo fis — fos fia): 
S besteht aus quadratischen Gliedern, von denen die beiden 


ersten je ein Muster darstellen, und aus doppelten Produkten, wie sie 
das letzte Glied zeigt; es ist also 


S = ¥ (920 9ss — 933) fo1— 22 (902913 — 903919) foots: 


In samtlichen Gliedern treten die g zu zweireihigen Unterdeter- 
minanten zusammen, die bekanntlich auch durch die Adjungierten der 
kontravarianten Tensorkomponenten ersetzt werden kénnen, die nur 
mit G zu multiplizieren sind. So ist 


922.9s3 — 92s = G (g°° git — go"); 
902 918 — Jos fiz = — G (9°? g1® — g°8g12) usw. 
Bezeichnet man nun wie gewdhnlich g@ g¥4 tae mit f#”, so 
erhalt man 
S = G (for £92 + fool + fos fo? + fas f2? + fei f82t+ fo f?). 


Der Klammerausdruck ist der eine der beiden zum Sechservektor 
f gehorigen Skalare, den ich mit 4f? bezeichne; f? ist ¥ tus f=) der 
F uy 


ae © 
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Faktor | mu8 in S hinzugefiigt werden, da f? z B. neben fo, f° 
auch noch das diesem gleiche Glied f,, f1° enthilt. 

Auch die Determinante F = (for fos + foo fer + fos fia)? 1aBt 
sich ebenso wie S und G als das Quadrat eines kovarianten Tensors 
vierten Ranges darstellen und auf G zuriickfiithren. Da VG also ein 


— kovarianter — Tensor vierten Ranges und deshalb “Ly das sich 


VG 


aus den g“” ebenso zusammensetzt wie /G aus den Juv, ein eben- 


solcher, aber kontravarianter ist, ergibt sich die Tatsache, da8 % 

7 
wieder ein Tensor, und zwar ein kontravarianter zweiten Ranges ist, 
der durch Verjiingung entsteht; seine Komponenten haben die beiden 
Zeiger, die den entsprechenden von f,, fehlen. Der Tensor ist daher 
der zu fy, duale, aber kontravariant. Aus ihm entsteht dann der 
kovariante duale durch Herabziehen der Indizes, also durch Multi- 
plikation mit den zweireihigen Unterdeterminanten von G und Addition 
der Teilprodukte. Es ist also 


fo. =a VG. 723% usW., fas = Gau9er f"”* a. 
So ergibt sich 
V F = foi fos + foafsi + fos fiz = VG one foo f* I fos f*?*) 
SEG Saar a Ce ie) 
Mit (ff*) habe ich das skalare Produkt von f,, mit seinem 
dualen Vektor f“”* bezeichnet: 


SP em 
pay wy 


Der Faktor + erklirt sich ahnlich wie oben 5 in S. Insgesamt 


ergibt sich endlich 
PSG+StF=GlL43P+ 40) 
VP = Ve.VissPt airy 

Aber nicht nur die Fundamentaldeterminante andert in der eben 
gezeigten Art ihren Wert, wenn man die g,, durch die puy = guy 
+ fu» ersetzt, sondern auch die Komponenten des kontravarianten 
Fundamentaltensors, und zwar nicht etwa in g””-+ f"”. Dabei muh 
gleich etwas iiber deren Bezeichnung festgelegt werden. Auf den 
ersten Blick erscheint es am natiirlichsten, sie mit p”“” zu bezeichnen; 
es stellt sich aber fiir den praktischen Gebrauch als zweckmiabiger 
heraus, diese Bezeichnung, wie gewodhnlich beim Heraufziehen der 


1) Vgl. meine Arbeiten: »Uber die Nichtintegrabilitit“ und Die Feld- 
gleichungen“. Ann. d. Phys. 63, 93 u. 115, 1921, 
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Zeiger, fiir g"*g"’ pags = gt” + f"” vorzubehalten?). Mit diesem 
stimmt aber der kontravariante Fundamentaltensor, wie gesagt, nicht 
iiberein, der daher g”” heiBen mége. Seine Komponenten werden z. B. 


l J1—for Kathe Ii3+ hs 
gi = fae oe 9o2—foo 92 923 + fas |5 
90s —fos 9os—fes 9s | 


Pq?) == G9°4 4°74 (929933 — 923) + far (923 Jos — 902933) 
+ f31(Yo2 923 — Jos 922) + fos (9o2913 — 903 912) 
+ fo (913922 — 912923) + fo2 (Gis Jas — 9129s) 
— Gori fds + Goafisles — Goshiafes + Si2fosfes — 918 foales 
— GJosfostis + 9asfos fie + Jasfoohs — Issforhie 
+ (for fos + fools: + fos fia) fas- 


1 
Durch Einfiihrung des dualen Sechservektors f°1* = ia fog usw. 


kann man den Ausdruck sehr vereinfachen. Die Glieder, die nur 
einen Faktor f enthalten, ergeben zusammen. YG fs3 = Gfl, die mit 
zwei derartigen Faktoren aber die Summe Gg,, f°“* f1”*, die mit 


drei Faktoren f endlich wegen fo; fos+foofs1+ foshe = 17 G(F*) 
den Wert + G (ff*) f°1*. So erhalt man insgesamt 


Pq? = G [9 = f°1 + guy f°"* five + + (fF) f°1*},- 
und wegen Pe Gil Pee =i)? 
[LEE + Hh (FT 0% = 9 £94 guy fH FYFE (A) LO 
und allgemein 


gee = ge Sot Gun Pe ae ee 
GK Spe jibe 8 
Der Tensor g,, f*"* f°”* ist natirlich symmetrisch; es ist aber 
zweckmaig, ihn durch einen anderen, namlich g,,f*f®”, auszu- 


driicken. Sei also gyy f¢"* fP"* + gy, f7" fF" = a%8, so erhalt man 
durch Multiplikation mit g3, und Addition iiber alle fp: 


foe tout f% fy = af. 


1) Es ware nicht gut, von diesem Brauch zugunsten von etwa A“ = p“” Ay 
abzuweichen, da es dann zu jedem kovarianten Vektor zwei zugehorige kontra- 
variante gibe und umgekehrt, da auch p”“ A, ein Vektor ist, der mit A” 
bezeichnet werden kénnte. Beide A“ wiirden aber nicht gleich sein, sondern 
sich um 2h"” A, unterscheiden. Ahnliches giilte bei gegebenem B” von dem 
daraus abgeleiteten B,, die sich um 2/,,,,B” unterscheiden wiirden. Doch sieht. 
man, da$ in unserer Theorie die Produkte h””A, und fuy B” eine besondere 
Bedeutung haben. 
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Die linke Seite erweist sich aber bei der praktischen Auswertung als 
9% + f?2). Folglich stimmt der Tensor a mit 9-5 f? tiberein; also ist 
Inv F7H* FPM* — 142, gah — Juv f% fe”. Daher erhalt man 


gee OEE) — gun ft FY PY EE PO 
1+oP +76 (if)? Be cer sien Wi) 

Der erste Bruch stellt den symmetrischen, der zweite den anti- 
symmetrischen Bestandteil von g?? dar. Jener mége mit e%?, dieser 
mit A** bezeichnet werden. Beide werden wie die aus ibnen ent- 
springenden kovarianten Tensoren eas und hag fiir spiter wichtig 
werden. 


2. Inwieweit ist ein asymmetrischer Fundamentaltensor 
mit den einfachsten Anforderungen an eine Geometrie ver- 
einbar? Ich wende mich jetzt der Frage zu, ob die Einfiihrung 
eines unsymmetrischen Fundamentaltensors gestattet ist, wenn man 
nicht mit den elementarsten Anforderungen, die an eine Geometrie 
gestellt werden kénnen, in Widerspruch geraten will. Unter diesen 
Anforderungen will ich verstehen, da8 innerhalb der Mannigfaltigkeit, 
die durch den Fundamentaltensor gegeben ist, die Parallelverschiebung 
eines Vektors, wie sie von Levi-Civita eingefiihrt und insbesondere 
von Weyl und Eddington ihren Theorien zugrunde gelegt ist, in 
eindeutiger Weise méglich ist; denn durch diese Parallelverschiebung 
ist der Zusammenhang zwischen den einzelnen Teilen der Mannig- 
faltigkeit gegeben, und es hat keinen Sinn, diesen Zusammenhang 
als mehrdeutig vorauszusetzen. Die Parallelverschiebung wird nun 
aber nach den genannten Verfassern?) durch die Gleichung definiert 

0 At 
0 x” 
wo A“ der zu verschiebende (kontravariante) Vektor und Ij die 
beriihmten Koeffizienten der Parallelverschiebung sind, die fiir die 
Riemannsche Geometrie mit den Christoffelschen Dreiindizes- 
symbolen “Sa zusammenfallen und von Weyl und Eddington ver- 


eT eA 0, 


le 
allgemeinert worden sind. Diese Koeffizienten sind selbstverstandlich 
AM ; 
keine Tensoren, da auch as des tensoriellen Charakters entbehrt; 
x ; 


1) Nach dem Vorgange Eddingtons (a. a. 0.) gebrauche ich die folge- 
richtigere Bezeichnung Iy statt des sonst tiblichen 5y fiir die Komponenten der 


Hinheitsmatrix. . : 
2) A. a. O.. Ich schlieBSe mich insbesondere an Eddington an und gebe 


dessen Gedanken ausfiihrlicher wieder, da die auslindische Literatur jetzt schwer 


zuganglich ist. 
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wohl aber ist die ganze linke Seite der obigen Gleichung ein Tensor, 
der der kovarianten Differentiation eines kontravarianten Vektors. 
Die Eindeutigkeit der Parallelverschiebung, d. h. die Tatsache, 
daB diese Verschiebung vom Wege unabhingig ist, fiihrt zur Forde- 
rung, daS die Koeffizienten IY" in ihren unteren Zeigern v und & 
symmetrisch sind, wie an den Schenkeln eines Winkels ’PP, gezeigt 
wird, die bei der Parallelverschiebung zu einer und derselben vierten 
Ecke Pj des Parallelogramms fiihren miissen, einerlei ob P’P lings 
PP, oder P,P lings PP’ parallel verschoben wird. Diese Symmetrie 
der Koeffizienten I%", in den unteren Zeigern ist eine grundsitzliche 
Forderung, die an eine sinnvolle Geometrie zu stellen ist, und sie 
besteht, wie Eddington gezeigt hat, unabhiingig von und vor jeder 
Kinfiihrung eines MaStensors g,,. Dieser mu sich vielmehr jener 
Forderung anbequemen, oder er ist als unbrauchbar zu verwerfen 
Ist nun die MaSvorschrift ds* = g,,dx“da” gegeben, so ist das 
Quadrat der Linge einer kleinen Strecke ? = g,,A“A”, wo A“ an 
Stelle von dx” getreten ist, was eigentlich nur ein Ersatz durch 
Gleichartiges ist; denn auch das Differential da ist ein kontravarianter 
Vektor und sollte besser stets mit oberem Zeiger geschrieben werden '), 
Eddington untersucht nun die Anderung dieses Lingenquadrats 


O9uy 0AM 0A” 
oe = AMA’ + Quy 5, eee Inv Ae — =) awe 


De ae vad") da 


indem er nach der Definitionsgleichung der Parallelverschiebung 
0 AY 
On? 
die Summationszeichen vertauschen, und zwar % und « im zweiten, 
# und v im dritten Gliede. Danach wird 


dB = d(guy A“ A”) = 


durch — I“, A® ersetzt. Im letzten Ausdruck kann man nun 


al? — (See — Gav Tsu — Iua I) At A” dx?. 

Eddington schlie8t nun aus der skalaren Natur der linken Seite, 
daBi der Inhalt der Klammer ein kovarianter Tensor 3. Ranges 2 Kyyo 
ist und kommt weiter zu dhnlichen, aber noch allgemeineren Ergeb- 
nissen wie Weyl. Hierin méchte ich nun den beiden Verfassern 
nicht folgen, sondern bei gleichmiéBiger Eichung an der Unverander- 
lichkeit von 1? festhalten, so daB dann also 2 Kyuyo verschwinden muB 
wie in der Riemannschen Geometric. Aber das gilt nur bei der 


1) Noch besser (da); denn ein Vektor x” ist ohne Sinn. 


PEE met Poe ay Me 8. 
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sogenannten ,,natiirlichen“ Kichung, bei der die Juv Aerart festgelegt 
sind; bei Umeichung multiplizieren sie sich mit einem Eichskalar a. 
Davon soll also zunichst abgesehen werden; es sei also fiirs erste 
wie bei Riemann 
O9u» 


Cx? 7 ee eee Cf i fee = 0, 


wobei aber immer noch die Méglichkeit offen gehalten werden soll, 


eine andere Eichung einzufiihren und demgemiS die rechte Seite 
gleich dane zu setzen. Nehme ich sie aber wie oben gleich 0 an, 
so bedeutet das, daf der Kichskalar a mit in die g,, aufgenommen ist. 

Nun kommt aber meine Abweichung von dem gewéhnlichen An- 
satz, indem ich die g,, durch die py, ersetze oder zu den g,, noch 
die f,, hinzufiige. Dann ist 2K,, 5 nicht mehr gleich 2K,,,, und 
es fragt sich, was das fiir einen EinfluB auf die Ergebnisse hat. Zu- 
nachst ist dabei zu beachten, daB aus dem Verschwinden yon d/? 
dann keineswegs mehr das von 2K, allein folgt, sondern wegen der 
Gleichheit der Produkte A” A” und A” A” nur das von 2 Kyyo+2 Kyyo; 
weshalb dann offenbar aus den Gleichungen die antisymmetrischen 
Teile wegfallen, so daB die Ty’, genau dieselbe Bedeutung behalten 
wie in der Riemannschen Geometrie, d. h. gleich {“?} werden. 
Soweit ergibt sich also keine Abweichung von der tiblichen Geometric; 
nun kann man aber fiir 72 insbesondere das Linienelementquadrat ds? 
setzen, wodurch die Vektoren A” und A” zu da“ und dz’, d. h. gleich- 
artig mit dz® werden. Halt man fiir diesen besonderen Fall daran 
fest, daB das durch die drei Differentiale da“da”dz* gebildete Volu- 
men zwar seinen Wert bei zyklischer Vertauschung behalt, also gleich 
dx’ dada" — dx’ dxz"dz” ist, bei anderem Schraubensinn aber sein 
Vorzeichen wechselt, also zu —da’da% dz” usw. wird, so tritt zu den 


_ drei bekannten Gleichungen: 


Kuve + Kyue = 0; Kyou re Kovu == 0; Koyy + Kucy seni) 
noch die vierte hinzu: 


ese at Kyou = Kony pr Koyo cal Kovy Fy Kuov 5a 0, d. h. 


e a) 
Pe — pay Fou — Pus lo» Ea Bap Tey — Pra lon 

0 
=a ae — pac Ti'y — Pyalus ¢ =) + on — Pay Tite — Poa Tuy 
0 ja 
= pee — Pau Tye — Poa 1h, + fe: MS 3 Tru Pua ed 
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Da sich die I” enthaltenden Glieder (vgl. z. B. die unterstrichenen) 
wegen der Symmetrie dieser Gréfen in den unteren Zeigern weg- 
heben, reduziert sich die Gleichung auf: 

O(Puv— Pru) , 2(Pye— Po») 4 © (Pou —Pus) _ 9 
0 x? 0a Ox” ; 
d. h. nach Division durch 2 
Btu»  Ofro , Ofow 
Oni men Ox 6 x” 

Es ergibt sich also unter den gemachten Voraussetzungen fiir 

fur die Gleichung 


=e 


Day: of* <Sa0% 
d. h. f ist die Rotation eines Vierervektors g. Dieser ist natiirlich 
dadurch nicht eindeutig gegeben, sondern kann um den Gradienten 
eines beliebigen Skalars vermehrt. werden. 

Da der Ausdruck fiir I’, sich aus den gu, genau so wie in der 
Riemannschen Geometrie zusammensetzt, d. h. als ob die fu, ver- 
schwanden, behalt auch der Kriimmungstensor, sowohl der gemischte 
vom 4. Range, den ich mit Ku, .°% bezeichne, wie der aus ihm durch 
Verjiingung entstehende vom 2. Range, K.,, seinen Wert wie bei 
Riemann. Verjiingt man nochmals, was durch Multiplikation mit 
g*” (nicht g“”) und Addition iiber simtliche Wertepaare von uw und v 
geschehen muff, so erhalt man den Riemannschen Kriimmungs- 
skalar §. Man hat entsprechend unserer friiheren Festsetzung bei 
dem Verfahren der Verjiingung die symmetrischen Fundamental- 
komponenten gag oder g”® zu benutzen, da die Benutzung der un- ~ 
symmetrischen paz oder g”* zu Mehrdeutigkeiten fiihren wiirde. (Vel. 
S. 224, Anm.) 


3. Die Eichung. Die soeben im vorigen Abschnitt abgeleitete 
Divergenzgleichung legt es nahe, den antisymmetrischen Teil des 
Fundamentaltensors gleich dem Sechservektor des Elektromagnetismus 
zu setzen. Wenn man dies tut, kann man ihn natiirlich nicht in die 
Beziehung zur Kichung bringen, wie es Weyl macht. Trotzdem ist 
ist es nicht wertlos, auch die Eichung zu beriicksichtigen; denn es 
ist offenbar, da8 alle unsere Messungen von dieser abhangen, also 
nur relativ zu ihr irgend einen Wert haben. Eine Strecke mit der 
MaBzahl 1 = Yg,,.A“ A” wird also im allgemeinen bei der Verpflanzung ~ 
an einen anderen Ort ihre MaSzahl andern; aber diese Anderung ist 
nur vom augenblicklichen Orte, an dem die Messung vorgenommen 
wird,.und nicht wie bei Weyl auch von dem Wege, auf dem dieser 
vom Ausgangspunkt erreicht wird, abhingig. Eine Nichtintegrabilitat 


eye 


a ete 
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der Streckeniibertragung besteht also in dieser Theorie nicht mehr 
und ist auch nicht mehr nétig zur Erklarung des Elektromagnetismus, 
da dieser nicht mehr mit der Eichung, sondern mit dem MafBtensor 
verkniipft wird. 

Der Ubergang von der natiirlichen Kichung, bei der die Strecken 
bei der Verpflanzung ihre Mafzahl iiberhaupt nicht andern, zu irgend 
einer anderen wird dadurch vollzogen, daB das Eichma8 © in ©. Vou 
tibergeht, wodurch die Mafzahl 1 der Strecke natiirlich zu You.1 wird. 
Ks ist zweckmaSig, diese Anderung an die Umformung von gy, in 
Juv = %.guy Zu binden; damit bekommt der Eichskalar « denselben 
Wert wie bei Weyl. Die Komponente g,, erhalt damit das ,,Kich- 
gewicht“ + 1 und mit ihr fuy, Puy, Quy, Cuv und hyy, wabrend ihre 
kontravarianten Gegenstiicke g“” usw. in g"” — 1/a-g"” usw. iiber- 
gehen, d. h. das Gewicht —1 haben. Die Fundamentaldeterminanten 
G und P haben das Gewicht + 4 wie bei Weyl. 

Dagegen besteht gegen die Weylsche Theorie, wie schon oben 
gesagt, die Abweichung, da8 /,, nicht mebr eichinvariant ist, sondern 
zm fuy = %.fu, Wird. Das bedeutet, daB8 bei nicht natiirlicher 
EKichung der Tensor fi, nicht mehr einfach als Rotation eines Vierer- 
potentials m aufgefaBt werden kann, sondern als deren Produkt mit 
dem Eichskalar « Fir fi, lautet daher die Divergenzgleichung 
Div (a—1 f*) = 0 oder auch 

(0 Fan) 4 2(~ foe), C0 few) _ gy 

0x° Oat Ox” 

Dagegen tritt Eichinvarianz fiir die zam Vektor f,, gehérigen 
Skalare f? und (ff*) ein, die aus ebenso vielen kontravarianten wie 
kovarianten Fundamentalkomponenten sich zusammensetzen. Deshalb 
sind auch die bei Wey] eichinvarianten und von ihm als Tensordichten 
bezeichneten kovarianten Tensoren vierten Ranges f? /G@ usw. bei mir 
nicht mehr invariant, sondern haben wegen des Faktors /@ das Ge- 


-wicht +2. Wohl zu beachten ist aber, daB im allgemeinen in den 


Ausdruck dieser Skalare durch die Fundamentalkomponenten g*” und 
die Rotationen der Potentiale m auch der Eichskalar eingeht, so wird 
Be er gre gee (Ferre) oe on) = MR ee, 
wenn f? und (jf*) die Werte dieser Skalare bei natiirlicher Kichung 
bezeichnen. Diese Werte lassen sich in iiblicher Weise durch die g 
und die » ausdriicken und haben wie bei Weyl das Gewicht —2. 


1) eens geht hervor, daB man, wenn man auch urspringlich eine be- 
liebige Hichung benutzt hat, am Schlu$ doch immer wieder zur natiirlichen 


zuriickkehren wird. 
: 16* 


230 Ernst Reichenbiacher, 


Wichtig ist, daB sich der Riemannsche Kriimmungstensor — 
ich beschrinke mich in herkémmlicher Weise auf den zweiten Ranges 
— und ebenso der zugehérige Skalar nicht einfach verhalten, gehen 
doch K,, in 


£4 n—2[ Olga fur) vee 
fouy 5 aap len Om” |x Oat 
n—2 [olga olga 3, Olga S| 
+3 3 Juv Div Grad lg a — A : =| Oat Ox” — Gur F Ox8 ~? 
und daher g“” K,, = & in 
icles (n — 1) (n—2) Olga élga 
RK’ = a-2[K + (n—1) Div Grad lg « + aa g?? 5 of nae 


itiber, wobei m die Zahl der Ausdehnungen, also fiir uns 4, ist. Diesem 
Mangel begegnet Weyl durch abweichende Festsetzung der Iyj,, die 


an Stelle der Christoffelsymbole fy treten, und so ergibt sich, da @ 


in g’ = oy — Grad lg«@ iibergeht, an Stelle von K,, der eichinvariante 
Ausdruck 


as n(OPn OCYy n—2[0Qu OPy _» uv | 
— For = Kur +5 (Gar eae) + cia\ Oa” * Oat “bee 


, n—2 
+ 3 9uv Div p — org [Pu Pr — Juv 9?” Pe Py], 
zu dem der Skalar gehdért: 


—1)(n—2 
—F = K+ (n— 1) Dive 4 PoC De v5 


In der Tat werden bei Umeichung — Fav = —Fyuy und — FF 
= —a«-1%. Der Skalar — § hat also das Gewicht —1. 


Nun sind in unserer Theorie die Potentiale g an ganz anderer 
Stelle als bei Wey! eingefiihrt; es entfallt daher die Notwendigkeit, 
die Komponenten Ij, der Parallelverschiebung so, wie es Weyl tut, 
festzusetzen und daher die — Fy,» an Stelle der K,, treten zu lassen. 
Trotzdem ist natiirlich dieser Ersatz zulissig, wenn auch keineswegs 
notwendig; es muS blo durch besondere Definition festgelegt werden, 
daB bei Anderung der Kichung zu gy’ = » —Gradlga wird, was 
bei Weyl aus seiner Definition der Potentiale folgt. In unserer 
Theorie ist diese Festlegung natiirlich auch méglich, da die Poten- 
tiale @ ja ausdriicklich noch die Vermehrung um den Gradienten 


eines beliebigen Skalars gute seer Es mége also durch die Eich- 
vorsebrift 


ie jue Giadind 
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dafiir gesorgt werden, daB die Weylschen Gré8en —F,, und —¥ 
an Stelle der K,, und & treten kénnen, deren Umeichung auf ein- 
fache Weise nicht mdglich ist!). 

4. Die Weltfanktion. Die Tatsache, daB in unserer Theorie 
der Volumtensor ¥@ durch YP = VG. yl + 372+ 54 (ff*)? ersetzt wird, 
wird wichtig fiir die Integralinvariante 
J = |[[[ WP dx dar dardas 

—_ {iy W YG Yl +2 f+ | (ff)? dx? dxt dz? da’, 
durch deren Variation die Feldgleichungen der Elektrizitat und der 
Gravitation gefunden werden. Bei der Wahl der Funktion % muB8 
die Weylsche Forderung beachtet werden, daB der Integrand @ YG 
-yVil+ pie as ir) eichinvariant wird; das Gewicht von Y%& muB8 also 
— 2 sein, da YG das Gewicht + 2 hat und die elektromagnetischen 


Skalare bei uns eichinvariant sind. In einfacher Weise ist diese 
Wabl nur in der Gestalt 


B= F 

méglich, wenn man nicht etwa einen neuen Skalar als Gravitations- 
potential definiert, wie ich das in meinen Arbeiten getan habe. Fiir 
die Einsteinsche Theorie des tensoriellen Potentials ist das nicht 
angangig; in dieser wiirde also in Verbindung mit der in vorliegender 
Arbeit gegebenen Erklarung des Elektromagnetismus nur YW — §? in 
Betracht kommen. Da jim folgenden nur die Einsteinsche Gravi- 
tationstheorie beriicksichtigt werden soll, werde ich von der Ein- 
fiihrung des skalaren Potentials hier absehen, ohne dem Tensorpotential 
einen grundsdtzlichen Vorzug einraumen zu wollen. Ich behalte mir 
vielmehr vor, in einer spateren Arbeit auf das skalare Gravitations- 
potential zuriickzukommen. ; 

Setzt man nun ®2 fiir W ein, so erhilt man als Integralinvariante 


7 = |f{faeVEP SPE ah OP? VG dav ant det das, 
deren Variation nach den g2° und ihren Ableitungen (bis zur zweiten 
Ordnung) und nach den g, und deren Ableitungen (bis zur ersten 
Ordnung) die Feldgleichungen liefern wird. Es ist nun aber wohl zu 
beachten, daB, wie im vorigen Abschnitt ausgefiihrt, in die Ausdriicke 
fiir die elektromagnetischen Skalare auch der Eichskalar « eingeht, 


wenn man sie durch die g?° und die g, wiedergeben will. Dieser 
Kichskalar mu8 nun, da er ebenfalls mit dem Orte verinderlich sein 


1) Es ware auch méglich, bei der Definition von —Fuyv und —§% die Poten- 
tiale y durch Grad lg § zu ersetzen, da auch Grad lg §’ = Grad lg & — Grad Ig «; 
aber diese Definition fiihrt nicht zu einfachen Gleichungen. 
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wird, auf andere Skalare in der Weise zuriickgefiihrt werden, daS 
die Eichinvarianz keinen Schaden erleidet; das geschieht z. B. dadurch, 
daB man «% = ¥:% setzt, wo % jetzt den Wert bei natiirlicher, § bei 
beliebiger Eichung kennzeichnet!). Danach wird 


P= FP 8 (PY) = PY 


und 


T= Vf) Viet Beef + a 54 (9)? VE dao daa dae dos. 

Selbstverstindlich kénnte man @ auch durch das Verhaltnis irgend- 
welcher anderen Skalare ausdriicken; es bietet sich aber wohl kein 
anderer als % dar, der einfacher gebaut ware. 

Uber diesen neuen Skalar —% der Kriimmung bei natiirlicher 
Hichung mu nun irgendwie verfiigt werden; am einfachsten ist es, 
ibn nach dem Vorgange von Weyl als konstant anzusehen, da er 
gewissermafen einen natiirlichen MaSstab abgibt, nach dem die anderen 
GréBen geeicht werden kénnen. Auch bei Wey1?) tritt eine solche 
Konstante « auf, die durchaus meinem — § entspricht; die zweite 
Konstante 6 ist nur deshalb nétig, weil die Weylsche Weltfunktion 
keineswegs das Quadrat von %§ enthalt, sondern 


wa pit Slot yg, an (e+ FH A: 


in meiner Bezeichnungsweise ist. Das tritt bei Weyl nicht so deutlich 
hervor, weil er keinen scharfen Unterschied zwischen § und § macht. 
An Stelle des Weylschen # treten bei mir die bestimmten, durch 
den Wert von YP vorgeschriebenen Faktoren ; und =; aber der 
Hauptunterschied meines Ansatzes gegen den Weylschen ist der, daB 
er eichinvariant ist, wahrend Weyl durch seine Wahl fiir die Welt- 
funktion deren Kichinvarianz aufgibt. Dadurch erlangt er allerdings 
den Vorteil, daB seine Feldgleichungen héchstens von der zweiten 
Ordnung werden, was dadurch zustande kommt, daf das verinderliche 
_& bei ihm nur in der ersten Potenz auftritt; die eigentiimliche Weise 
aber, in der bei ihm § und & sich abwechseln, ist dadurch notig ge- 
worden, weil er den Anschlu8 an die Einsteinschen Gleichungen 
mit ihrem sogenannten Materietensor gewinnen will. 

Da ich keine lineare Funktion von § habe, bleibt nichts anderes 
ibrig, als die Abhangigkeit des Integranden von den g®° und ihren 


1) Die Bezeichnung mit dem Querstrich ist eigentlich insofern nicht ganz 
folgerichtig, als 2 und (1*) durch die Hichung in «c—2f® und «—2 (ff*) ver- 
wandelt werden, wihrend j den besonderen natiirlichen Wert von darstellt 
und als solcher eichinvariant ist. 

2) Annalenarbeit S. 121 f. 


ous 


_Skalar & in seiner Abhingigkeit von den g?¢ cis os Ableitungen. 


aay io ve oie 
y 822 Div Gradlg V6 — =p tg 921 YG OP g" ae ate } g" 
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ersten und zweiten Ableitungen, wie von den gy und ihren ersten Ab- 
leitungen festzustellen, wie sie fiir die Feldgleichungen der Gravitation 


0 Vi +1 eR P ELEN Ve 
ge? 
a Z Bane PPE + LHP? VE 
age? 
0 = 
Ox® 
8 OVE RET GPE VG _ 
Oa” 0x4 02 gor < 
Oa” cx 


tid’ dic oder Elektrizitat 


Ve +e SEP + SHY VG 


OP, 
_ 0 0VHe+s RRP + AHP VE = 0 
. Oa*) 5 | 
nétig sind. Die gréBten Schwierigkeiten bereitet hierbei bekanntlich der i 


Da ist die Formel 


jah Om Omar Oa" 


a Tem von 1 Nutzen, aie ich in meiner Arbeit iiber tices ae Gravi- 
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Aus der Determinanteneigenschaft von a= \g"”| folgen nun die 
Formeln : 
ORL g 4) 
Fee .G — $e) Gah py0a — — eee) @ Seas | 
1 aa — 
. 0 G ee. o r) Joo | O GS re 6, «Joc. a 
092° Age a Ox" G? aie: Bpt — (2 Ge) Iu? @ 
Gu | . 
ES! . 
ot” poe 8 ge? Ox" Ox” Je) ban Oa” G” 
| oot Yi . : 
eee Ey (eee oop tt): 
ge” Ou" Oa” Jo oh gos fee G ' Ioan G )? : 


, 012? Dako 8 : 
ba" bak on «nn 


“a und aus der von eee dreieibize Unterdeterminante von a ear 


3 o Juv __ 5) 20uy Gon — Iu 09re— 
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are N 9 ae 


OR = 6 09oc ee * 0906 ivy olg G 
5 O98 = (2 Io) | — tee — gue O9ee. 3 Joo Oa” 
Ox” 1/,0leG x Oleg G 05) 
+ 5 (sega + 98 GE) + (8), 
Oo x A KA 
pages = A — 9) [922 + $800 gua g, |, 
Ox” Oat 
Nun war — § (fiir n = 4) = R 4 3Divg + 29” On D> = ‘ 
VG ou" 7 Te Ses 2 Oat 
7) Oy 
3 = ae gee +F9"” Pu Py 
a ist 
Ole 0) o[@lgG 1 digGelgG 1 0 ny 
- Oge* > ir HE 0@° “4 ~028 02° Wael 2? 
0906 ae eo 3 olgG ele G 
aye) + 4 “ i Po Hae + Po Bae 
3 () 0 Soe? | 
er eee ee a 3 Pe Pe) e 
. o(—8) __ 6 O9oo 9 if ote » 299oc votes KY ry olgG Aes 
age? momar Oar FP 908 ap -: 
or leG , ,0leG@ 3 
SES ae g Olea 
moe a Bt av + i Ie O22 + {ee} — yo Petes 


2 Gc 4 Ic 50) |> 
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Nun sind fiir die Gravitationsfeldgleichungen die Ausdriicke 
03 eo 038 = 03 
Oge%’ = Oa. Ogee und 3a" Oa 6299? 
on" Oa" 0x" 


zu addieren mit 


3=Vetiper tarde va. 


Danach ist 
2343 = @[—(49°+ PEMa(— Be RIP +E OP) a] 
=a Lot ae Peet 16 i! (iF )?] dG. Ly ; t 


Betrachtet man noch, daf 


3 a _* 
BR 2 pag(08 282) (28_ 900) — pa gt, 
also = 

of? 
Re (2 — 9°) (9°? fo» fop me 9" fuofas) = aa i ms 29" fro fas 
(= 9%) a= wala i : ° 
und 


of) 2 2 


aed A (for in + fost + fos fis) - 


= iz Q—9): he. 


0929 = 5 gee lye (for fos = feat ie fu)| : ; : ‘ A 
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vu 


worin ¢ zur Abkiirzung fiir 
oe (eae 
BY 1 ee ee (iF*)® 


gesetzt ist. 


Zur Herleitung der elektromagnetischen Feldgleichungen bediene 
ich mich der Formeln 


Oe. veda ae, ag 
Ode alk & Oat —3qg' Quy MODs 2 a 3 gt we 
Fs es Out 
oy Fes Bw OG) ys 
th fey — _ 4 US pu to 4 ga elie the Shee 
ee = EERO Dy oe ee pe. 
(or Bak 


Danach wird 
é < (Vets PRP + ao (FP VG) 
ACS ieee tid oe ee ne 50 94 
Ve RPL eG Ve Oe oO 


oy, Vit EB oP + GPT) 
pan 
Ou" 


Gg adeeb 
= = uae === (4 H+ SF f) (— 3 g*”) 
2Ve HIP SPL fe 
+ 35952 (— 47) + G9) (— 47) 
Daraus erhalt man dann die Feldgleichungen, indem man wieder 
Wie tI) eee 
2Vi+4 LP +34 (f*)? 


einfiihrt, die iiberstrichenen Gréfen soweit als méglich beseitigt und 


2 —= Ig 


auf beiden Seiten das Glied e*.3 ea streicht: 


rr) 
OU Pe so ue nee 
Ve 1 1 ee! dae Pu? 

1a be VI+5P + a5 (f*)? 2 
In diesen Gleichungen bleibt links der Faktor  stehen und ver- 
schwindet nicht wie in denen der Gravitation; das wiirde zur Folge 
haben, daB man ein konstantes § nicht gleich O setzen darf, ohne 
die elektromagnetischen GréSen zum Verschwinden zu bringen; denn 


t= = 0 wiirde g. = ae af also fu,» == 0 zur Folge haben. Das Dasein 


der elektromagnetischen Erscheinungen zwingt uns also zur Annahme 
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einer von 0 verschiedenen Weltkriimmung, wenn wir nicht anders ein 
verianderliches s annehmen wollen; aber dann ist es recht schwierig 
zu sagen, wie diese Veranderlichkeit beschaffen sein soll, da wir ja 
% von g2% und g, und deren Ableitungen als unabhangig annahmen?). 
Anders verhilt es sich mit der Gravitation; in deren Gleichungen tritt 
§ nicht mehr explizit auf, so daB die Gravitation auch dann noch 
moglich ist, wenn die Weltkriimmung verschwinde; doch soll dariiber 
erst dann geredet werden, wenn eine weitere Vereinfachung der Feld- 
gleichungen vorgenommen ist. 

- Es fallt sofort ins Auge, da der antisymmetrische kontravariante 
Tensor zweiten Ranges, dessen Divergenz die linke Seite der elektro- 
magnetischen Feldgleichungen bildet, proportional zu dem Tensor h“”, 
d.h. dem antisymmetrischen Teile der kontravarianten Komponenten q*” 
des Fundamentaltensors ist. _Der Proportionalitaétsfaktor, mit dem h“” 


dabei zu multiplizieren ist, ist Te. yl +$fP+(f*), d- hb. aie 
worin 3 wie oben den Integranden von J bedeutet. Aus dimensionellen 
Griinden will ich lieber beide Seiten durch die Konstante %? dividieren, 


so daB : -Vitip+(fi*)? wird. Die 
5 ee 3eé 
rechte Seite ist dann = g“” ae =e 
F2 & 
Selbstversténdlich wird dann 


Divs = 7g sarap (ge EF EP + GPF) Vem) | = 0 


weil h“” ein antisymmetrischer Tensor ist. Nun kann man aus den 


sy ae, 
Feldgleichungen der Elektrizitat - =] = Pu + = ®2.e-*s, ausrechnen 


und ee Wert in die der Gravitation ae dann werden diese zu 


OPo | OY 
Koo +5 my ee. +592) — iN. } Px ite 9 Yeo [Div 9 a Px Ya] 


RK+3 Div gm + 39"*p,.p 
a eT A +P f [a+ 5h eo—9"" fora | 
1= 0s Os 
Pe Beer el tne. 2 te a. — 2 (60 Po + Po) 


+> Joo (g"* Sx py, — 2 Div s)| = 0. 


1) Man kénnte ¥ zum Beispiel so bestimmen, daB& die in samtlichen Feld- 
gleichungen auftretende GréSe & zur Konstanten wiirde; doch sehe ich darin 


keine Vereinfachung, da § zu diesem Zweck aus der Differentialgleichung LL 
stimmt werden miiBte: 


od Vet Pert Rae, = 2«.5d% (e@ konstant). | 
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Nun bilden die ersten Glieder bis 5PoPo gerade die Differenz 
der eichinvarianten Weylschen Komponenten 


— ({ 0 
eS. Fos und foc (= CPo = ee), 
4 0x? Oxe 
der Zahler des nichsten Bruches ist —§, der Inhalt der folgenden 
Klammer der symmetrische Teil e9, der Fundamentalkomponente Joos | 
multipliziert mit [1 + 3 f?-+ 54 (ff*)2], und Divs verschwindet. Danach 
ergibt sich fiir die Feldgleichungen der Gravitation: 


% — a i | <T- 1 (s$f%)2 
ear cag 2 Ve 


1 eh) OS C So foo | ‘ 
ee F2 2 | 5 emia (8x — 2 (80 Ps + So Po) 


+ goog"? 8x val: 
Verjiingt man, so erhilt man 
92° Fos — 5 92° foo cab 8 
#° og == by G27 Cool 1+ IP +H (HO) = 4+ 2B 


92° (<e ap aes 219 6) = 2Divs — 0 


One 
und insgesamt die Identitat 
5 = 6. 

Es hat den Anschein, als ob hierin eine Bevorzugung der Aus- 
dehnungszahl 4 lage; das ist aber in Wirklichkeit nicht der Fall; 
denn die 4 im Nenner kommt nur dadurch zustande, daB in der Welt- 
funktion der Skalar § quadratisch auftritt, um fiir die Eichinvarianz 
dem Volumtensor VG das Gegengewicht zu bieten. Dessen Gewicht 
ist aber gleich der halben Ausdehnungszahl; daher mu8 §, das ja das 
Gewicht — 1 besitzt, in der Potenz n/2 auftreten, um EHichinvarianz 
zu erzielen. Daraus aber wiirde sich, abgesehen von elektromagnetischen 
Gliedern, » im Nenner unter § ergeben, so da stets bei der Ver- 
jiingung eine identische Gleichung herauskommt, wenn nur die Welt- 
funktion wirklich eichinvariant ist. Ist das aber nicht der Fall, wie 
in den Beispielen der Anmerkung auf §.235 fiir die Ausdehnungs- 
zahl 4, so kommt bei der Verjiingung nicht immer auch eine Identitat 
heraus, wohl aber ist das wieder der Fall fiir die Ausdehnungszahl 2, 
fiir die diese Ansitze fiir die Weltfunktion eichinvariant sind. In 
Ausnahmefillen kann es doch einmal gliicken, wie in dem Weylschen 
Beispiel; aber das liegt nur an der ganz eigenartigen Gestalt seiner 
Weltfunktion; hatte er ihr die naherliegende Form pl—1a%V9 
gegeben, hatte er auch keine Identitat erhalten. 
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Zusammenfassung. Soweit erscheint der Versuch gelungen, 
den Elektromagnetismus durch die Annabme eines nicht symmetrischen 
Fundamentaltensors zu erkliren. Damit wiirde die Theorie des Elektro- 
magnetismus auf eine ganz gleichartige Grundlage gestellt wie die 
der Gravitation; wihrend die Erscheinungen der Schwere sich im 
wesentlichen auf die symmetrischen Bestandteile der Fundamental- 
komponenten zuriickfiihren lassen, woran, wie ich auch in Leipzig 
betonte, wohl kein Zweifel mehr méglich ist, waren mit meiner Theorie 
die elektromagnetischen durch die antisymmetrischen Teile dieser 
Komponenten erklart. 

Es muf aber betont werden, daB in diese Theorie in betricht- 
lichem MaB8e die tiefen und schénen Gedanken Herrn Weyls ein- 
gehen, da sie wesentlichen Gebrauch von der Eichinvarianz und den 
von Weyl in diesem Zusammenhang geschaffenen [Gréfen F,, und § 
macht. Wenn mich etwas veranlaBt hat, seine Theorie des Elektro- 
magnetismus nicht ohne jeden Vorbehalt anzuerkennen, so ist das 
eben die Einfiihrung der Nichtintegrabilitat der Streckeniibertragung. 
Der Wunsch, diese vermieden zu sehen, hat mich dazu gefiihrt, die 
Weylsche Theorie in der vorliegenden Weise abzuandern. 

Ich behalte mir vor, meine Gedanken auf besondere Falle, ins- 
besondere das kugelsymmetrische Feld, anzuwenden und sie in Be- 
ziehung zu setzen zu dem von mir in meinen bisherigen Arbeiten 
stets vertretenen Standpunkt, da wir mit einer bloBen Theorie der 
elektromagnetischen und der Schwerefelder nicht auskommen, sondern 
die Art und Weise untersuchen miissen, wie diese Felder ihrerseits 
von Massen und Ladungen erzeugt werden. 


Wilhelmshaven, den 30. November 1922. 
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Theoretische Betrachtungen tiber die Ablenkung von 
freien langsamen Elektronen in Atomen. 


Von Friedrich Hund in Géttingen. 
Mit sechs Abbildungen. (Eingegangen am 21. Dezember 1922.) 


Lenard?) beobachtete, daS die freie Weglinge von Elektronen 
in Gasen von dem grofen Wert, den sie bei hohen Geschwindig- 
keiten hat, beim Ubergang zu langsameren Elektronen nach einem 
dem betreffenden Gas eigentiimlichen Grenzwert abnimmt. Die Ver- 
suche, die C. Ramsauer?) iiber das Verhalten von Molekiilen gegen- 
iiber freien langsamen Elektronen anstellte und die von H. F. Mayer) 
und G. Hertz*) bestatigt wurden, hatten auBerdem beim Argon das 
auffallende Ergebnis, daB unterhalb einer Geschwindigkeit von 12 Volt 
die Weglange wieder stark zunahm und unterhalb von 1 Volt iiber 
das Zehnfache des Wertes stieg, den sie bei 12 Volt hatte. Der der 
Weglange umgekehrt proportionale Wirkungsquerschnitt zeigte bei 
Ramsauer und Mayer den in Fig.1 angegebenen Verlauf. Eine 
ahnliche Erscheinung wurde bei keinem anderen der damals unter- 
suchten Gase, H,, He, Ne, N, CO., gefunden; nur bei He zeigte sich 
ein Ansatz dazu. Die Versuche jedoch, die R. Minkowski und 
H. Sponer') kiirzlich anstellten, zeigten auch bei Krypton grofe 
Durchiassigkeit fiir sehr langsame Elektronen und lassen sie in ge- 
ringerem Mafe bei Helium vermuten. Bei der Schwierigkeit, mit 
ganz langsamen Elektronen (unter 1 Volt) noch sichere Ergebnisse 
za erzielen, 14Bt sich tiber den weiteren Verlauf des Querschnittes 
bei Annaherung der Geschwindigkeit an Null nichts sagen. Es ist 
wohl méglich, da8 der Wirkungsquerschnitt jenseits eines unter 1 Volt 
liegenden Minimums wieder ansteigt. Auch die von Minkowski und 
Sponer angestellten Versuche lassen bisher die Stelle geringsten 
Querschnittes nicht erkennen. Sie lassen immer noch den Spielraum 
yon 0,0 bis 1,0 Volt zu. 

Townsend und Bailey*) berechneten auf ziemlich indirektem 
Wege auf Grund von Versuchen die freie Weglange als Funktion 


1) P. Lenard, Ann. d. Phys. 12, 734, 1903. . 

2) C. Ramsauer, ebenda 64, 513, 1921 und 66, 546, 1921. : 

3) H. F. Mayer, ebenda 64, 451, 1921. pe 

4) G. Hertz, Physica 2, 87, 1922 und Proc. Kon. Acad. Amsterdam 25, 
90, 1922. | | 

5) Fir die freundliche Erlaubnis, von den Ergebnissen der noch nicht ab- 
geschlossenen Versuche Gebrauch zu machen, méchte ich auch an dieser Stelle 
Herrn Minkowski und Frl. Sponer meinen Dank aussprechen. 

6) J. S. Townsend u. V. A, Bailey, Phil. Mag. (6) 44, 1033, 1922. 
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der mittleren Geschwindigkeit der Elektronen im Argongas bis herab 
za Geschwindigkeiten von 0,15 Volt; sie finden dabei ein Maximum 
der Weglinge bei einer mittleren Geschwindigkeit von 0,4 Volt. 
Wenn wir die Vorstellungen der Elektrodynamik auf die Vor- 
ginge im Atom anwenden diirfen, erfahrt ein Elektron, das in das 
elektrische Feld eines Atoms gerit, eine Ablenkung unter dem Hin- 
flu8 der elektrostatischen Anziehung zwischen Kern und Elek- 
tron und einen Energieverlust durch Ausstrahlung infolge der 
Beschleunigung. Dieser Verlust ist um so bedeutender, je stirker das 
Elektron abgelenkt wird, er wird also gerade dann groB, wenn das 
Elektron wenig Energie hat. Unterhalb einer gewissen (von der Auf- 
treffstelle des Elektrons abhangigen) Geschwindigkeit wird der Energie- 


harmsaver 


7 B 3 y |S Wolf 
Bip: 1. Fig. 2. 


verlust durch Ausstrahlung sogar gréBer als die kinetische Energie, 
die das Elektron mitbringt. Das Elektron kann das Atom nicht mehr 
verlassen, sondern muf sich auf immer kleiner werdenden Bahnen 
um den Kern bewegen und schlieBlich in den Kern selbst geraten. 

Um diesen Widerspruch mit der Erfahrung zu beseitigen, kann 
man versuchsweise annehmen, daf die Energiestrahlung viel geringer 
ist, als die klassisch gerechnete und auch bei langsamen Elektronen 
vernachlassigt werden kann, da8 aber im iibrigen die Gesetze der 
elektrischen Anziehung giiltig bleiben. Unter diesen Voraussetzungen 
ist es aber unméglich, da$ der Einflu8 des Kraftfeldes im Argonatom 
_ auf lJangsame Elektronen schwiacher ist als auf raschere, da jene 
langsamen also ohne Ablenkung das Atom durchsetzen. Vielmehr 
kénnen wir den geringen Wirkungsquerschnitt nur so deuten, daB 
bei den in Frage kommenden Geschwindigkeiten die meisten Elek- 
tronen eine Ablenkung erfahren, die wenig von 2m” oder 42 usw. 
abweicht. Im folgenden ist nun, auf Anregung der Herren Born 
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und Franck, untersucht, wieweit solche Falle denkbar sind; dabei 
wird ein Kraftfeld angegeben werden, das die geforderte Ablenkung 
von 22 fiir fast alle Elektronen einer gewissen geringen Geschwin- 
digkeit hat. 

Da sich aber unter der Annahme eines solchen Kraftfeldes fiir 
‘die Deutung der Versuchsergebnisse doch noch Schwierigkeiten er- 
geben, werden wir im zweiten Teil der Arbeit den Ausweg aus dem 
Widerstreit zwischen klassischer Auffassung und Erfahrung so suchen, 
daS wir Betrachtungen, die man auf die Strahlung bei Bewegungen 
der Atomelektronen angewandt hat, auf den Energieverlust der von 
auSen kommenden Elektronen sinngem&B anwenden 1). 

I. Bewegungen unter Wahrung der Elektrostatik?). Wenn 
viele Elektronen einer bestimmten Geschwindigkeit die gleiche Ab- 
lenkung erfahren sollen, mu8 das Kraftfeld des Atoms weitgehende 
Kugelsymmetrie haben. Da das Atom sich auSerhalb neutral ver- 
halt, diirfen wir das Potential des Feldes durch eine Funktion U(r) 
annahern, die im Mittelpunkt (Kern) unendlich wird und die ver- 
schwindet, sobald r tiber eine Grenze R (den Atomradius) wichst. 
Es ware das das Feld eines Atoms, in dem die negative Ladung der 
Elektronen stetig und kugelsymmetrisch bis zum Abstand R um den 
Kern verteilt ist. 

Fiir die Bewegung eines von aufSen comittead an Elektrons mit 
der Geschwindigkeit v und dem Abstand @ der Verlangerung der 
Anfangsbahn vom Kern (dem Achsenabstand) gilt bei geeigneter 
Wahl der Einheiten der Energiesatz 

Ape gu) =o 
und der Flachensatz 
oo ep. 
Daraus folgt die Differentialgleichung der Bahn 


7 eas EO 
% rYr2e + r2U (r) — v2 9? 


1) Die Grundgedanken der dabei ausgefihrten Uberlegungen verdanke ich 
Herrn Prof. Franck. 

2) In diesem Abschnitt sind nur die Ergebnisse erwahnt und die dazu 
fihrenden Uberlegungen und Rechnungen weggelassen, weil sich ja gezeigt hat, 
daB sie nicht der Erfahrung entsprechen. Eme Erwahnung schien jedoch not- 
wendig, um den vielleicht kiinstlich erscheinenden Ausweg des zweiten Teiles 
zwangslaufiger erscheinen zu lassen. 

Der Abschnitf I und ein Teil von II bilden einen Auszug aus der Gottinger 
Dissertation des Verfassers mit dem Titel: Versuch einer Deutung der grofen 
Durchlassigkeit einiger Edelgase fiir sehr langsame Elektronen. In der Disser- 
tation sind auch die hier weggelassenen Uberlegungen und Rechnungen durch- 
gefiihrt. 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 7, 
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und die Ablenkung 
R 


(1) 


adr 
— —aw-+ Qarcesin 20 “ 
i ic ear of, yr vt r2 U(r) — v0? 


Der Perihelabstand rmin ist dabei die positive Nullstelle des Radi-. 
kanden. Achten wir auf das Vorzeichen, das der Radikand fiir 
kleine + bei verschieden starkem Unendlichwerden von U annimmt, 
so sehen wir, daB, nur wenn U schwiacher unendlich wird als 1/r?, 
alle Bahnen ein Perihel haben und nicht in den Kern gehen. Da 
schwacheres Unendlichwerden als bei 1/r keinen physikalischen Sinn 
hat, nehmen wir im folgenden an, daB die Gré8enordnung von U 
in Kernnihe zwischen 1/r und 1/r? liegt. 

Die Ablenkung yx 1la8t sich fiir achsennahe Elektronen 
berechnen, sie wird in der Grenze (fiir verschwindendes @) | 


wo & der Exponent des Potenzgesetzes a/r® ist, das das Potential U 


in Kernnahe annahert. Fir langsame Elektronen erhalten wir 
ba 

— 9 ek 

1= arc sine ogee 
in der Grenze (v — 0). Auch bei streifendem Eintritt (@ wenig 
unter R) laBt sich die Ablenkung angeben. Oberhalb der Geschwin- 


digkeit 
‘io Viv) | U'(R)| 


geht die Ablenkung gegen Null, wenn @ gegen R geht; wenig unter- 
halb dieser Geschwindigkeit geht sie (wenn nicht ¢, = 2 ist) gegen 


2a 


und fiir v selbst gegen 


: o% 
wo & der Exponent im Potenzgesetz =a ist, das das Potential 
La 


am Rand annihert (d.h. gleiche erste und zweite Ableitung hat). 

Von den Kurven, die y als Funktion von g? darstellen, kennen 
wir jetzt so viel, wie in Fig. 2 gezeichnet ist; dabei ist bei den ge- 
strichelten Linien nur der Ausgangspunkt, nicht die Richtung sicher- 
gestellt. 


— 
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Der Wirkungsquerschnitt eines Atoms mit einem solchen Kraft- 
feld U(r) ist das 2-fache des Abszissenbereichs, fiir den 
4 <7 = 227 
oder 
Qnty <y<4a—y 


usw. ist, wo 7 die Ablenkung bedeutet, die bei der benutzten Ver- 
suchsanordnung noch nachweisbar ist. Dieser Querschnitt ist bei 
kleinen Geschwindigkeiten nahezu gleich dem Atomquerschnitt und 
nimmt fiir groBe v gegen Null ab. Fiir kleinere » kénnen wir nur 
dann geringen Wirkungsquerschnitt erhalten, wenn bei einer be- 
stimmten Geschwindigkeit in einem gréferen Abszissenbereich die 
Ablenkung gerade gleich 2” oder 42 usw. ist. Am ersten scheint 
dies noch méglich, wenn 
tn 
2— & as (pe Ep 
also & == 4/5, &- == 7/, ist. 
Die Bedingung dafiir, daB alle Elektronen einer Geschwindigkeit, 
sagen wir v = l, die gleiche Ablenkung x erfahren, lautet (wenn 
wir den Atomradius gleich 1 setzen) 


x a+ 2arcsing + roressoner: 


Tmin 


== (2 3} 


(2) 


Diese Integralgleichung, in der U(r) gesucht ist, hat eine und nur 
eine Lésung, nimlich die Umkehrfunktion von 


ake. 2 
fo “Ltn 4—w? 
[1+ U@)) 22-4 [1+ T(r) aa 
fir r > 1 ist natirlich U(r) =O zu setzen. Bezeichnen wir diese 


spezielle Funktion mit U, so ist 
r 
U(r) = vett (Z) 


ein Kraftfeld mit dem Radius R, in dem alle Elektronen mit der 
Geschwindigkeit v, die Ablenkung x erfahren. 

Zu jedem Wertsystem R, %, 7 gibt es ein und nur ein Kratt- 
feld U(r), das den Radius R hat und in dem alle mit der Geschwin- 
digkeit v) ankommenden Elektronen unabhangig vom Achsenabstand 
die Ablenkung x erfahren. Es ist klar, daB sich auch eine stetige 
Verteilung negativer Elektrizitat in der Umgebung des Kernes angeben 
148t, die ein solches Kraftfeld liefert. 

UY hui 
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Fiir die Frage des Wirkungsquerschnittes ist besonders interessant 
der Fall y = 2a oder das Kraftfeld 


Uns) =v (F), - (3) 
re, 2 
7... eee Ss 
yl+u(r) +y¥14+U(r) 
ist. Es wird in Kernnahe durch ein Potenzgesetz mit dem Expo- 
nenten 4/,, am Rande durch ein Potenzgesetz mit dem Exponenten 7/, 


wo 


(4) 


y 


angenihert. Die Elektronen, die mit der Geschwindigkeit v = v 
ankommen, erfahren keine Richtungsinderung, und die, deren Ge- 
schwindigkeit wenig von v abweicht, nur eine geringe Ablenkung. 
Der Wirkungsquerschnitt ist fiir vp gleich Null, steigt beiderseits von 
% gleich an und wird nur fiir groBe Geschwindigkeiten wieder ge- 
ringer. Der Anstieg beiderseits des Minimums ist um so starker, je 
schwichere Ablenkungen noch nachweisbar sind (Fig. 3). 

Unter Beibehalitung der Gesetze der Elektrostatik hatten wir, um 
die oben angegebenen Versuchsergebnisse zu deuten, angenommen, 
da8 fast alle Elektronen einer gewissen geringen Geschwindigkeit die 
Ablenkung 22 oder 42 usw. erfahren. Fir 22 selbst fiihrt dies 
notwendig zu der Annahme, dai im Argonatom mit weitgehender 
Annaherung ein Kraftfeld mit dem 
Potential (3) herrscht. Die Annahme 
fiihrt zu der Folgerung, da8 der Wir- 
kungsquerschnitt bei einer von Null 
verschiedenen Geschwindigkeit ein Mini- 
mum hat. Da zwischen dem Kern und 
dem Perihel der kernnachsten Bahnen ein 
ladungsfreier Zwischenraum ist, kann erst in einem gewissen Abstand 
vom Kern unser Kraftfeld beginnen. Diese Einschrankung bleibt 
aber ohne merklichen Einflu8 auf unsere Folgerungen, da nur wenig 
Elektronen in diesen Zwischenraum kommen. 

Mehr zu schaffen machen uns die anderen, sicher vorhandenen 
Abweichungen vom Kraftgesetz (3). Die Kugelsymmetrie, die wir 
voraussetzten, ist sicher nicht erfillt; die negative Elektrizitat ist ja 
sogar unstetig (in Elektronen) verteilt. Infolgedessen tritt auch eine 
Mehrfachpolwirkung am Atomrand auf. Zwei Elektronen, die mit 
gleichem g und gleichem wv in zwei Atome geraten, werden im all- 
gemeinen gar nicht die gleiche Ablenkung erhalten. Die wirklichen 
4-Werte miissen von denen der Theorie etwas abweichen und das 
Minimum mu8 geschwicht sein im Vergleich zu dem des Kraftfeldes (3). @ 


Fig. 3. 
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Im Falle » = v haben die Elektronen nach ihrem Kindringen eine 
Geschwindigkeit von gleicher GréSenordnune wie die Atomelektronen : 
das zeitliche Mittel der Verteilung der Atomelektronen wihrend des 
Durchgangs eines von auSen kommenden Elektrons darf also auch 
nicht gebildet werden. Und selbst wenn die Mittelung zulassig 
wire, wire es eigentlich recht unwahrscheinlich, da8 das so erhaltene 
stetige Kraftfeld genau die ganz besondere Form (3) hat. 

Nach unserer Auffassung muS weiter der Wirkungsquerschnitt 
von der Versuchsanordnung abhiingen; je geringere Ablenkungen 
noch nachweisbar sind, desto gréBer wird er; nur wo er gleich dem 
Atomquerschnitt ist, ist er von der Versuchsanordnung unabhingig. 
Im Hinblick auf die GréBe der Ablenkung ist nun die Anordnung 
Ramsauers wesentlich feiner als die von Mayer und Hertz; 
Ramsauers Kurve zeigt aber einen nur wenig gréferen Wirkungs- 
querschnitt und einen nur wenig schrofferen Abfall als die von Mayer. 

Die Annahme, da das Kraftfeld im Argonatom durch unsere 
Funktion (3) angenihert wird, vermag die Tiefe des Minimums im 


'Wirkungsquerschnitt und die Unabhangigkeit des Querschnitts von 


der Versuchsanordnung, insbesondere die Ubereinstimmung der Er- 
gebnisse yon Ramsauer und Mayer nicht zu erklaren. 

Unter diesen Umstanden ware es wichtig, unsere Annahme iiber 
das Kraftfeld im Argonatom durch andere Versuchsergebnisse zu 
stiitzen oder zu widerlegen. Unter der Annahme, da8 die Réntgen- 
terme die Energien der entsprechenden Elektronenbahnen angeben ‘), 
kann man aus zwei Réntgentermen eine Naherungsfunktion «/r® fiir 
das Kraftfeld im Atom berechnen. Fiir die dem Argon benachbarten 
Elemente wurden dabei folgende Exponenten gefunden: 


ras € 


12 Mg 1,41 


15P 1,33 
1701 1,31 
19K 1,29 
21 Se a 1527 


Die Interpolation liefert fiir das Argon ¢— 1,30. Fiir die 
Konstante « ergab sich jedoch eine schlechte Ubereinstimmung mit 
unserem friiheren Kraftfeld, letzteres ist viel schwacher als das aus 
den Réntgentermen (unter der gemachten Annahme) folgende. 


1) Die Annahme ist sicher nur ganz roh giiltig. Es handelt sich fir uns 
aber auch nur um eine Uberschlagsrechnung. 
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Um diese sicher nur ganz roh geltende Abschatzung zu stiitzen, 
wurde auch die Rerechnung eines Atoms ausgefiihrt, das auf jeder 
Quantenbahn ebenso viel Elektronen hat als das Argonatom, bei dem 
aber nur Kreisbahnen vorkommen; fiir die Berechnung der Abschirmung 
wurde dabei angenommen, daf die negativen Ladungen sich gleich- 
maBig auf Kugelschalen verteilen. Das Kraftfeld lieB sich durch ein 
Potenzgesetz o«/r® annahern, wo ¢ = 1,38 und @ etwas kleiner war, 
als aus den Réntgentermen gefunden wurde, aber immer noch zehnmal 
so groB als bei dem Kraftfeld (3). 

AuBer dem Argon war bis vor kurzem kein Stoff bekannt, der 
eine so ausgesprochene Abnahme des Wirkungsquerschnittes bei ge- 
ringen Elektronengeschwindigkeiten hat. rst kiirzlich haben, wie 
schon erwahnt, Minkowski und Sponer beim Krypton eine ahnliche 
Abnahme des Wirkungsquerschnittes gefunden. Die Erscheinung scheint 
mindestens ebenso ausgepragt zu sein wie beim Argon. Wenn wir 
iiberlegen, ob auf Grund unserer Betrachtungen auch bei anderen 
Molekiilen eine Abnliche gro8e Durchlassigkeit zu erwarten ist, so 
scheiden mehratomige Molekiile von vornherein aus, da ihr Kraftfeld 
sicher stark von der Kugelsymmetrie abweicht. Die Durchlassigkeit 
tritt héchstens bei Atomen auf, deren Kraftfeld in Kernnahe (von 
dem ladungsfreien Zwischenraum abgesehen) durch ein Potenzgesetz 
mit dem Exponenten ‘/; und am Rande durch ein solches mit dem 
Exponenten 7/,, oder (mit der Ablenkung 42) durch ein Potenz- 
gesetz mit &, = 8/, und &, = 51/,, angendhert wird. Anschaulich ist 
nun klar, daS der Exponent in Kernnihe mit zunehmender Atom- 
nummer abnimmt. Berechnen wir die Exponenten wieder roh aus 
den Réntgentermen und stiitzen wir die Rechnung durch Modelle der 
Edelgasatome, die aus konzentrischen Schalen von Elektronen be- 
stehen, so finden wir in der Tat, daB der Exponent in Kernnihe von 
etwa 1,4 bei Mg bis 1,15 bei U abnimmt. 

Wenn also unsere Auffassung vom Kraftfeld im Argon zu Recht’ 
bestiinde, miBte Argon das einzige Element sein mit so aus- 
gepragtem Abfall des Wirkungsquerschnittes bei geringen Elektronen- 
geschwindigkeiten. Die groBe Durchlassigkeit des Krypton- 
atoms fiir sehr langsame Elektronen widerspricht unserer Deutung 
der Durchlassigkeit beim Argon. 

Il. Annahme geradlinigen Durchgangs ae langsamer 
Elektronen. Mit der Anschauung, da8 zwei elektrische Ladungen sich 
stets nach dem Coulombschen Gesetz anziehen, ist nur die Auffassung 
vertraglich, daBS jene langsamen Elektronen, fiir die das Argon- und 
Kryptonatom grofe Durchlissigkeit zeigt, zum iiberwiegenden Teil 


“ 
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die Ablenkung 22 erfahren (gleichgiiltig, ob man den Energieverlust 
durch Strahlung beriicksichtigt oder, wie wir es taten, vernachlassigt). 
Trotzdem fiihrte sie zu starken Widerspriichen mit der Erfahrung: 
Die quantitative Nachpriifung zeigte Abweichungen und die Tiefe des 
Minimums, sowie die weitgehende Ubereinstimmung der verschiedenen 
Messungen des Wirkungsquerschnittes blieben schwer verstindlich; vor 
allem aber war das Auftreten eines ahnlichen Abfalls beim Krypton 
unerklarlich. 

Unabhiangigkeit des Wirkungsquerschnittes von der Versuchs- 
anordnung bedeutet, da8 beim Zusammentreffen von Elektronen mit 
einem Atom ein Teil der Elektronen gar nicht abgelenkt wird, wahrend 
der andere Teil Ablenkungen erfihrt, bei denen keine Bevorzugung 
der Betrage in der Nahe von Null oder 272 stattfindet. Bei der dem 
Minimum entsprechenden Geschwindigkeit erhielten dann héchstens 
ganz wenige Elektronen eine Ablenkung. Bei den Geschwindigkeiten, 
die dem Anstieg des Wirkungsquerschnittes entsprechen (1 bis 12 Volt), 
wurde ein mit dem Querschnitt wachsender Anteil abgelenkt, wihrend 
der Rest ohne jede Richtungsinderung, also mit einer Ablenkung von 
genau O oder 227 hindurchflége. Die Annahme einer Ablenkung um 
2a wiirde aber immer einen Einflu8 kleiner Anderungen im Kraft- 
feld des Atoms auf die Ablenkung und damit einen starken Einflu8 
auf den Wirkungsquerschnitt einschlieBen. Wir entgehen den ge- 
nannten Schwierigkeiten nur, wenn wir annehmen, daf bei jenen 
geringen Geschwindigkeiten die Elektronen fast alle das Atom durch- 
setzen, ohne die geringste Beeinflussung zu erfahren; das bedeutet 
aber, da8 elektrische Ladungen einander ohne Kraftwirkung nahe- 
kommen kénnen. 

Wir sahen oben schon, da auch die klassische Berechnung der 
Energiestrahlung des abgelenkten Elektrons zu Unzutraglichkeiten 
fiihrt. Da bei kleinen Geschwindigkeiten der klassische Energieverlust 
groBer ware als die kinetische Energie des Elektrons, da es ferner 
ein Atom ohne Elektronenaffinitat wieder verlassen mu, kann das 
von auBen kommende Elektron sich nicht klassisch bewegen, sondern 
muS das Atom auf einer Bahn mit geringerer Strahlung oder ohne 
Strahlung durchsetzen. Kine vorliufige Abschatzung der Grenze, die der 
klassischen Theorie zu ziehen ist, soll uns folgende Annahme liefern: 
Ein Elektron, das von auSen in das Feld eines Atoms ohne Elektronen- 
affinitat kommt, bewegt sich nach den klassischen Gesetzen und strahlt 
die klassisch bestimmte Energiemenge, wenn es dabei nicht in den 
Kern gerait. Ein Elektron, das bei solcher Bewegung in den Kern 
geriete, geht ohne Ablenkung durch das Atom. 
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Wenn wir annehmen, da8 dabei auch die klassischen Frequenzen 
gestrahlt werden, so besteht keine Beziehung zu den Annahmen, die 
man in der Quantentheorie iiber Energiestrahlung macht. Wenn wir 
dagegen die klassisch bestimmte Energie nach der hv-Beziehung 
monochromatisch strahlen lassen, ist das Korrespondenzprinzip nicht 
erfiillt. Ein Elektron mit einer bestimmten Anfangsbahn strahlte 
nimlich dann eine eindeutig bestimmte Frequenz, wahrend es nach 
der klassischen Rechnung ein kontinuierliches Spektrum  strahlen 
miBte. Ferner liefert unsere Auffassung fiir die Strahlung eines Elek- 
trons, das noch rasch genug ist, um abgelenkt zu werden, dessen 
Geschwindigkeit aber noch unterhalb der Anregungsgrenze des Atoms 
liegt, Energieverluste, die schon fast an ein Volt heranreichen. Dies 
widerspricht Versuchen von Franck, Hertz1) u.a., aus denen hervor- 
geht, daS der Energieverlust bei der Ablenkung von der Gréfen- 
ordnung des Energieverlustes durch Impulsiibertragung oder jedenfalls 
nicht wesentlich gréBer ist. 

Die von uns gezogene Grenze der Elektrostatik ist also sicher 
nicht richtig; sie liefert aber die Geschwindigkeiten, bei denen das 
Argonatom groBe Durchlassigkeit zeigt, in richtiger GréBenordnung. 
Die Rechnungen miissen wir spaiter doch in anderem Zusammenhang 
ausfiihren, daher sei hier nur das Ergebnis angedeutet: Fiir Elektronen 
groBer Geschwindigkeiten ist nur eine nahe Umgebung des Kernes 
frei durchlassig. Mit abnehmender Geschwin- 
digkeit wird diese Umgebung immer grdBer, 
bis unterhalb einer gewissen Geschwindigkeits- 
grenze das ganze Atom geradlinig 
durchlassig ist. Ein Atom, dessen innere 
Teile unter dem Einflu8 der Kernladung 18 
stehen und das den Radius 2,7 Angstrém 

749 for hat (den maximalen Wirkungsradius nach 

Fig. 4. Ramsauer), ist fiir Elektronen unterhalb 

1,8 Volt Geschwindigkeit véllig frei durch- 

lassig. Fig. 4 zeigt den gerechneten Verlauf des Wirkungsquerschnittes, 
verglichen mit dem von Ramsauer beobachteten. 

Kinen Anhaltspunkt, wie etwa die klassische Ausstrahlung und 
Anziehung einzuschrinken wire, bietet uns das Korrespondenz- 
prinzip. Nach ihm entsprechen in der Atomphysik die Frequenzen — 
und Intensitaéten, die eine gréBere Zahl von Elektronen auf gleicher 
Anfangsbahn bei Spriingen auf weiter innen liegende Quantenbabnen 


1) J, Franck und G. Hertz, Phys. ZS. 17, 430, 1916. - 
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strahlen, den Frequenzen und Intensitiiten, die die Elektronen klassisch 
auf ihrer Anfangsbahn strahlten, d. h. den Frequenzen und Koeffizienten 
in den Fourier-Reihen der Bewegung auf der Anfangsbahn. In unserem 
Falle der Ablenkung eines Elektrons durch ein Atom ist die Anfangs- 
bahn gerade (wenigstens wenn das Atom aufen neutral ist). Sie hat 
keine Frequenzen. Wir kénnen also nur die Frequenzen der klassisch 
fortgesetzten Anfangsbahn den ausgestrahlten Frequenzen entsprechen 
lassen, also das Spektrum, das das Elektron bei seiner Ablenkung 
klassisch strahlte. 

Die in irgend einer Richtung gestrahlte Energie wird durch das 
Zeitintegral iiber das Quadrat des elektrischen Vektors € wiedergegeben. 
Im Falle periodischer Anderungen erhalten wir durch Quadrieren 
der Fourier-Reihen der €-Komponenten das Ergebnis, daB die in der 
Grundperiode gestrahlte Energie fiir eine Komponente dem Ausdruck 


S (4i + Bi) 
I 
proportional ist, wo A, und B, die Koeffizienten in der Entwicklung 
t : t 
RSS D (Arcos 20k © + Bysin 22k) 


der betreffenden Komponente sind. Im Fall der unperiodischen 
Anderungen wird der elektrische Vektor durch Fourier-Integrale 
dargestellt, und die Darstellung der Energie proportional 


| [4@ + B(r)*] ay, 


wo v die Schwingungszahl ist, muB besonders bewiesen werden. Da 
es viele Funktionen C(v) gibt, die eine Gleichung 


fs (t) dt = fe (v) dv 


erfiillen, miissen wir eine physikalisch einleuchtende Vorschrift angeben, 
nach der die Energie auf die Frequenzen zu verteilen ist. Wir schreiben 
daher dem Intervall (v, v+ dv) einen Anteil zu, der der Energie 
proportional ist, die ein ungedimpfter quasi-elastischer Resonator von 
der Frequenz v unter dem Kinflu8 von ©, aufnimmt. 

Fiir den Resonator gilt ~ 


é#1+47°v22— EG, (t), ; 
wo E das Verhiltnis von Ladung und Masse ist. Da die entsprechende 
homogene Gleichung 


+4732 ¢ = 0 
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unter der Bedingung, da8 fiir ¢ = 1 der Ausschlag 0 und die Ge- 


schwindigkeit ¢ = EG,(t)dt 
sein soll, durch Ks 
n= BOO sin 2uv(t—t)dt 


gelést wird, liegt es nahe, daf 


a sin 2av(t—t)dt 


sy =n f & 


—— or 


die inhomogene Gleichung der erzwungenen Schwingung list. Durch 
Ausrechnen von «(¢) laBt es sich auch leicht bestatigen. Der Reso- 
nator nimmt im Zeitelement dt jetzt die Knergie 
t 
i, Ef? 
ay tt) Ex (at —— &,.(t) | €,(t) cos2av(t—t)dt, 
d. h. im ganzen "1 | 


| = é) Eat = = | [OE cos Sumle-— aide 


—0oo St OR SO 
auf, wofiir wir wegen der Symmetrie des Integranden in ¢ und t auch 


RE so co 
— | | &, (t} €, (t) (cos 2a vt cos2avr-+ sin 2avtsin2avt)dtdr 


Ppa Seas 9 p) 
= (40) + BO] 
setzen kénnen, wo 


A(v) = j &, (t) cos 2a vt dt, 


— co 


B(v) = | G.(t) sin 2xvtdt 
die Fourier-Koeffizienten von 
E,(t) = | [A(”) cos2avt + B(v) sin 2xvt]dt 


wom: 


sind. 

Wenn ein Elektron in der Umgebung des Nullpunktes die Be- 
schleunigungskomponenten & und ij hat, und 8 der Fahrstrahl vom 
Nallpunkt zum Aufpunkt, s sein aie ist, so setzt sich der elek- 


trische Vektor 
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aus den beiden Vektoren 


c= cig8 | 8, [8, Ex]|, 


é Rr vee 
&, = 233 [s, [8, 7) »]| 


zusammen, wobei y und y Einheitsvektoren in den Richtungen der 
Koordinatenachsen sind. Die Energiestrahlung in der Richtung nach 
dem Aufpunkt wird daher durch 

P+ 26, & + &? (5) 
angegeben. Betrachten wir jedoch neben dem Aufpunkt einen Punkt, 
der durch Spiegelungen an der (y, ¢)-Ebene daraus entsteht, so geht 
der zum Spiegelpunkt gehérige Vektor ©, aus unserem ©, durch 
Spiegelung und Umkehr, &, durch bloBe Spiegelung hervor, so daB 
das doppelte Produkt in (5) im Spiegelpunkt denselben Betrag, aber 
das entgegengesetzte Zeichen erhalt. Bei der Berechnung der in den 
ganzen Raum gestrahlten Energie diirfen wir also die Komponenten 
€ und 7» der Bewegung einzeln betrachten und die zugehérigen 
Energien addieren. 

Wir nehmen jetzt an, der Energieverlust durch Strahlung beein- 
flusse die Bewegung des Elektrons nicht merklich, so daB E(t) eine 
gerade, ij(#) eine ungerade Funktion von ¢ ist. Da der Betrag des 
zur Bewegung in der #-Richtung gehdrigen elektrischen Vektors pro- 
portional E(t) ist, liefert diese Bewegungskomponente fiir die Energie 
im dv-Intervall einen Beitrag, der dem Quadrat des Fourier- Koeffi- 
zienten von & 


A(v) = 2) E(t) cos2uvtdt (6) 
0 ; 
proportional ist; die Bewegung in der y-Richtung liefert einen Beitrag, 
der dem Quadrat des Fourier-Koeffizienten von 7 
oO 
B(v) = 2f {@ sin 2avedt (7) 
0 
proportional ist. Wir haben also 


C(v) = k[ A? + BY)? 


zu setzen. Den Proportionalititsfaktor & bestimmen wir aus der 


Gesamtstrahlung S. Es ist a 
aS ._..8%¢ 2 e? 
2 — — p?2 
dt 4x aaah A ere rict 


Bere alt @+ iiaae 
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Da in der Beziehung 
rail ()?+ 4 (0)2)]dt = | [A(v)2 + B(v)2] dv 


0 


~ und 3 sich formal genau so durch A und B ausdriicken lassen, 


Fi) j A(v) cos 2avtdv, 
0 

q(t) = 2 | B(v) sin2avtdv 
0 


wie A und B durch & und 77, so folgt 


so daf die klassische Strahlung eines Elektrons durch 


ioe) ie 2) 


a [cea = jal [A(v)? + B(v)2|dv (8) 


0 0 


wiedergegeben wird, wo A und B durch (6) und (7) definiert sind. 
Wir bemerken noch, daB 


A(0) = 2) E()at = 28 (00) 
B(0) =0 


ist, so daB C(v) als Funktion von v etwa (ganz qualitativ) durch die 
gestrichelte Kurve in Fig.5 dargestellt wird. 

Diesem klassischen Spektrum soll nun das wirklich gestrahlte 
Spektrum entsprechen. In der Atomphysik wird das Entsprechen 
zur Ubereinstimmung, wenn die Quantenzahl der Anfangsbahn groB 
ist gegen die Anderung beim Sprung, d. h. die gestrahlte Frequenz v 
klein ist. Sonst aber treten Abweichungen auf, und vor allem zeigt 
das zu einer Anfangsbahn gehérige quantentheoretische Spektrum nur 
so viel Linien, als weiter innen noch Quantenbahnen sind, d.h. hv ist 
nie gréSer als die Energiedifferenz zwischen Anfangsbahn und innerster 
Quantenbahn; das Spektrum hért bei einem bestimmten vpax auf. 

Auch das kontinuierliche Spektrum, das eine groBe Zahl Elektronen- 
strahlen, die auf einer bestimmten Anfangsbahn und mit bestimmter 
Geschwindigkeit von auBen auf ein normales Atom ohne Elektronen- 
affinitat auftreffen, muB bei einem gewissen rmax aufhdren, bei dem 
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h.Vmax gleich der kinetischen Energie 4 mv? der Elektronen ist 1). 
Da wir iiber die sonstigen Abweichungen vom klassischen Spektrum 
nichts aussagen kénnen, wollen wir es vorlaufig bei Vmax senkrecht 
abschneiden, also annehmen, daB ein Elektron im Durchschnitt (iiber 
viele Elektronen mit gleichen Anfangsbedingungen) das durch die 
schraffierte Flache S, (Fig. 5) angegebene Spektrum strahlt. Der 
Wirklichkeit entspricht viel- 
leicht mehr ein allmablicher 
Abfall (...) zur Ordinate 0 
bei Vmax» Wir werden nun 
annehmen, daf die Elek- 
tronen, die nétig sind, S, zu 
strahlen, abgelenkt werden, 
die iibrigen ohne Ablenkung 
durch das Atom gehen. 

Wir miissen uns jetzt a eS. 
vergewissern, ob diese An- 
nahme iiber die durchschnittliche Ausstrahlung der Elektronen im 
Einklang steht mit ‘dem von Franck und Hertz u. a. festgestellten 
auBerst geringen Energieverlust. 

Wir kénnen eine obere Grenze fiir die Strahlung 


’max 


S= { C(ydv 


auf folzendem von der Art des Kraftfeldes ziemlich unabhangigen 
Wege finden: Es ist, wenn das Atom endliche Ausdehnung hat, und 


das Elektron in der Zeit 27 das Atom durchsetzt, 
ue 
Atuy— 2 | E(t) cos2avtdt, 
6 
ee 
Boy 2 | 7 (t) sin 2 vt dt. 
0 
1) Die Grenze des kontinuierlichen Spektrums bei ¥,,,, entspricht genau 
der Grenze des kontinuierlichen Réntgenspektrums bei 
eV 
Vmax — hh. 
(Duane-Huntsches Gesetz), wo V die von den anregenden Kathodenstrahlen 
durchlaufende Potentialdifferenz ist. Das hier vorliegende Problem ist in seiner 
Behandlung yerwandt der quantentheoretischen Darstellung des kontinuierlichen 
Roéntgenspektrums. Die durch freundliche persdénliche Mitteilung gewonnene 
teilweise Kenntnis einer quantentheoretischen Berechnung dieses Spektrums von 
H. A. Kramers, die nachstens im Phil. Mag. erscheint, war uns fir einige 
wesentliche Uberlegungen eine wertvolle Hilfe. 


256 Friedrich Hund, 


Wenn wir hierin schon den cos und sin durch 1 ersetzen und statt 
£ und 7 die absoluten Betrage einfiihren, bekommen wir eine Ab- 
schitzung, die fiir klassische Bahnen mit geringem Perihelabstand 
versagt. Wir fiihren daher eine partielle Integration aus und setzen 


T 
A(v) = 2 [E().cos2avé]. + 4a | E(t) sin2Qavtdt, 


Hid 
B(v) = 2[7(f) sin Qnvt}, —4xv{ 4 (2) cos 2a vt dt. 
0 


Wenn ~ und % wihrend der halben Bewegung ihr Vorzeichen nicht” 


andern, gilt: | A(v)| < QE (co) + 4av.2R, 
|B(v)| < 29 (cc) + 42.2 R, 


also 16e2 
Cw = ye +16aRvv-+ 32 m2 Rr? ). 


Wenn wir statt v,v, C(v)dyv die entsprechenden Voltzahlen V,, V, 
WadV, einfiihren und RF gleich 2A setzen, wird 
Vv 
8, = | WaV, < 24.10-* 72+ 1,6.10-8 7% + 1,7.10-8 78. (9) 
0 

Der relative Geschwindigkeitsverlust betragt bei Helium im Mittel 
weniger als 1/999, der relative Energieverlust durch Impulsiibertragung 
hat also die GréSenordnung 10~*. Da die eben gerechnete obere 
Grenze des relativen Verlustes durch Strahlung bei Geschwindigkeiten 
von 5 bis 10 Volt zwischen 10-7 und 10~—® liegt, widerspricht unsere 
Annahme, da® nur der Teil S, des klassischen Spektrums gestrahlt 
wird, nicht den Beobachtungen. 

Wieviel der auftreffenden Elektronen nétig sind, um den Teil S, 
zu strahlen, 1a8t sich jedoch nicht direkt angeben, da eir Elektron 
bei einer Ablenkung mehrere Energiebetrige hy strahlen kann. Die 
kleinen Frequenzen miissen sogar so gestrahlt werden, da C(v) fiir 
C(v) dv 

hv 
unendlich wiirde. Wenn eé(v) die Zahl der hv-Betrage ist, die ein 
Elektron im Durchschnitt bei einer Ablenkung strahlt, so wird ¢(v) 
mit verschwindendem v unendlich. Da e(v) fiir die Werte zwischen 
Null und }max beliebige Werte zwischen 1 und oo haben kann, laBt 
sich die Wahrscheinlichkeit 
Ymax 


ed on 


v = 0 endlich bleibt, die Ubergangswahrscheinlichkeit also 
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fiir eine Ablenkung nicht angeben. Wir fiigen daher die neue An- 
nahme hinzu, daB so viel Elektronen ohne Ablenkung das Atom durch- 
setzen, als nétig waren, den abgeschnittenen Teil S, zu bestreiten, 
wenn jedes eine Frequenz v und die Energie hv strahlte. Die An- 
nahme wire unzulissig, wenn schon alle vorhandenen Elektronen 
nicht ausreichten, den Anteil S, zu strahlen, d. h. wenn 


Esl 


hv 


( Oya 


Ymax 


ware. Dann wire aber erst recht 


“O(v)av Ss 8, + 83 
& peels 
| hace mov? ‘ mv2 aay 
Ymax 9 9 


In allen Fallen, wo der klassische Energieverlust kleiner ist als die 
kinetische Energie des Elektrons, ist unsere Annahme zulassig und 
fiir geringere Elektronengeschwindigkeiten ist ja doch unsere Berech- 
nung von S = §,+ S, nicht mehr richtig. 

Unsere Voraussetzungen lauten jetzt: 

1. Eine groBe Zahl Elektronen mit bestimmten v und @ senden 
ein Spektrum aus, in dem jedes v mit gleicher Intensitat gestrahlt 
wird wie klassisch, solange v < Vmax ist. Fiir v > max wird nichts 
gestrahlt. 

2. Die Strahlung erfolgt nach der hv-Bedingung. Bei einer 
Ablenkung kann aber ein Elektron mehrmals hv strahlen. 

3. So viel Elektronen, als nétig waren, den abgeschnittenen Teil 
(v > Vmax) zu strahlen, gehen geradeaus. 

Wir erhalten als Wahrscheinlichkeit geraden Durchgangs 

Fa  @ 
is = aoa <| C(v)dv < 8 
v Des m 
Ymax Ymax_ 


y2 


Das Verhiltnis des klassischen Energieverlustes zur vorhandenen 
kinetischen Energie gibt also eine obere Grenze fiir die Wahrschein- 
lichkeit geraden Durchgangs. Wenn wir diese Wahrscheinlichkeit 
angenahert gleich 1 setzen, wenn nei 


s>54 


ist, und gleich 0, wenn 


: s<5e 


258 Friedrich Hund, 


ist, bedeutet das, daB die Elektronen, die bei klassischer Bewegung 
in den Kern gerieten, geradeaus laufen und die iibrigen abgelenkt 
’ werden. Unsere erste Fassung (S. 249) zeigt sich also als Annaherung 
fiir die jetzige. 

Wir berechnen jetzt den klassischen Energieverlust S bei der 
Bewegung eines Elektrons in einem Atom, das aus einem ¢-fach 
positiv geladenen Kern und einer gleich stark negativ geladenen 
Schale im Abstand R besteht. Wenn wir von der a die die 
Bewegung durch den Energieverlust selbst erfahrt, vorlaufig absehen, 
so gelten Energie- und Flachensatz 


2 
7? + 12 2 — 2e (2-3) =" 


Ago 4 Te 
reg = v9, 
und es folgt: 
dr 
Cy ees 5 : . 
ez Gg. eo 
v2 — a Se. 
mR mr I 
Wenn wir auch die Beschleunigung als Funktion von r ausdriicken 
; et 2? 
m2)? = 5 
r+ 
erhalten wir als Energieverlust 
R 
4 e622 dr 
368 m?* 2622 262 
r3 prays: ——— ee r— v2 02 
\ ( Sel m e 
Tmin 


Das Integral 1a8t sich zwar allgemein ausrechnen, wir begniigen 
uns aber mit der Berechnung fiir den uns besonders interessierenden 


é Zee. ; 
Fall, wo 2 klein gegen = = ist. Wenn wir statt der Geschwindig- 


keit » die entsprechende Voltzahl V und statt dem Energieverlust die 
ihm entsprechende Voltzahl W einfiihren und g in Angstrém messen, < 
so erhalten wir ) 


Wo 1 Brivee 


@8 v8 
und fiir die Wahrscheinlichkeit geraden Durchgangs 


et | 
Sipeeres ty 
Wm 4 -10 5 pte (10) 
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Zum Wirkungsquerschnitt Q rechnet von jedem Teil 22od@ des 
Atomquerschnittes nur das (1—w)-fache. Der gesamte Wirkungs- 
querschnitt wird also 

R R 


Q = |2xe(1—w)de == aR —2x\wedg. 
0 0 


Wir erhalten aus (10) eine untere Grenze fiir Q); es wird namlich 
Ry R 


Q> a2 ede—ax | 18.10-% 


1 


et 
es V7” 


dabei ist R, der Kernabstand, in dem 


E82 10 es ie 
| ee VV" 
ist. Es folgt 
10 “28 
IRE, — 0,28 Vi 


Be zt 
CO a E — 0,13 i + 0,0012 ai 


und im Falle z= 18, R = 2,7 


q>a|7,3—136 a +64]. (11) 
eet 

Der Vergleich dieser unteren Grenze fiir Q mit dem von Ram- 
sauer.gemessenen Querschnitt (Fig. 6) zeigt, daB sie bei Argon zu 
hoch ist, daS unsere Rechnung also eine noch zu geringe Wahr- 
scheinlichkeit geraden Durchgangs liefert. Eine Beriicksichtigung der 
Veranderung der Bahn infolge des Energieverlustes wahrend der 
Bewegung wiirde den ersten Anstieg der Kurve etwas nach rechts 
riicken, sie schnitte aber immer noch die Ramsauersche Kurve. 
Setzen wir z kleiner an als 18 (Abschirmung), so riickt die Kurve 
‘wieder nach links. Nehmen wir dagegen an, daB vom klassischen 
Spektrum noch etwas mehr abzuschneiden ist, daB die Intensitat etwa 
mit der punktierten Kurve der Fig. 5 gegen.Null geht, so 148t sich der 


1) Hier wenden wir die Gleichung (9) auch auf Falle an, wo die klassische 
Strahlung von der GréBenordnung der kinetischen Energie des ankommenden 
Elektrons ist, obwohl sie nur fiir den Fall abyeleitet ist, wo die Strahlung die 
Bahn nicht merklich beeinfiuBt. Eine hier nicht wiedergegebene Schatzung des 
Fehlers zeigt, daS er fiir unsere rohe Uberschlagsrechnung nicht sehr ins Gewicht 
fallt. Z. B. riihrt der Abszissenunterschied des Schnittpunktes der Kurven mit 
V-Achse in Fig.4 und 6 davon her, daB in Fig.4 die Endbahn des Elektrons 
auch beriicksichtigt ist, in Fig.6 dagegen nicht. 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 18 
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Wirkungsquerschnitt herabdriicken, und da wir in das Gebiet grober 
é(v) kommen, sogar um viel; nur kénnen wir nichts mehr rechnen. 
Nach unseren Uberlegungen darf die groBe Durchlassigkeit 
fiir sehr langsame Elektronen keine auf das Argon beschrankte 
Kigenschaft sein. Die GréfSenordnungen der Geschwindigkeiten, 
bei denen sie auftritt, hatten wir zwar unter einer sehr speziellen 
Annahme gerechnet; qualitativ jedoch mu& das Ergebnis davon unab- 
hangig sein. Sowie iiberhaupt die langsamen Elektronen in den An- 
ziehungsbereich des Kernes kommen kénnen, mu es Geschwindig- 
keiten geben, bei denen sie in der 
Mehrzahl das Atom geradlinig durch- 
setzen. Das Gebiet grofer Durchlassig- 
keit mu8 dabei um so breiter sein, je 
héher die Ordnungszahl des Elements ist. 
Indem wir fiir die Rechnung das 
Kraftfeld im Atom kugelsymmetrisch und 
stetig annahmen, haben wir die abstofende 
Wirkung, die einzelne Elektronen am 
Rand des Atoms auf das ankommende 
Elektron haben kénnen, vernachlassigt. Bei der AbstoBung gleich- 
namig geladener Teilchen haben wir keine Veranlassung, von dem 
klassischen Spektrum Teile abzuschneiden, da ja schon klassisch die 
sich abstoBenden Teilchen nicht mehr Energie strahlen, als sie haben. 
Wir miissen annehmen, dab, wo die klassische Theorie eine Ab- 
stobung ergibt, diese AbstoBung auch stets eintritt. 

Es kann also vorkommen, da langsame Elektronen an einem 
Atom infolge der Wirkung der Randelektronen abgelenkt werden. 
Das Atom hatte dann Stellen, wo es Elektronen kleinster Geschwindig- 
keit geradlinig durchlaBt und Stellen, wo jene Elektronen gar nicht 
eindringen kénnen. Bei symmetrisch gebauten Molekiilen, also den 
Atomen der Edelgase, diirfte diese Wirkung am kleinsten sein; die 
groBe Durchlassigkeit ist am reinsten zu erwarten bei Helium in 
einem sehr schmalen Gebiet bei ganz kleinen Geschwindigkeiten, bei 
Neon in einem etwas breiteren; bei Krypton und vollends bei 
Xenon muB es noch breiter sein als bei Argon. Aus Ramsauers 
Messungen (Fig.1) entnehmen wir bei Helium einen schwachen An- 
satz zu einem geringen Wirkungsquerschnitt, bei Neon aber nur eine 
schwache Abnahme bei kleinen Geschwindigkeiten; bei Krypton 
fanden neuerdings Minkowski und Sponer eine Abnahme, die min- 
destens so ausgeprigt ist als bei Argon; von enon liegen keine 
Messungen vor. 
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Die abstoBende Wirkung der Randelektronen ist fiir kleinste 
Geschwindigkeiten am stirksten; sie kénnte zur Folge haben, da der 
Wirkungsquerschnitt bei ganz kleinen Geschwindigkeiten wieder an- 
steigt, daS ein Minimum bei einer von Null verschiedenen Geschwindig- 
keit vorliegt. Es ist mdglich, da8 das Townsendsche Minimum bei 
0,4 Volt (s.S. 242) so zu deuten ist. Viel stiirker mu8 die Stérung durch 
die Randelektronen bei unsymmetrischen Molekiilen sein, besonders 
bei mehratomigen, so daB es méglich ist, da8 das bisherige Fehlen 
von Anzeichen einer grofen Durchlassigkeit fiir andere Stoffe als 
Edelgase hierauf beruht. 

Die Annahme groBer Durchlassigkeit einiger Atome fiir langsame 
Hlektronen kénnte méglicherweise die Deutung einiger anderer Er- 
scheinungen erleichtern. 

Die Abhangigkeit der Zahl austretender Elektronen beim selek- 
tiven Photoeffekt1) von der Richtung und Polarisation des ein- 
fallenden Lichtes legt die Auffassung nahe,. daB8 das Maximum bei 
diesem Effekt nicht auf einer gréBeren Zahl aus ihrer Lage losgeléster 
Elektronen beruht, sondern darauf, daB die Elektronen leichter das 
Metall durchsetzen. Die Lichtfrequenzen, bei denen der selektive 
Effekt auftritt, entsprichen dann den Elektronengeschwindigkeiten, bei 
denen die Molekiile frei durchlassig sind. DaS der Effekt nur bei 
Alkalien beobachtet ist, liegt vielleicht an der Symmetrie ihrer Jonen 2). 
Eine rechnerische Priifung ist schwer méglich, da wir tiber die Kraft- 
felder von Atomen in festen Koérpern za wenig wissen. Allerdings 
ist auffallend, da8 die Frequenz des Maximums mit steigender Atom- 
nummer abnimmt, im Gegensatz zu unseren Rechenergebnissen. 

Bei der lichtelektrischen Leitfahigkeit von Kristallen 
zeigt der Elektronenstrom, bezogen auf absorbierte Lichtmenge, einen 
deutlichen Abfall auf der Seite groBer Frequenzen8); auch sie kénnte 
daran liegen, da8 bei den entsprechenden Elektronengeschwindigkeiten 
die Atome undurchlissig werden. Auch hier ist jedoch auffallend, 
daB die Grenzfrequenz bei den genauer untersuchten Stoffen Diamant, 
Zinksulfid und Zinnober mit steigendem Molekulargewicht abnimmt. 

SchlieBlich kénnte man daran denken, die Supraleitung etwa 
so aufzufassen, daB bei tiefen Temperaturen, wo die Atome eines 
festen Korpers keine Schwingungen ausfiihren, die Stellen der Durch- 


1) Vgl. RB. Poh! u. P. Pringsheim, Die lichtelektrischen Erscheinungen 1915. 

2) Diese Auffassung ist unabhangig davon, ob die losgelésten Elektronen 

aus dem Metall stammen oder aus absorbiertem Gas. In jedem Fall miissen sie 
ja eine Schicht von Metallatomen durchdringen. 

3) B. Gudden u. R. Pohl, Phys. ZS. 28, 417, 1922. 
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lassigkeit der Atome fiir freie Elektronen geradlinig hintereinander 
liegen, so da% jene Elektronen grofe Wege ohne Ablenkung zuriick- 
legen k6énnen. 


Da die zur quantitativen Abschitzung notwendigen Zwischen- 
rechnungen es erschweren, die wesentlichen benutzten Gedankengange 
klar zu iibersehen, so seien sie hier zam Schlu8 noch einmal zu- 
sammengestellt : 


Beim Zusammensto8 eines Elektrons mit einem Atom entsteht 
unter dem Einflu8 des Atomkraftfeldes eine Ubergangswahrschein- 
lichkeit von der geradlinigen Bahn, auf der das Elektron ankommt, 
auf eine andere Bahn geringerer Energie. Die neue Bahn ist eben- 
falls eine Gerade. Die Energiedifferenz zwischen den Bahnen wird 
nach der hv-Beziehung ausgestrahlt. Die Maximalfrequenz, die auf- 
tritt, ergibt sich aus der Gleichung 


at Ags | 
hVmax —= 4 mv, 


wobei 3 mv? die kinetische Energie des Elektrons vor dem Zusammen- 
stoBe ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeit der Elektronen in andere 
Bahnen darf nur so gro8 sein, da fiir keine Frequenz eine gréSere 
Intensitat sich ergibt, als der klassischen Ausstrahlung entspricht. 
Soweit sind die Uberlegungen anscheinend sehr Abnlich denjenigen, 
die H. A. Kramers?) fiir die Emission des kontinuierlichen Réntgen- 
spektrams annimmt. Fiir langsame Elektronen ergibt unter diesen 
Voraussetzungen eine Annaherungsrechnung, da die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit mit abnehmender Elektronengeschwindigkeit schnell 
klein gegen 1 wird. Ein groBer Bruchteil der langsamen Elektronen 
wird also beim Zusammensto8 nicht strahlen und auf seiner-stationiren 
Bahn bleiben. Die Haupthypothese, die zur Erklarung der grofen 
freien Weglingen angenommen wird, ist nun: Alle Elektronen, die 
keinen Ubergang erleiden, werden vom Zusammensto8 iiberhaupt 
nicht beeinfluSt und laufen somit in alter Richtung weiter. 


& Diese Anschauung weicht von den gewdhnlichen Gesetzen der 
Elektrostatik bewuBt ab; sie steht jedoch nicht im Widerspruch mit 
der Benutzung der Elektrostatik im Bohrschen Atommodell. Denn 
hier wird die Elektrostatik nur als giiltig angesehen fiir die um den 
Kern verlaufenden geschlossenen Quantenbahnen. Fiir das vorliegende 
Problem des ZusammenstoSes eines Elektrons mit einem normalen 
Atom ohne Elektronenaffinitét sind solche Quantenbahnen nicht mehr 
verfiigbar, vielmehr existieren vor und nach dem Zusammensto8 nur 


1) Vgl. FuBnote 8. 255. 


¥ 
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geradlinige stationére Bahnen. Zwischen diese ist ein Quanteniiber- 
gang geschaltet, fiir den auch beim Bohrschen Atom die klassischen 
Gesetze nicht gelten. 

Ferner haben wir nach einer neueren Arbeit von N. Bohr 1) gerade 
dann betrichtliche Abweichungen von der klassischen Elektrostatik 
zu erwarten, wenn der Einflu8 der klassisch gerechneten Strahlung 
auf die Bahn schon bei einem Umlauf vergleichbar wird dem Einflu8 
der elektrischen Anziehungskriifte. 


Géttingen, Physikalisches Institut. 


+) N. Bohr, ZS. £. Phys. 18, 117, 1923. 
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Die Berechnung der Atomgewichte. 
Von Karl Fehrle in Freiburg i. B. 
(Eingegangen am 29. Dezember 1922.) 


Bildet man die Differenzen zwischen den experimentellen Atom- 
gewichten und den von mir frither1) abgeleiteten ,idealen Atom- 
gewichten“, welche nach der Formel fortschreiten 

t 
m, = >) ¥67,7 + (t— 1) 16,59, (1) 


1 


und trigt man diese Differenzen als Ordinaten zu den Atomnummern 
als Abszissen ab, so zeigt sich, daB diese Differenzen eine periodische 
Funktion der Ordnungszahlen mit einer 72 aufeinanderfolgende Ele- 
mente enthaltenden Grundperiode sind, und da jedes Kurvenstiick 
das ungefahre Spiegelbild des um 36 Einheiten friiher liegenden 
Kurvenstiickes in bezug auf die ~-Achse ist?) Da diese Beziehung 
mathematisch genau gilt im Falle, da8 eine Funktion sich durch 
eine Fouriersche Reihe mit nur ungeradzahligen Koeffizienten und 
72 Einheiten als Lange der Grundschwingung darstellen laBt, so 
nahm ich an, daB die erwahnte Erscheinung der Superposition reiner 
Sinusschwingungen ihre Entstehung verdanke, die UnregelmaBigkeiten 
der Atomgewichte also Abweichungen vom ,idealen Atomgewicht“ 
infolge der Kopplung mit dem Ather seien. Ich habe deshalb die 
erwabnte Kurve mittels einer Fourierschen Reihe aufgelist. Die 
Koeffizienten dieser Entwicklung lassen sich darstellen durch den- 
Ausdruck 
2 (72 — n)8 

A, = 2 tS gl 10° p , (2) 
wie ich an anderer Stelle nachgewiesen habe®), wo die Schwin- 
gungszahl der betreffenden harmonischen Schwingung und p das 
gréBte gemeinschaftliche Vielfache zwischen n und 72 bedeutet. Das 
schwierigste Problem jedoch war es, den gesetzmaSigen Zusammen- 
hang zwischen den Phasenkonstanten aufzufinden. Wenn man ihre 
Reihe*) durchgeht, so sucht man auf den ersten Blick vergeblich 


1) Phys. ZS. 21, 162, 1920. 

*) Ebenda 21, 382, 1920. 

3) Uber die Darstellung des periodischen Systems der chemischen Elemente 
mittels harmonischer Schwingungen. Freiburg i. B., Freib. Druck- u. Verlags- 
Gesellschaft, 1922. 
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eine Periodizitat darin festzustellen. Da jedoch bei jeder Phasen- 
verschiebung die Phasenkonstanten ihr Aussehen von Grund aus 
andern, so war damit zu rechnen, da8 eine dem periodischen System 
der chemischen Elemente entsprechende Gesetzmifigkeit vorhanden 
sel, und daB sie sich nur bei der gewahlten Nullpunktlage verberge. 


€ 


Jede Anderung der Phasenkonstanten um Bee verschiebt ja bei der 


von mir gewahlten Kinteilung gegeniiber der festgehaltenen Eintei- 
‘lung der z-Achse die Kurve um eine Einheit, und Phasenkonstanten, 
die vorher verschieden waren, kénnen auf diese Weise gleich werden. 
Eben darum handelte es sich aber, nimlich festzustellen, ob es eine 
Lage gibe, bei welcher den Elementen einer und derselben Gruppe 
des periodischen Systems die gleiche Phase zukommt. NaturgemiB 
begann ich mit den Edelgasen. Die Berechnung geschah nach dem 
Schema 
a + Nu — C, 
B+ nr =e, 

wo « und f die Phasenkonstanten nach der bisherigen Lage der Kurve, 
nm, und n, die zugehérigen Schwingungszahlen der harmonischen Schwin- 
gungen, die mit den Ordnungszahlen der beiden Edelgase zusammen- 
fallen, x.n die Phasenverschiebungen sind, und ¢ eine Konstante be- 
deutet. In der Tat ergab sich, da8 simtliche Phasenkonstanten, deren 
Ordnungszahlen mit denen der Edelgase gleichlauten, mit Ausnahme von 
Neon, fiir = — 7,375, also bei einer Phasenverschiebung von — 7,375 n°, 
gleich werden, namlich gleich 184,50°, wenn der 0-Punkt urspriing- 
lich mit O. Z. 0 zusammenfiel. Fiir die iibrigen Elemente aber ergab 
sich folgendes, indem wir immer die Schwingungszahl der zu der 
 betreffenden Phasenkonstante gehérenden harmonischen Schwingung 
mit dem Elemente von gleicher Ordnungszahl in Beziehung setzen: 
Gehen wir von der zu Ordnungszahl 2 gehérenden Phase als Basis 
im Sinne des Uhrzeigers durchschnittlich um je 90° weiter, so er- 
halten wir die Phasenkonstanten, welche zu O. Z. 3, 4, 5, 6 gehéren, 
also den O. Z. von Li, Be, B und C entsprechen. Dies geht bis C. 
Von hier ab aber miissen wir gegen den Uhrzeigersinn um je 90° 
riickwarts schreiten und erhalten nun die Phasenkonstanten, die zu 
O. Z. 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 gehéren, also den O. Z. einer 
Periode des Systems der Elemente zwischen zwei Elementen der 
Kohlenstoffgruppe entsprechen. Von O. Z. 15 ab miissen wir wieder 
umkehren, also wieder im Uhrzeigersinn um je 90° fortschreiten, um 


die zu den O. Z. 15 bis 27 gehérenden Phasenkonstanten zu er- — 


halten. Die Reihe, die gleichsinnig durchlaufen werden muB8, fiihrt 
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also abermals in die Mitte zwischen zwei Edelgasen. Von hier 
ab miissen wir wieder gegen den Uhrzeigersinn um je 90° fort- 
schreiten, um die zu O. Z. 27 bis 45 gehdrenden Phasenkonstanten 
zu erhalten, also um eine groBe Periode. Hier wendet sich der 
Umlaufsinn abermals. Wir miissen mit dem Uhrzeiger um je 90° 
weiterschreiten, um die Phasenkonstanten fiir O. Z. 45 bis 58 zu er- 
halten. Hier kehrt sich der Umlaufsinn wieder um, und sodann 
nochmals bei O. Z. 66. Es ergibt sich also das merkwiirdige Re- 
sultat, daB8 der Gang der Phasenkonstanten ein Abbild des Ganges © 
der charakteristischen Kigenschaften der chemischen Elemente ist, welche 
die gleiche Ordnungszahl wie die betreffende Phasenkonstante besitzen. 
Der physikalische Sinn dieser Erscheinung kann nur der sein, daB 
die betreffenden harmonischen Schwingungen von den einzelnen Ele- 
menten ausgehen. Selbstverstandlich entsprechen sich hierbei die 
Schwingungszahlen m und die Ordnungszahlen der Elemente 72 —n, 
wie dies in Gleichung (2) zum Ausdruck kommt. Dies Andert an 
den vorstehenden Uberlegungen nichts, da die Periodeneinteilung des 
Systems der Elemente symmetrisch zu O. Z. 36 verlauft, wie sich ja 
auch in den seltenen Erden die Periodizitat der beiden ersten Gruppen, 
nur schwacher ausgepragt, nachweisen laBt. Wollte man sich das 
Verhalten der Materie an dem Bilde eines an einem Draht auf- 
gehingten, um dessen Achse Schwingungen ausfiihrenden Ké6rpers 
klar machen, so wiirde sich nach vorstehendem folgendes Bild er- 
geben: Die Edelgase entsprechen dem Zustande des Systems, wo die 
Spannung Null ist und die ‘Rotation ihr Maximum erreicht, Die 
Elemente der vierten Gruppe und die mittleren Elemente der Triaden 
entsprechen dem Zustande, wo die Spannung ihr Maximum erreicht 
hat, und die Rotation ihren Sinn umkehrt. Die ersten Halften der 
Perioden, also die Reihen von den Alkalien ab, entsprechen dem 
Zustande, wo die Spannung wichst und die Rotation abnimmt, die 
zweiten Halften, also die Reihen auf die Halogene zu, entsprechen 
dem Zustande, wo die Spannung abnimmt und die Rotation wichst. 
Nach dem Vorstehenden werden die Phasenkonstanten durch 
folgende Formel wiedergegeben: 
On = 184,50 — 90 (m — n)(— 1). (3) 
Hier bedeutet m die Schwingungszahl der betreffenden harmonischen 
Schwingung, m bedeutet in den Intervallen von O. Z. 1 bis 27, 37 
bis 45 und 55 bis 72 die Ordnungszahl des dem Element von der 
O. Z. m unmittelbar vorhergehenden Edelgases, in den Intervallen 
von O. Z. 28 bis 36 und 46 bis 54 die Ordnungszahl des dem Ele- 
ment von der O. Z. m unmittelbar folgenden Edelgases. Fiir die 
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Ordnungszahlen der Edelgase ist als naichstliegendes Edelgas dieses 
selbst zu betrachten. r gibt an, das wievielte Edelgas das der 
O. Z. n zunachst liegende ist, wenn als erstes Edelgas He gerechnet 
wird. Die O. Z. 62 und 70 sind hierbei wie solche von Edelgasen 
zu rechnen. Wenn die einer Ordnungszahl benachbarten Edelgase 
gleich weit entfernt sind, ist r nach dem vorhergehenden zu ziblen. 
Wenn diese Anweisung genau eingehalten wird, ist die Formel ein- 
deutig und jedes} Mifverstindnis in bezug auf die voranstehenden 
Darlegungen ausgeschlossen. Nachdem dies gesagt ist, kann sie natiir- 
lich auch einfacher geschrieben werden, naimlich 


2, —= 184,50 + - 1, 


wo / die Entfernung der O. Z. n von derjenigen des nichstliegenden 
Edelgases bedeutet und bei Linksdrehung positiv, bei Rechtsdrehung 
negativ zu rechnen ist. Da der Einblick in den gesetzmaBigen Gang 
der Phasenkonstanten durch Phasenverschiebung um — 7,375.n° ge- 
wonnen wurde, so mu$8 man, um zur friiheren Darstellung zuriick- 
zukehren, d.h. damit die unten mitzuteilende Formel die Atom- 
gewichte durch Einsetzen der iiblichen Ordnungszahlen, also ¢ = 1 
fir H, ¢ = 2 fiir He usf. liefert, zu (3) wieder 7,375.n° addieren. 
Es ist also: 

®, = 184,50 — 90 (m — n) (—1)" + 7,375 .n. (4) 
Mithin ist nach (1), (2) und (4) das experimentelle Atomgewicht des 
Elementes von der O. Z. ¢ gegeben durch 

aay 
uy, = = 67,7 + (é— 1). 16,59 
n=72 


2(72 — . [2unt ; 
DS Om sin | = + 1,025 x — = (m—n)(—1) + 0,0412|- 


Freiburg i.B., Dezember 1922. 


268 


Die Normalbahnen des Serienelektrons der Alkalien. 
Von A. Th. van Urk in Leiden. 
Mit einer Abbildung. (HEingegangen am 16. Dezember 1922.) 


In einer interessanten Arbeit1) hat E. Schrodinger gezeigt, daB 
die scheinbare Unganzzahligkeit der s-Termquantenzahl aus der Hypo- 
these abzuleiten ist, daB das 4uBere Elektron in die inneren Schalen 
des Atoms eindringt. Ausgehend von einer zweiquantigen Achter- 
schale im Wiirfelverband mit Kreisbahnen nach Landé berechnet er 
den Radius der Schale zu 0,614 a) = a) (a) = Radius der innersten 
H-Bahn). Um die Durchrechnung zu erméglichen, ersetzt er dann die 
Wirkung der Schale auf das Serienelektron durch die einer Kugel- 
schale mit gleichférmiger Flichenbelegung. Die Bahn setzt sich dann 
zusammen aus Stiicken von Keplerellipsen, die bei den effektiven Kern- 
ladungen Z (auBen) und Z’ (innen) durchlaufen werden. Die Euergie 
ist die nach den gelaufigen Formeln berechnete Energie der auBeren 
Bahn, weil nur diese dabei auf das gewohnte Nullniveau im Unend- 
lichen bezogen wird. Als scheinbare Quantensumme erscheint nun 


n* = 


tiven StérungsgréBe 
A=n+n' —n*, 
welche Schrédinger sehr angendhert konstant findet, gleich 
0,74 + 0,01. 

Zweifellos wird es nun eine Reihenentwicklung geben, welche das 
als notwendig erkennen 1aBt. 

Die zwei Keplerellipsen, aus welchen die Bahn zusammengesetzt 
ist, werden nun zwar nicht ganz durchlaufen, aber es fehlt beiden nur 
eine so kleine Strecke, daB wir dies in erster Ann&herung vernach- 
lassigen kénnen. Bei der duBeren Kurve ist diese Strecke klein, weil 
der Radius der obengenannten Kugelschale kleiner ist als der Para- 
meter der Ellipse; bei der inneren Ellipse hat eine kurze Rechnung 
mich iiberzeugt, daB der hinausragende Teil der Bahn ganz klein ist 
wegen des hohen Wertes der Kernladung. 

Wir koénnen also setzen n’ = m+n); nj fiir die AuBere, N fiir 
die innere Kurve und 2) 

m 1 my 1 
a iene es 
1) ZS. f. Phys. 4, 347, 1921. 
*) Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl, 8. 289. 
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Nach Substitution in die Formel fiir 7 finden wir: 
A 1 
ae xe yl—e? —eé 
Auch der Ausdruck Schrédingers, 
ey ee ' Uo Uo 
el Spee eae 
gibt dasselbe an der unteren Grenze von ¢, fiir welche die Perihel- 
distanz der auBeren Ellipse gleich dem Radius der Kugelschale ist, 
wo die Ellipsen die Schale also nicht mehr schneiden, sondern sie und 
einander beriihren und dann auch ganz durchlaufen werden. Wenn 
wir aber sehen wollen, wie gro8 die Abweichungen von obengenannter 
Formel bei den anderen Werten von ¢ in Schrédingers Tabelle auf 
S. 354 sind, ist es notwendig, den Ausdruck von Schrédinger in 
eine Reihe zu entwickeln. In seiner Arbeit finden wir noch die 
folgenden Formeln: 


n2 n? 
BS 008 Py pT = 008 Pees eat 
Yé sin Po = é' sin Mo, Py Ze, 
€ = Verhialtniszahl des Kugelradius zum Radius der innersten 
H-Bahn. 
é = numerische Exzentrizit’it der 4uBeren Bahn. 


@,) == wahre Anomalie der 4u8eren Bahn im Eintrittspunkte in 
die Kugelschale. 

Uy == exzentrische Anomalie in demselben Punkte. 

é', Mo, uw sind dieselben GréfSen fiir die innere Bahn. 

Wegen der Symmetrie schreibe ich diese: 


ZEecos Py = n*? — ZE, (I) 
Z Eé' cos po = 0? — ZG, (II) 
ZEEsin Po — ZEe' sin Mo. ; (IIT) 


Quadriert und addiert man diese Formeln, so bekommt man: 
Z2E2E2 — (m2? — Z6)2 — Z'2E26'2 — (mn? — 76)? = we (IV) 
Dieses w will ich als Variable einfiihren. Der Vorteil dieser 
Formel ist, da8 man zu jedem Werte von é unmittelbar den Wert 
von é’ finden kann. Bei Schrédinger ist Z= 1, Z'= 9, € = 0,614, 
n = 1, also reduziert sich die Formel auf 


9 —— __ . 
2 = © + 0,666 


Man sieht hieraus sogleich die angenaherte Konstanz von é’ bei 


1 
den verschiedenen Werten von ¢ und eit Coe auch von Vine? 
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Bemerkenswert ist noch die Konstanz der Periheldistanzen der inneren 
Kurven bei verschiedenen Werten von é. Ich hatte namlich bei einer 
kurzen Rechnung gefunden, daB die Differenz des oberen und unteren 
Wertes der Periheldistanzen der inneren Bahbnellipsen sehr klein war. 
Eine genauere Rechnung hat nun als Differenz dieser beiden heraus- 


pena (i— aot) Wr 
4 72 2Z¢ 
Es kommen nur noch héhere Potenzen von y, also variiert die 
Periheldistanz nur mit der dritten Potenz der reziproken Kernladung. 
Man bekommt demnach im Falle Schrédingers nur eine Differenz 
von 0,0001a@ zwischen dem oberen und unteren Wert der Perihel- 
distanz der inneren Bahnkurven, was doch sicher eine sehr weitgehende 
Konstanz ist. Dieses ist fiir das Folgende nicht von Wichtigkeit, 
aber konnte hier leicht eingeschaltet werden. 
Man findet nun aus den Formeln (I) bis (IV) 


gestellt: 


: w w nu 
sin Po —— Zee’ tg Po — Prem 2 (V) 0 <= Po Se 9” 
Lied w w 1 : 
sin Do >= Zee” tg Qo 7 ni Ze (VI) 9 <a Po <a I, 
und mit Hilfe der bekannten Formeln: 
sin Po 1 oo Z& 


1+ €cos Qo’ l+tecosg, m2’ 


sin) = Yl—e 


_  _ fl—ew Lf 
S10 Up hela (VII) 0 = Uo <i 9 


ahnlich 
stays Vis Seer eee, 
OR g! No ( ) 9 <a Uo <a We 
Aus sin 9) < 1 folgt w << Ze. Der Maximalwert von w ist also 
gleich € und wesentlich fiir die Reihenentwicklungen ist € < 1. 


Nun ergeben sich aus der arc tg-Reihe und aus der arc sin-Reihe 


it 1 ws LS ith 
ni— Ze” (w—zee 8 * @—ape5 to 


Pie —— 


Moi dL fw , Ll mets | 8/1 — 82\2 we 
Vi ets slate @2 ae tag ga eae 
j = Uirelieaie® cof te 3\3 
Weiter kénnen rome é A ( m 2 ) usw. in Potenzreihen von w 


entwickelt werden aus (IV) und man findet nach einfacher, aber lang- 
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weiliger Rechnung eine Reihe, die nur einfach wird, wenn man » — 1 
nimmt, namlich: 
Uo 1 wi  2(1—Z£) 41 ws 


— ~ + 


ae V1 east el Bes (l— ze) 15 
aS Zea (= zey ae er 


(1 — Z§)5 35 
‘n 35 — 58 ZE + 36 226? — 8 2868 w? 
5 (1 — 26)? 63 


Die Koeffizienten von w%, w® und w7 zeigen eine gewisse Regel- 
mafigkeit, die bei w® verschwunden ist. Wie ich glaube, ist der letzte 
Koeffizient nicht mehr einfach zu schreiben. 

Auf dieselbe Weise findet sich, mit Beriicksichtigung der an- 
gegebenen Grenzen: 

oe = ae ae ae Se ae 
yl —é’ P= _3 1—ZE 3 


Endlich ergibt sich nun die Reihe, um die es zu tun war: 


4 ate ) ws i 
fe a 1—Z'E/ 3 
Es bleiben nur Glieder von dritter und héherer Ordnung in w, 
und der Maximalwert von w ist bei Schrédinger nur 0,1089, so da& 


—1+ —F der Hauptteil der Reihe ist und die Terme mit w%, 
yl— 
w®, w7 usw. nur Korrektionsglieder sind. 
Ich habe nun hier zusammengestellt, gerechnet mit den « -Werten 
in Schrédingers Tabelle, 4, berechnet 4hnlich wie bei Schrédinger, 
aber mit Hilfe von Formel (IV), 4, aus der Reihe mit w3, w*> und w? 


1 afin i 
(der Term mit w? ist positiv), —1 nae pear = und schlieBlich den 
yi=e 
A-Wert von Schrédinger (43). 


4, 4g wah ji—e? 4s 
We 
0,7430 0,7430 0,7430 0,7429 

7434 7432 7432 741 
7439 7440 7453 743 
7442 7442 7483 750 
7426 7414 7561 739 
7411 7377 7601 742 ZA 
7407 7367 7610 74 
7406 7353 7619 73 
7402 7841 7629 74 


272 A. Th. van Urk, 


Die Variation von 4, ist also in Wahrheit noch kleiner, als die 
offenbar ungenaue, Schrédingersche Berechnung erkennen laBt. Der 
Verlauf ist iibrigens vollkommen regelmaBig, wie zu erwarten. Ich 
habe nun eine empirische Formel genommen, namlich die Formel von 
van Lohuizen!): 


109 675,0 
1 AS (x + 1,637 773 + 0,000 000 469 69 v)2- 
Wenn man in diese Formel die Werte x = 0, 1, 2 usw. einsetzt, 


bekommt man die Frequenzen der Terme der zweiten Nebenserie des 
Natriums (erste Komponente). Der Nenner des Bruches ist nun 


n 2 : : 7S 
ae - = (n+ n'— 4)? zu nehmen. Man findet als kleinst még- 


yl-—# 

lichen 4-Wert also (Lim 4 = cc) 2— 1,65 = 0,35. Ich habe nun 7 
berechnet fiir verschiedene Werte von «, dann sah ich aber, daB der 
Verlauf der 4-Werte?ganz ahnlich war wie bei den berechneten 
4,-Werten ”). 

Ich glaubte, es lohne die Miihe, einen Radius zu berechnen, bei 
welchem der berechnete mit dem wirklichen 4-Werte ungefahr stimmt. 
13900 


Es ist aber unméglich, mit dem 
4-Werte 0,35 einen verniinf- 
tigen Radius zu finden. Man 
findet nimlich beim Werte des 
Radius 0,50 schon einen 4-Wert 
gleich 0,59, und da 4 mit dem 
Radius wachst, so kommt man 
nie zu 0,35, aber wohl zu 
1,35 — 3—1,65. Mit diesem 
Werte rechnend, fand ich fiir 
den Radius 1,358 a) (siehe Figur). 


A | A 

(van Lohuizen) berechnet 

ESeOe 1,3702 1,8887 

3581 3638 

3546 3573 

3531 3545 

3521 3531 

8519 3524 

3516 3518 

1,3500' 2 

ToraLe iirc 3014 3518. 


1) van Lohuizen,_Dissertation Amsterdam 1912, _ 
2) Nur nicht zwischen »! = 1 und n! = 2, 
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Die Rechnung wurde folgendermaBen gemacht: Ich setzte den 


Nenner des Bruches von van Lohuizen gleich n* = ————— — ——— 

i Vite By 1 
und fand also ¢, mit Hilfe von Formel (IV) e’ und rechnete dann 
weiter mit den angefiihrten Formeln von Schrédinger. Obgleich 
es auch im Falle € > 1 sicher eine Reihenentwicklung geben wird, 
ist es mir nicht gelungen, diese aufzufinden. Ich habe aber nicht viel 
Miithe darauf verwendet, weil auch schon die erste nicht gentigend 
konvergierte fiir die genaue Berechnung von Z. 

Man bekommt nun einen schénen Verlauf der 4-Werte und die- 
selbe Quantenzahl wie Bohr !), was doch sicher eine ganz merkwiirdige 
Sache ist. Man wiirde vielleicht noch bessere Ubereinstimmung der 
A-Werte gefunden haben, wenn man nicht eine Kugelfliche mit kon- 
stantem Radius genommen hatte, sondern den Radius mit der An- 
naherung des Serienelektrons hatte variieren lassen, Es hat aber doch 
vielleicht wenig Nutzen, dies durchzufiihren. Auch habe ich die 
A-Werte gerechnet bei Li, und obgleich hier die Naherung eine noch 
viel grébere ist als bei Na, findet sich auch hier gute Ubereinstimmung, 
Z = = § = 1,346); d.h. man 
kann hier 4 = 0,40 bekommen und braucht nicht zu 1,40 zu gehen. 

Ich habe noch eine sehr approximative Rechnung gemacht, um 
ungefahr die Grenze des 4-Wertes zu finden bei den tibrigen Alkalien 
unter der Annahme: Feld auSen — 1, Feld innen = Z’ (Kernladung), 
n = 1, € = 0,50, also kleinst méglichen Wert, und schlieBlich ¢ = 1, 
so bekommt man einen kleinsten Wert von 4, da J mit dem Radius 
wachst, wie schon gesagt. Der Verlauf der J-Werte zeigt, daB auch 


und zwar mit der Quantenzahl 2 (vy = 


€ = 1 den kleinsten Wert fiir 4 gibt. In erster Annaherung habe 


ich noch ; 
4 = —14———— 
y1— 2 — ¢/3 
genommen. nee 
Aus Formel (IV) berechnet sich é’ zn —{— 7 und 
Z 
a ee Cer ee ss 
ta * oyz—1 Ben 


Ehe ich die Resultate der Rechnung gebe, mu8 ich noch hervor- 
heben, da8 ich hier Z’ = Kernladung genommen habe und nicht, wie 
erst bei Natrium, wie es auch Schrodinger gemacht hat, Z’ — (Kern- 


1) ZS. f. Phys. 9, 42, 1922. 
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ladung —2). Nachher habe ich es fiir richtiger gehalten, nichts von 
der Kernladungszahl abzuziehen, weil das etwas tiber Elektronen- 
verteilung im Atome voraussetzt. Ich hatte naimlich bei der Be- 
rechnung bei Na gesehen, daf das Serienelektron vielleicht naher an 
‘den Kern herankommt, als selbst die innersten Elektronen. Daher 
habe ich auch bei Na die approximative Rechnung gemacht und ge- 
funden, daB ich zu demselben Schlu8 kam wie vorher. Bei Li war 
das nicht notwendig, weil da die Rechnung nicht anders gemacht 
werden konnte. Man findet nun: 


| Z! Of et AES 
| 
yiNvapiadtinrs 11 0,74 1,63 
ae SN ena 19 1,24 a eee 
Rio eee ae 37 2,08 1,80 
Osthkeheth. 55 2,74 1,87 


Die unter N genannten Zahlen sind n+” —Z fiir den ersten 
Term der scharfen Nebenserien des betreffenden Alkalis. Immer mu 
im Auge behalten werden, daB die hier gegebenen 4-Werte Minimal- 
werte sind, also nur gréBer werden kénnen. Man kommt demnach 
zu den folgenden Minimalwerten fiir n+ mn’: 


| 4+N | n4nl 
Na Stlsts a ae 2,37 3 
fe a ea! 3,01 4 
RW od nak te 3,88 2 
Cilesoie ta 4,61 2 


Li, Na und K geben also ohne weiteres die totalen Quanten- 
zahlen 2, 3 und 4, bei Rb ist es noch plausibel, daB man-5 nehmen 
soll, bei Cs aber kann man 5 nehmen und man wird auf 6 nur 
schlieBen, wenn man bedenkt, daB8 der Radius bei Os gréfer sein 
wird als bei Rb, weil das Atomvolumen von Cs gréfer ist, und gréBerer 
Radius gréBere J-Werte gibt. 

Man findet demnach mit Hilfe der relativ einfachen Annahme, 
daS das Serienelektron vom Felde 1 durch eine Diskontinuitatskugel- 
fliche mit Ladung Z’—1 hindurch in das Feld der Kernladung Z’ 
tritt, also mit einer Annahme, die sicher weit von der Wirklichkeit 
abweicht, dieselben Quantenzahlen wie Bohr (loc. cit.) und, wie die 
genauen Rechnungen fiir Li und Na gezeigt haben, ziemlich gute 
Ubereinstimmung der J-Werte bei verschiedenen Werten von n', was 
bei so einfachen Annahmen kaum erwartet werden konnte. 

Leiden, Dezember 1922. 
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Adsorption von Silbersalzen an Silber- und 
Goldoberflachen. 
Von E. &. Rudberg und H. vy. Euler in Stockholm. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 31. Dezember 1922.) 


Ziel der Untersuchung. Wabhrend die friiheren Arbeiten iiber 
Adsorption im wesentlichen dazu gefiihrt haben, fiir die einzelnen 
festen Sorptionsmittel die Beziehungen zwischen der Menge des auf- 
genommenen und des in der Umgebung pro Volumeinheit vorhandenen 
Sorbates zunichst formal mathematisch darzustellen, bricht sich nun- 
mehr die Uberzeugung Bahn, da& im Gebiet der Adsorptionserschei- 
nungen erst dadurch tatsaichliche Fortschritte erzielt werden, daB wir 
auf die chemischen und elektrischen Phasengrenzkrafte naher eingehen 
und versuchen, die Sorptionen mit anderen chemischen und elektro- 
chemischen Vorgangen quantitativ in Beziehung zu setzen. 

Nimmt man die chemische Statik homogener Systeme, welche 
mit den Konzentrationen der miteinander reagierenden Stoffe rechnet, 
zum Ausgangspunkt fiir die Buhandlung chemischer Sorptionsvorginge, 
so tritt hinsichtlich der sorbierenden festen Phase an Stelle der Kon- 
zentration die Gréfe und Beschaffenheit der Oberfliche. Auf die 
Charakterisierung der Oberflache wird sich also das weitere Studium 
der Sorptionserscheinungen in erster Linie zu richten haben, und die 
Feststellung der Quotienten: 


Anzahl sorbierter Molekiile 
Einheit der Oberflache 
Anzahl sorbierter Molekiile 
~ Anzahl Molekiile in der sorbierenden Oberfliche 


diirfte somit eine der wichtigsten Aufgaben auf diesem Gebiet sein. 

Theoretisch am durchsichtigsten sind nun zweifellos solche Falle 
von Sorption, welche entweder die Folge einer bekannten in einer 
Richtung verlaufenden chemischen Umsetzung sind, wie etwa der 
Salzbildung zwischen einer starken Saure und einer starken Base, oder 
bei welchen sich die Stoffaufnahme an der festen Oberfliche mit bercits 
bekannten elektrischen Erscheinungen in Beziehung bringen ]4Bt. E:lel- 
metalloberflachen scheinen fiir Messungen der Sorption ein besonders 
giinstiges Versuchsobjekt zu bilden, teils wegen der verhaltnismaBig 


bzw. 


geringeren Schwierigkeiten, die sorbierende Obeflaiche zu messen, teils 


weil die Ausbildung der elektrischen Doppelschicht zwischen Metall 


_und seiner Salzlésung von anderen Gesichtspunkten aus schon eingehend 
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studiert ist und weil der Zusammenhang mit der Nernstschen Theorie 
der Potentialdifferenzen Metall—Elektrolyt besonderes Interesse bietet. 
Das Ziel unserer Untersuchung war also, die Konzentrationsande- 
rungen méglichst genau zu messen, welche in einer verdiinnten 
Silbersalzlésung unter dem Hinflu8B einer Silber- oder einer 
Goldoberflache von bekannten Dimensionen eintreten. 
Orientierende Untersuchungen iiber Ionengleichgewichte an Metall- 
oberflichen sind von Euler und Hedelius 1) und spater von Euler 
und Zimmerlund 2) angestellt worden, und zwar ebenfalls mit den 
festen Edelmetallen Silber und Gold in Beriihrung mit Silbersalz- 
lésungen. Die Hauptschwierigkeit bestand schon bei diesen Messungen, 
aus welchen die GréSenordnung des gesuchten Effektes hervorging, 
in einer einigermafen sicheren Ermittlung der Metalloberflachen. 
Besonders groB waren diese Schwierigkeiten beim Arbeiten mit Metall- 
pulvern, und die Gesamtoberfliche des zu jedem Versuch verwendeten 
Metalls konnte eigentlich nur geschatzt werden. Linen Fortschritt 
brachte bereits die Verwendung von Blattgold als Sorbens. Nun waren, 
obwohl das Material beim Schiitteln zerrissen wurde, die adsorbierenden 
Flachen genauer bestimmbar, aber die Goldblatter zeigten eine Neigung, 
zu dickeren Schichten zusammenzukleben und die Beschaffenheit des 
Adsorbenden an sich — das Blattgold enthielt neben 8,5 Proz. Silber 
noch Verunreinigung von Blei — machte Priifungen mit anderen 
Oberflichen der gleichen und reineren Metalle wiinschenswert. 


Versuchsanordnung. Auf Grund der eben erwihnten Erfah- 
rungen sind wir zur Verwendung eigentlicher Metallbleche iiber- 
gegangen; hier konnten die Fehler in den Dimensionsbestimmungen 
sicher unter diejenigen der Analyse herabgedriickt werden, obwohl 
wir mit kleineren Oberflichen arbeiten muSten. 

Die Silber- und Goldbleche — letztere verdanken wir dem Vor- 
stand des Kéniglich schwedischen Miinzamtes, Herrn Miinzdirektor 
K. A. Wallroth — wurden so gerollt, daB8 ihre gesamte Oberfliche 
frei war. Die Rollen wurden mit der zu untersuchenden Silbernitrat- 
lésung in durch eingeschliffene Stopfen verschlieBbare Glasréhren bis 
zur Kinstellung des Adsorptionsgleichgewichtes maschinell geschiittelt. 

Die Dicke der Goldbleche betrug etwa 0,2 mm, die der Silber- 
bleche etwa 0,15 mm. 

Die Goldbleche warden mit Salpetersiure (4 norm.) gereinigt und 
dann von der Siure durch Wasser befreit. Die Silberbleche wurden 


1) Euler und Hedelius, Sv. Vet. Akad. Ark. f. Kemi 7, Nr. 31, 1920. 
2) Euler und Zimmerlund, ebenda§, Nr. 14, 1921. 
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zur Reinigung zuerst mit Wasserdampf, dann mit Alkoholdampf be- 
handelt, dann mit Wasser gespiilt und bei 100° getrocknet. 

Die Sorption wurde durch die Konzentrationsabnahmen in den 
Silbernitratlésungen ermittelt. Die Konzentrationsbestimmungen ge- 
schahen durch Titration der Lésung vor und nach der Sorption, und 
zwar nach der Methode von Volhard mit 0,005 norm. Rhodan- 
ammoniumlésung unter Verwendung von Mikrobiiretten. 

Einige einleitende Vorversuche wurden auch von uns mit Blatt- 
gold ausgefiihrt. Dasselbe hatte die gleiche Zusammensetzung, wie 
friiher angegeben (90,8 Proz. Au und 8,5 Proz. Ag). Es wurde vor 
dem Gebrauch mehrmals mit 2 norm. Salpetersiure gereinigt, dann 
mit Wasser wiederholt gewaschen und bei 100° getrocknet. Die Be- 
ziehung zwischen Gewicht und Oberfliiche des Blattgoldes wurde durch 
besondere Versuche festgestellt, bei welchen die Oberflache ausgemessen 
und das Gewicht der Praparate durch Wagung ermittelt wurde. 


Experimentelle Ergebnisse. 
1. Vorversuche mit Blattgold.. Wie aus der letzten Spalte 
der Tabelle 1 ersichtlich wird, sind die Abweichungen zwischen den 


Tabellel. Blattgold-Silbernitratlosung. 
Lésungsvolumen 10 ccm. 


} ] jl 


= FA | mg Ag 
.. ) on . . . 
3S 3 Oberflache ’ 3| in der Sorbiert Sorbiert 
Bis s 2 woe pene urspriingl. mg Ag per m2 
ro n Loésung 
ey | 
7 B 5 a sOshiat 5,05 - 5,4 0,57 + 0,05 3,3-+ 0,3 
8 A 19 0,2454 | 5,05 5,4 1,2 +0,05 4,9 + 0,2 
9 B 19 0,1647 5,05 — 5,4 0,45 + 0,05 2,8 + 0,3 
16 Cc = 0,1873 5,05 5,4 0,36 + 0,05 2,0 2: 0;3 
iL? B = 0,1197 5,05 5,4 0,34 + 0,05 2,8 + 0,5 a 
4 B 4l/y 0,1837 7,56 8,2 0,66 + 0,05 3,6 + 0,3 
5 A 5 0,2398 7,56 8,2 1,60 + 0,05 6,9 + 0,2 
“*6 C 16 0,2706 7,002-—Han 66,5 1,30 + 0,05 4,9 + 0,2 
1 A 2 0,2519 9,93 10,7 0,92 + 0,05 3,7 + 0,2 
2 B 2 0,1931 9,93 10,7 0,80 + 0,05 41+ 0,8 
3 A 4 0,2514 9,93 10,7 0,90 +0,05-|~ 3,6 + 0,2 
10 (OM. 4 0,2279 9-93. eel Osi 151-2350 05 4,9 + 0,2 
aM! B 3l/, 0,1544 9,93 10,7 0,71 + 0,05 4,6 + 0,3 
14 Cc a 0,1952 20,4 22,0 | 0,92 + 0,05 4,5 + 0,3 
15 B. — 0,1350 20,4 22,0 0,66 + 0,05 4,9 + 0,4- 
18 D 36 0,2499 24,9 26,9 14) t20,05nrsed bet 0;2 8. 
20 D = 0,2355 24,9 26,9 1,4 + 0,05 5,8 + 0,2 
12 C 41/, 0,2109 33,2 35,8 Pees 0305 5,2 + 0,2 
13 B 5 0,1430 | 33,2 35,8 0,83 +.0,05 5,8 + 0,4 


* Lésungsvolumen 8 ccm. 
19* 
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einzelnen, mit gleichen Silbernitratlisungen angestellten Versuchen 
bedeutend gréfBer, als dies durch die Titrationsfehler bedingt wird. 
Als Ursache dieser Unregelmabigkeiten kommt hauptsichlich das 
Zusammenkleben der einzelnen Goldblatter in Betracht; vielleicht hat 
auch das beim Schiitteln der Goldblitter in der Silbernitratlésung ein- 
tretende ZerreiBen die GréBe der Oberflache merkbar beeinfiuBt. Man 
kann diesen Versuchen kaum mehr entnehmen, als da die Sorption 
mit steigender Konzentration der Lisung zunimmt und einem Maximum 
zuzustreben scheint. 

2. Versuche mit Goldblech. Oberflaiche: 5,296 dm% — Zu- 
sammensetzung: 97,6 Proz. Au; 2,4 Proz. Cu. Bei diesen Versuchen 
war also die Oberflache erheblich kleiner als bei den Versuchen mit 
Blattgold; andererseits konnte auch das Volumen der Lésung auf die 
Halfte, also auf 5 cem verkleinert werden, so da der zu messende 
Effekt nur im Verhaltnis 5:2 verkleinert wurde. Wie aus der Tabelle 2 
hervorgeht, wurden nun auch bedeutend konstantere Resultate erzielt. 


Tabelle 2. Goldblech-Silbernitratlésung. 
Oberflache: 0,05296 m2. Lésungsvolumen 5 cem. 


| 


oe ee ee mg Ag in | Sorbiert | Sorbiert |  Sorbiert 
Be oN ea: |e et, | Sonat der Lebanese coo aaa |" Mal 
ares = jurspringl.| mo Ag nach der 2 are 8 . 3 s 

Als Lésung % Sorption in Proz. ee a a 
3 || 3| 5,08] 2,74 /0,183+0,03) 2,61+0,03) 5,0+1,0 | 2,4+0,6  0,023+0,006 
4 | 4| 7,47] . 4,03 |0,18+0,03| 3.85+0,03) 4,7+0,8 | 3,4+£0,6 | 0,032+0,006 

1m.fl.*| 1| 9,87} 5,32 0,22 +0,03) 5,10+0,03) 4,3+0,6 | 4,2+0,6 | 0,039+0,006 

5 115 116,6 8,95 |0,26+0,03/ 8,69+0,03 3,0+0,4 | 4,9+0,6 | 0,045 +0,006 
7 |15|24,4 | 13,2 |0,27+0,03/12,95+0,05! 2,1-0,3 | 5,1+0,6 | 0,047 +0,006 
6 || 3/38,2 | 17,9 |0,27+0,08/17,63+0,05 1,6+0,2 | 5,1+0,6 | 0,047 +0,006 


* Aus der Versuchsreihe zur Bestimmung des Temperatureinflusses (vgl. 8. 280). 


Die hier mitgeteilten Zahlen werden durch die Kurve I der Figur 
veranschaulicht. Die Kurve steigt im Gebiet der niederen Silber- 
konzentrationen geradlinig, kriimmt sich dann und nihert sich asympto- 
tisch einem Grenzwert, der zu 5,3 mg Ag geschitzt werden kann. 

3. Versuche mit Silberblechen. Wir geben die Versuche 
mit zwei Blechen von verschiedener GréBe an: Oberflachen: 3,111 dm2 
und 6,238dm?. Silbergehalt: 99,98 Proz. In der folgenden Tabelle 3 
sind die mit den beidén Silberblechen I und II erhaltenen Resultate 
zusammen gestellt. 

Die mit den beiden Blechen erhaltenen Punkte lassen sich gut 
durch die Kurve II der Figur zusammenfassen, obwohl sich die 
OberflachengréBen des sorbierenden Metalls um rund 100 Proz. unter- 
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Silberblech-Silbernitratlésung. 

Lésungsvolumen 5 cem. 
NS 
| | | 
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merle Ober: |. jmgAg; mg Ag | Sorbiert RO ENE ne 
Nr is z| fliiche ee eae sorblematnin - i ‘Nicht. sega! 
lo =e Ce 4 10° ispriing|. me Ac nach der As\1s : 
.) a oa viel Sad “Losung } 4 | Sorption shewisrly BRAS ee eee 
| | T T\ ated ae 
1 || I—/0,03111] 9,93) 5,36 |0,59+0,03; — as -- — 
9 ||1T;20/0,06238/ 33,2 | 17,9 (3,3 40,03) — —_ — — 
4} I} 5!0,03111 5,09 | 2,72 |0,12+ 0,03 2,60+0, 03/4,6+1,214,0+0,9 9| 0,037 £0,009 
5 || 1/14/0,03111) 5,05; 2,72 |0,12+0 303 2,60+ 0,03/4,6 +1,2/4,0 40,9) 0,037 £0,009 
16 ||1T/15|0,06238} 7,47| 4,03 |0,32+ 0,03 3,71+ 0,03/8,6 + 0, 8/5,1 + 0,5) 0,048 + 0,005 
2 | TL 5/0,03111' 9,93] 5,36 0,20 0, 03 5,16+ 0,03'3,9 +0,6|6 6,5 +0. "9! 0,060 +9,009 
3 || I} 5/0,03111! 9,93| 5,36 0, 19+ 0,03 5,17+ 0,03 3,;70,6 6,1 +0,9 0,057 + 0,009 
89m.fi.II} 1}0,06158 9,87! 5,32 0,34+0,03/4,98 + 0,03 6,8+0,6/6,4+0,5| 0,059 +.0,005 
15 ||11'15|0,06238 16,6 8,95 0. 47 + 0,03)8,48+ 0 03 5,540,4/7,5 + 0,5] 0,069 + 0,005 
6 | I| 310,03111 20,4 11,0 |0,24+0,03/10,8+0,05 2,2 +0,3/7,8+0,9| 0,072+0,009 
7 || 1'36/0,03111 20,4 11,0 (0,24 0,03)10,8+ 0,05 2,2 +0,3/7,8 + 0,9] 0,072+.0,009 
8 120,0,03111 33,2 | 17,9 0,26+ 0,03/17, 6+0,05 1 »5 + 0,2/8,3 + 0,9 0,077 £0,009 
10 ||II} 3)0,06288,33,2 17,9 (0,52+0,03/17 ‘4+ 0,05 3,0+0,2 18,3 +0,5| 0,077 +0,005 


scheiden. Die Verlangerung der Kurve II, welche — wie die Kurve I — 
asymptotisch verlauft, ergibt als Maximalwert der Sorption 


8,5 bis 90mg Ag per m?. 
Wir finden also hier an der Silberoberfliche eine rund 75 Proz. 


gréBere adsorbierte Menge Ag, als an der Goldoberflache. Diese 
gréBere Sorptionsfahigkeit 
des Silbers kann, worauf 
V. Kohlschiitter den einen g 
von uns aufmerksam ge- : 
macht hat, darauf beruhen, .« 
da8 nach der von Bose 5 
aufgestellten Gleichung S 
Ag + Ag = Ag, &? 
die einatomigen Silberionen § , 
an das Metall gebunden wer- & 
den. Es tritt also zum nor- 3 
malen Vorgang der Doppel- 
schichtbildung noch der Epa 20 16, Spl 
Normalitat-70 


spezielle Vorgang der Bil- 
dung der Ionen Ag;. 
An dieser Stelle muB 


von 


den friiheren, 


von 


Hedelius und Zimmerlund gewonnenen Ergebnissen noch erwahnt 
werden, da die Silbersalzlésungen in Beriihrung mit der Edelmetall- 
oberflache zugleich mit dem Silber eine aquivalente Menge 


Anion verlieren, so daf also das Silbersalz als solches bzw. seine 


den Herren — 
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beiden Ionen sorbiert werden. Die dies beweisenden Versuche sind 
aus analytischen Griinden mit Silbersulfat angestellt worden. 

Daf im untersuchten Gebiet die Menge des sorbierten Silbers 
nur proportional der Metalloberflache und unabhingig vom 
Volumen der angewandten Lésung ist, geht sowohl aus friiheren 
Versuchen, wie aus folgenden Zahlen hervor, die sich auf eine 
0,00987 norm. Ag NO;-Lésung beziehen. 


| 
ccm | Sorbiert 


der one mg Ag per m? 


5 6,2 +0,9 
7 7,0 +.0,9 


4. KinfluB der Oberflaichenbeschaffenheit und der 
Temperatur. Die bei diesen Versuchen wirksame Oberflache ist 
durch die seitlichen AusmaBe der Bleche bestimmt worden, unter der 
Annahme, da8 Unebenheiten, welche an den untersuchten Blechen 
weder makroskopisch noch mikroskopisch zu beobachten waren, ver- 
nachlassigt werden kénnen. Da es sich aber bei der Ausbildung der 
zwischen dem Metall und der Silberlésung auftretenden Doppelschicht 
um atomare Dimensionen handelt, so war die Méglichkeit gegeben, 
daB die Oberfliche hinsichtlich dieser Dimensionen ytauh“ und somit 
in Wirklichkeit bedeutend gréBer war, als sich aus den Messungen 
der Seitenlangen ergeben hatte. 


Es wurde nun eine Versuchsreihe in folgender Weise durch- 


gefiihrt: ein Silberblech wurde in einer Silberwerkstitte mit Hoch- 
glanzpolitur versehen, ein anderes Blech wurde mit 4 norm. Salpeter- 
siure bei 50° wihrend 15 Minuten angeiatzt und dann gereinigt. 
Nach diesen in beiden entgegengesetzten Richtungen.gehenden Vor- 
behandlungen waren wohl Unterschiede im Sorptionsvermégen der 
beiden Bleche zu erwarten gewesen. Aber die beiden Gruppen von 
je drei Prazisionsanalysen an den mit beiden Blechen behandelten 
Lésungen zeigten im Gegenteil eine iiberraschend gute Uberein- 
stimmung. 

Die per m? Goldfliche sorbierte Ag-Menge ist innerhalb der 
Fehlergrenzen von der Temperatur zwischen 0 und 50° ganz un- 
abhingig. Wir haben unsere Versuche mit Silbernitratlosungen von 
der Normalitaét 0,00987 angestellt, und zwar wurden Metall und 
Lésung teils im Eiswasser, teils im Wasserbad bei 50° geschiittelt, 
Die Sorption betrug durchweg 4,2 + 0,6mg Ag per m2. 
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5. Einflu8 des Lésungsmittels. Unsere diesbeziiglichen Ver- 
suche sind mit Lésungen von Silbernitrat in 96proz. Alkohol und mit 
Silberblechen angestellt. 


3 3 s | Oberfliche | Sorbiert Sorbiert main 
B 3 5 = Norm. 103 | mg Ag wig“ Aihagd 
5 = 3 | m2 mg Ag | Sy poliert aus 
eS fae) a) per m*° Kurve II 
i EES 38 0,06238 | 5,29 0,24 + 0,06 3,9 = 1,0 4,0 
2.) FE )15 0,06238 | 8,19 0,31 + 0,06 Oct 10, 5,4 
3 Qo Ga hy 0,03111 | 10,7 0,21 + 0,06 6,6 + 1,8 6,4 
ied EE iP 0,06238 | 15,4 0,41+0,06 | 6,6+1,0 7,4 
*6 I;+— | __0,02951 | 16,6 0,22 + 0,06 (fala) saad Ms) 7,5 
ol ee coe | 0,031Tr — | 18,1 0,26+0,06 | 83+1,8 Ci 


Es ist unerwartet, daB die mit der 96proz. alkoholischen Lésung 
erhaltenen Versuchspunkte den mit wasseriger Liésung gewonnenen so 
nahe liegen bzw. fast mit ihnen zusammenfallen?). 

Die Untersuchung eines wasserfreien Lésungsmittels steht noch 
aus, und bis dahin mag auch die Diskussion iiber die mégliche 
Deutung unseres Ergebnisses verschoben werden. Es sei nur er- 
wahnt, da8B Walden?) die Ionendurchmesser 6 = 2 @ fiir Ionen in 
Wasser’) und in Methylalkohol verglichen hat und folgende Werte 
(cm) fiir 6.108 angibt: 


[+e [9 
Wrasserarieetct: “suiet Ghis.|| 278246 
Methylalkohol. . .. . || 5,84 | 5,14 


6. Sorption verschiedener Alkalisalze an Silber. Wie 
eingangs erwadhnt, sind wir von der Voraussetzung ausgegangen, 
daB die hier studierte Sorption von Silbersalzen durch die Ausbildung 
der Helmholtz-Nernstschen Doppelschicht bedingt ist. Um zu 

~untersuchen, ob sich vielleicht noch andere Adsorptionseffekte geltend 
machen, haben wir Versuche mit Alkalisalzen und Silberblech aus- 
gefiihrt, wobei die Konzentration des Anions untersucht wurde. 
‘Zwei Versuchsreihen mit 0,0260 molaren Natriumsulfat- 
lésungen lieSen keine Sorption erkennen, obwohl die Empfind- 


1) Da® bei: den hohen Silberkonzentrationen Abweichungen vorkommen, 
hangt vermutlich mit Reduktionen des Silbernitrats im 96proz. Alkohol zu- 
sammen. 2 \ 

2) P. Walden, ZS. f. anorg. Chem. 118, 125, 1920. 

3) R. Lorenz, ZS. f. anorg. Chem. 78, 252, 1910; vgl. auch ZS. f. Phys. 6, 
272, 1921. — Ferner besonders Fajans und Herzfeld, ZS. f. Phys. 2, 322, 
1920 und die Zusammenstellung von Grimm, ZS. f. Elektrochem. 28, 78, 1922. 
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lichkeit unserer Methode einer Sorption von + 0,002 Millimol Na,S5O, 
entspricht, was im ungiinstigsten Fall eine Sorption von + 0,06 Milli- 
mol Na,SO, per m? bedeuten wiirde. 

Ein analoges negatives Resultat wurde am System Gold- 
blech —H,SO, gefunden. Besondere Erwahnung verdient, daB im 
System Silber blech—Alkalichlorid leicht ee Adsorption vor- 
getiuscht wird. Eine eingehende Kontrolle friiherer Versuche1) hat 
ergeben, daB KCl weder an reinen Silberoberflachen, noch 
an reinem Gold sorbiert wird. Bei ungeeigneter Vorbehand- 
lung entstehen aber leicht Oxydiiberziige, welche mit KCl unter 
Bildung von AgCl reagieren. Wir haben diese Verhidltnisse am 
System Silber—Ammoniumrhodanid naher untersucht. 

Die Konzentration des Ammoniumrhodanids wurde in der Weise 
untersucht, daS zu 1 ccm Liésung ein Uberschu8 von Silbernitrat- 
lésung von bekanntem Titer zugesetzt wurde, worauf der Uberschu8 
von Silberionen mit Rhodanammonium titriert wurde. Die Genauig- 
keit war hier praktisch die gleiche -wie bei den Silbertitrationen. 


| | 
alla | ¥ Sorbiert |. Sorbiert 
S| a Alc te 
ah Sp Pian eee | Norm. 103. Millimol Millimol - 
ao} 5] 2 m2” | NH,CNS 
Si nala NH, CNS | per m? 
44|/1| IL} 0,06158  — 9,13 | 0,0055 + 0,0002 | 0,089 + 0,003 
45|/1| I] 002951 | 9,13 | 0,0027 + 0,0002 | 0,093 + 0,007 
46|/1/,| IL| 0,06158 | 4,57 | 0,0014 + 0,0002 | 0,022 + 0,003 
47/1/| I} 0,02951 | 6,22 | 0,018 + 0,0002! 0,062 + 0,007 
Ag 1) IL)  G,0eTs8crie-42,6° 2°. + 00002 + 0,003 
AO Mat ee L 0,02951) 4) 19,7 + 0,0002 + 0,007 
50/1 | IE] 0,06158 | 9,13 | + 0,00u2 + 0,003 
51/1} I] 0,02951- | 9,13 |}. .+0,0002 + 0,007 


Die Tabelle zeigt, da bei den ersten Versuchen eine starke 
Sorption eingetreten ist, welche bei den folgenden Versuchen schnell 
abnimmt, um bei den letzten Versuchen zu verschwinden, welches 
auch die Rhodanidkonzentrationen sind. Wir fiihren diese Ergebnisse 
auf die Gegenwart einer Oxydschicht bei den ersten Versuchen 
zuriick. Bei diesen Versuchen ist die Oxydschicht so gut wie voll- 
stindig in Anspruch genommen worden, wobei sich das Silberoxyd 
mit dem Ammoniumrhodanid in gewdhnlicher Weise umgesetzt hat. 
Sobald die Oxydschicht verbraucht und entfernt war, trat auch keine 
Sorption mehr ein. 

Berechnung der mittleren Ionendurchmesser in der 
Sorptionsschicht. Nachdem sich durch die mit Alkali- und 


1) Euler und Hedelius, l. c. — Euler und Zimmerlund, |. ¢. 
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Ammoniumsalzen angestellten Versuche gezeigt hatte, daB wir mit 
Adsorptionseffekten anderer Art als derjenigen, welche mit der Aus- 
bildung der Doppelschicht zusammenhingen, hier wahrscheinlich nicht 
zu rechnen brauchen, kénnen wir unsere mit den Edelmetallblechen 
und Silbernitratlésungen erhaltenen Ergebnisse in der Weise aus- 
werten, daf wir aus unseren Sorptionswerten unter Benutzung der 
Avogadroschen Zahl die Atomdurchmesser der sorbierten Silber- 
atome berechnen, unter der Voraussetzung, da samtliche Atome in 
einer molekularen Schicht liegen!). Wir erhalten die Durchmesser 6 


Versuche an Silberblech. . . 1,4.10-8em, 
Versuche an Goldblech . . . 1,9.10—8cm. 


Diese Werte sind nicht unerheblich kleiner, als diejenigen, welche 
anderweitig fiir Atomdurchmesser gefunden sind; so gibt Vegard 
die Gitterkonstante des Silbers zu 4,06.10-8cm an. Gewif8 kénnen 
aber die in der elektrischen Doppelschicht befindlichen Atome Be- 
sonderheiten aufweisen. 

Berechnet man andererseits aus dem Ionendurchmesser 2,8. 10-8 em 
diejenige Flache, die bei unseren Versuchen durch die sorbierten 
Silbermengen bedeckt wird, so ergibt sich fiir Goldblech der 
Wert 2,3 m2. 

Wir erhalten also eine zu groBe Sorption, wahrend die Uber- 
legung, da vermutlich nicht alle Oberflichenatome so giinstig als 
méglich orientiert sind, eine kleinere Sorption als die theoretisch 
berechnete erwarten lieBe. Eine mégliche Erklarung bietet die 
»Rauheit* der angewandten Oberflachen, und die Fortsetzung unserer 
Versuche bezweckt hauptsachlich, Anhaltspunkte tiber die Struktur 
der festen Oberflachen zu gewinnen 2). 

Stockholm, Chemisches Laboratorium der Universitat. 


1) Siehe hierzu Langmuir, Journ. Amer. Chem. Soc. 39, 1848, 1917; 
40, 1361, 1918. Ferner Paneth, ZS. f. phys. Chem. 101, 480, 1922. 

2) Siehe hierzu die Bemerkung von Euler, ZS. f. Elektrochem. 28, 446, 
1922, und die interessanten Arbeiten von Polanyi, sowie Mark, Polanyi 
und Schmid, ZS. f. Phys. 12, 58, 1922 und K. Weissenberg. 


284 


Uber die Verwendbarkeit von Radium- 
und Urannormallosungen fiir Emanationsmessungen I. 


Von P. Ludewig und E. Lorenser in Freiberg (Sachsen). 
(Aus dem Radium-Institut der Bergakademie Freiberg i, Sa.) 


~~ Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 23. Dezember 1922.)7 


Zur Messung geringer Radium-Emanationsmengen ben6étigt man 
Normallésungen, die in einer gemessenen Zeit bestimmte Emanations- 
mengen zum Vergleich liefern. Auf der Freiberger Tagung 
zur Vereinheitlichung der MeBweise radioaktiver Quellen vom Mai 1921 
wurde beschlogssen, diese MeSweise auch in die Quellmefpraxis ein- 
zufiihren. Ausfiihrliche Versuche iiber die Brauchbarkeit und Konstanz 
von Normallésungen waren bisher nicht veréffentlicht worden. | Wahrend 
der Niederschrift der vorliegenden Arbeit erschien von A. Becker?) 
ein Bericht iiber die Haltbarkeit von 8 Jahre alten, selbstbereiteten 
Radiumlésungen.| Da die Physikalisch-Technische Reichsanstalt nach 
der Freiberger Tagung neue Radiumnormallésungen herstellte, die 
im unterzeichneten Institut fiir genaue Emanationsmessungen Ver- 
wendung finden sollten, wurden von uns Ende Dezember 1921 Ver- 
suche iiber die Konstanz dieser Liésungen, iiber ihre Ubereinstimmung 
untereinander und mit einigen selbstbereiteten Urannormallisungen 
in Angriff genommen. Uber die Ergebnisse der Messungen soll in 
folgendem berichtet werden. 


Die Radiumnormallésungen der Reichsanstalt wurden, wie 
uns mitgeteilt wird, folgendermaSen hergestellt: 


yl cm’ einer klaren, thorfreien Radiumchloridlésung wurde in 
einem kleinen Probierglischen zur Trockne eingedampft, das 
Rohrchen zugeschmolzen und mit y-Strahlen genau gemessen; sodann 
wurde das Salz wieder aufgeliést, die Lésung filtriert und passend 
verdiinnt. Von der verdiinnten Lésung wurde je lem? in die 
Ampullen gefiillt; das Filter und das Rohrchen wurden zuriick- 
gemessen. Alle GlasgefaBe usw. wurden vor dem Gebrauch mehrere 
Stunden mit angesiuerter BaCl,-Lésung ausgekocht. Bei jeder Ver- 
diinnung und Unmfiillung wurde das neue GefiS zuerst mit der 
gleichen Bariumlésung beschickt. Jede Ampulle der Reichsanstalt 
(Fig. 1) enthielt 3,33.10-%g Radium und 0,033g Barium in salz-. 


1) A. Becker, ZS. f. anorg. u. allg. Chemie 124, 143, 1922. 
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saurer Lisung. Die Gleichgewichtsmenge an entwickelter Emanation 
betrug 33,3 Eman }), : 

Die im Freiberger Radium-Institut bereiteten Urannormal- 
lé6sungen wurden folgendermafen hergestellt: 

Hin Stiick Uranpechblende wurde gepulvert und im chemischen 
Laboratorium der Bergakademie 2) auf seinen Gehalt an Uran nach 
zwei verschiedenen Methoden analysiert. Sechs Analysen ergaben 
fiir den U;O,-Gehalt die Werte 65,00, 65,39, 65,29, 65,40, 65,50 Proz. 
Als Mittelwert wurde der Wert 65,39 angenommen. Zur Herstellung 
der Lésung wurden 8,031 g Pechblende in Salpetersiure gelést und 
der Riickstand mit heiBem Kénigswasser ausgelaugt (Lésung I, Riick- 
stand I). Lésung I wurde mit Salzsiure wiederholt zur Trockne ein- 
gedampft und die abgeschiedene Kieselsiure abfiltriert (Riickstand II). 
Riickstand I und Riickstand Il wurden vereinigt, mit Soda-Pottasche 
aufgeschlossen und mit Wasser aufgenommen. Durch Eindampfung 
bis zur staubigen Trockne mit Salzsiure wurde die Kieselsiure aus- 
geschieden und mit warmem Wasser und heiBer Salzsiure ausgelaugt 

‘und abfiltriert (Lésung II). Lésung I und Lésung I. wurden ver- 
einigt und die stark saure Lésung 

langere Zeit gekocht. Etwa abge- ed ; > 
schiedene Kieselsiureflocken wurden ~ : 
abfiltriert. Die Untersuchung des 
Kieselsaureriickstands im Alphastrahlenelektrometer nach langerer Zeit 
ergab, daB seine Aktivitat nur 0,1 Proz. der Aktivitat der Ausgangs- 
substanz betrug. 

Die erhaltene Lésung wurde auf 1000cm? verdiinnt. Sie hat 
sich bisher vollkommen klar gehalten. 1 cm? der Lésung entwickelt im 
Gleichgewicht 14,68 Eman. Fiir die Berechnung dieses Wertes wurde 
das Gleichgewichtsverhaltnis Radium zu Uran zu 3,3.10—7 angenommen. 

Bei der Umfillung der Radiumlésungen in die Glaskolben 
(Fig.2) wurde die Vorschrift der Physikalisch-Technischen Reichs- 
anstalt befolet. Danach bricht man zuerst die nach oben gehaltene 
Spitze @ und dann nach Umkehren der Ampulle die Spitze b ab, 
so daB die Losung auslaiuft. Man fiillt reichlich mit destilliertem 
Wasser nach, das man durch einen iiber den Ansatz c geschobenen 
Gummischlauch nachlaufen 14Bt. Pare 

Die Glaskolben, in die die Lésungen umgefillt wurden, wurden 
vorher mit angesiuerter Bariumchloridlésung mehrere Stunden lang 


Lifer als 


1) 1 Eman = 10-10 Curie. 
2) Herrn Dr. See] sind wir fiir die Ausfithrung der Analysen zu groBem Dank 
verpflichtet. : s 
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ausgekocht. Das zum Anffiillen benutzte destillierte Wasser wurde 
mit allen nétigen VorsichtsmaBregeln besonders hergestellt. Jede 
Lésung wurde nach dem Kinfiillen durch langsames Durchperlen von 
Luft vollkommen entemaniert und dann durch Zuschmelzen der 
beiden Glasansitze Inuftdicht abgeschlossen.’ Zur Aufnahme der 
Lésungen wurden Glaskolben aus Jenaer Glas verwendet. Der Raum- 
inhalt eines Kolbens betrug etwa 250cem und es wurde so viel 
destilliertes Wasser nachgefiillt, daB die Kolben etwas mehr als ein 
Drittel gefiillt waren. 

Nach dem Zuschmelzen des Glaskolbens wurde die Lésung 
mindestens 30 Tage lang stehen gelassen und dann die entwickelte 
Kmanationsmenge in den 
vorher evakuierten Ioni- 
sationsraum tibergefihrt. 
Zwischen Kolben und Ioni- 
sationsraum war eine Réhre 
mit Chlorcalcium  einge- 
schaltet. Der Ionisations- 
raum hatte einen Inhalt 
von 3 Litern. Der Druck- 
ausgleich dauerte ungefahr 
fiinf Minuten. Durch das 
langdauernde Durchstri- 
men war gewiahrleistet, 
da8 die Emanation voll- 
standig in den Jonisations- 
raum hiniibergetragen 
wurde. Der Hahn am Ioni- 
sationsgefaB wurde sodann 
geschlossen (Barometer- 

Fig. 2. stand und Temperatur ab- 

gelesen) und wahrend drei 

Stunden an den Mittelstift ein negatives Potential von 300 Volt an- 

gelegt. Der Voltabfall wurde drei Stunden nach Einfiihren der 
Emanation gemessen. 

Als Elektrometer diente ein Wulfsches Zweifaden-Elektrometer 
normaler Ausfiihrung (Fig. 2). Das Elektrometer wurde vor dem 
Beginn der Versuche mit einem Normalvoltmeter geeicht und die 
Volteichung wiederholt kontrolliert. Dabei stellte sich heraus, da 
nur bei lang andauernder (acht Tage) Aufladung ein schnell vor- 
iibergehendes, geringes Nachlassen der Faden eintrat. Bei Be- 


oa 
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lastungen, wie sie fiir die beschriebene Messung nétig waren, blieb 
die Volteichune konstant. Der 


c 


Normalverlust mit aufeesetztem 
Ionisationsraum betrug 30 bis 70 Volt/Stunde. Durch Austausch ge- 


nau gleicher Zerstrenungsstifte von 3mm Durchmesser war es méglich, 
jeden Tag eine Messung auszufiihren. 

Zur Kontrolle der Konstanz der Mef8apparatur wurde auBer der 
wiederholten Volteichung die Apparatur durch die konstante 
y-Strahlung eines in ein Glasrdhrchen eingeschlossenen Radium- 
praparats von 0,977mg Radiumelement geeicht und die Kichung bei 
jeder Emanationsmessung nachgepriift. Um das Réhrchen immer in 
einem ganz bestimmten Abstande vom Jonisationsraum aubringen zu 
kénnen, wurde der Holzaufbau benutzt, der rechts auf Fic. 2 sichtbar 
ist. Auf dem Holztischchen befindet sich oben cin kleines Lager fiir 
das Radiumpraparat. Nach Bestimmung des Normalverlustes wurde 
der Voltabfall pro Stunde, der durch die y-Strahlung hervorgebracht 
wurde, bestimmt, und zwar wurde diese Messung viermal wiederholt 
und das Mittel gebildet. Diese Kontrolle wurde vor jeder Haupt- 
messung vorgenommen. Tabelle 1 enthalt eine Zusammenstellung 
samtlicher Kontrollwerte, die auf einen Druck 760mm und 20°C 
umgerechnet worden sind. Der Abstand des Priparates vom 
Jonisationsraum war so gewahlt, daB in etwa 170 Sek. 40 Skalen- 
teile tiberstrichen wurden. Das entspricht einem Voltabfall von etwa 
1380 Volt,Stunde (s. zweite Vertikalreihe der Tabelle 1). In der 
dritten Vertikalreihe sind die Abweicoungen vom Mittelwert 1380 
angegeben. Als mittlere Abweichung ergibt sich 0,4 Proz. Die 
vier Werte vom 11. Januar, 16. Januar, 20. Februar und 26. Mai 
fallen insofern etwas heraus, als ihre Abweichungen vom Mittelwert 
wesentlich gréBer als die der anderen sind. Sie sind bei der Mittel- 
bildung mit beriicksichtigt worden. Der geringe Wert der mittleren 
Abweichung von 0,4 Proz. zeigt, daB die Apparatur wahrend der 
ganzen Dauer der Versuche konstant geblieben ist. Da kein Gang 
in der Tabelle 1 vorhanden ist, liefert sie zugleich ein Urteil tiber 
die mit der Apparatur erreichbare MeBgenauigkeit; diese ist etwa 
1/, Proz. 

In der Tabelle 2 sind die Ergebnisse der Hauptmessungen 
an den untersuchten Radiumlésungen, nimlich den Lésungen 
P.T. R.1001, P. T. R. 1002, -P.T. R. 1010, P. T. R..1011, P, T. RB. 1013, 
P. T. R. 1014, zusammengestellt. Bei der Uberfiihrung der Emanation 
aus den ersten vier Lésungen in das Emanationsgefa8 wurde die 
Lésung auf Zimmertemperatur gehalten. Bei der Lésung P. T.R. 1013 
wurde die Lésung in einem Wasserbade auf 60°, bei der Lésung 
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Tabelle 1. Zusammenstellung samtlicher y-Strahlen-Kontrollen. 
Umgerechnet auf 760mm Druck und 20°C. 


| Abweichong Abweichung 
Datum Volt/Stunde | v. Mittelwert Datum \Volt/Stunde |v. Mittelwert 

in Proz. | in Proz. 
——— Se = . 
1. Dez.21. . 1986..°| = 04, 3. Juli22. . feey | = 4-007 
cae ae ot 13885 | + 0,3, ae - + |} — 1889 + 0,6; 
ats: Same22 wes 1360 — 1,4; eee ; 1379 | —0,0, 
BSN Se octane 1380 0,0 ee ee 1385 | + 0,3, 
A'Ge . fer oe 1364 —1,l¢ Saas ar 1378 | —O,1,4 
AGi-rechgendeites the 1373 — 0,59 LOLs, ite ABe7e) =i - +106 
2 Onna 1377 — 0,2, 10. OK pie |e OOM |: le Onna 
OY Sa 1382 +0,14 Nia ails 1875 | —0,3¢ 
D Gel tears Fae fey oe 1384 + 0,29 gig OVS with 1385 | + 0,3. 
3 0cne ee oe 1384 + 0,29 ecole. ats 1379 | —0,0, 
20>. Bebra re 1417 + 2,68 i.) ag? 1375 | —0,3¢ 
Ee Te aes 1380 +.0,0 HBA <, ‘fits 1384 + 0,29 
Pe ie se 1382 + 0,14 ie ee 1382 + 0,1, 
1. Marz 1384 + 0,29 19; 7 1369 | —0,8 
oes; oF 1382 + 0,14 SObo i Lee 1379 | —0,0, 
Gh oo SE eee 1380 + 0,0 2 eee -- if 1369 — 0,89 
Oe nan teat 1381 + 0,0, BO. NOV= Jos 1386 + 0,45 
Regi shiva pe, 655 1377 — 0,2) BH Os < eo 1878. —-|- . =0,1y 
USE Maie 1392 + 0,8, Oeics «> lg dSSOsa ~ 050 
195 sae. 2 1391 + 0,8 Dae, - «| 1381 | = + 0,0; 
D4 et sb Tse ly: 1377 — 0,2, BOR; <e ASG 9 == 0785 
iB Ba ea Re, 1357 — 1,65 HED G7 Us. 1378 —O0,1, 
206 1370 — 0,75 RS a 1377 — 0,2, 
BOs? Serecbhs 1875 — 0,35 eee. ais 1378 | —0,1,4 
dj dani: 5 1376 — 0,29 Ste Be I rhe — 0,3 
28 bed ea eye 1383 + 0,2, — — — 


Mittelwert: 1380 Volt/Stunde. Mittlere Abweichung — + 0,4 Proz. 


P. T. R. 1011 wurde sie vorsichtig auf Siedetemperatur -erhitzt und 
wahrend der ganzen Dauer des Durchperlens auf Siedetemperatur 
gehalten, Die in der dritten Vertikalreihe stehenden Zahlen fiir 
Volt/Stunde sind die drei Stunden nach der Uberfiihrung der Ema- 
nation gemessenen Aktivitatswerte. Die jeweils eingefiihrte Emanations- 
menge war so groB, daB in rund 85 Sek. 40 Skalenteile von den 
Elektrometerfiden iiberstrichen wurden. Die Zeiten wurden mit einer 
Stoppuhr gemessen, und zwar wurde jede Messung sechsmal wieder- 
holt und das Mittel gebildet. Als Beispiel diene die beliebig ge- 
wahlte Messung vom 6. Marz 1922. Sie ergab 87,8, 88,0, 87,8, 86,8, 
87,2, 87,0: Mittelwert 87,4 Sek. 

In der vierten Vertikalreihe sind fiir jede Lésung die Mittel- 
werte aus den Kinzelmessungen der dritten Vertikalreihe mit den 
Abweichungen in Prozenten angegeben, und darunter der Gesamt- 
mittelwert aus allen Messungen, der 2762 Volt/Stunde betrigt. 
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Tabelle 2. 
Radiumlésungen der P. T. R. Inhalt jeder Ampulle 3,33.10—9¢ Ra. 


(Messung nach drei Stunden.) 


: — - - 
a ae | Volt/Stunde Mittelwert Ab- Abweichung 
Lis der Messung red. auf jeder weichung | vom allgemeinen 
osung 760 mm 20°C) Lésung in Proz. |Mittelwert in Proz. 
1. Dez. 21 2743 | 0 ae 
—0,6 
y 16 ae 22 2740 ;} —0,1 ) 0,7, 
1. Marz 2736 aes | 
100 \ 9743 3| 0,25 | ahaa 
. 5. Juli 2753 BUSSE earig's Nite ie Zug 
13. Okt. 2739 20 ty UN igre. 
1. Dez. o747 | 40,15 [thee 
| | 
x Deze Brat 2744 i 30,0 — 0,6 
18. Jan. 22. . 2788 | Tay | | 0,76 
2. Marz... 2754 | 
1002 : |< 5 + 0,33 | Jo 052 
fae Mish: 22a 2743 —hS = 0,07 | Say 20,6, 
oe OK 0a 2720 S| if 5B 
eo Dees 8 2730s 220;35. >| -e4a; 
20. Jan. 22. . 2770 0:2 einl 0,2 
»“9 } ) 
24. Febr. ... 2760 | | — 0,0, | ee 
teMai .< : 2742 —0,75 | = 
1010 : | f3 ro 
esl ak OU ai ok i | eons a PER ba one 
ie. Okt. ..ce 2772 | + 0,3, | + 0,3, 
DOR." 2744 | — 0,65 (056. 
24, Jan. 22... 2770 fie = 89 0.29 
ar $2 Marz 2757 | | SOT; =) fe 
26. Mai ... 2779 2777 + 0,0, +05 7 + 0,6 
(aukocke eo sali Le 2772 rome 15 if + 0,36 
Mitre OE. =. Sor. 2809 + 1,1, J t- 1,79 
26. Jan. 22. . 2762 { fos 4 0,05 
1013 7. Marz... 2771 z 0,59 2 LEE 
(60°C)) 29. Mai... 2748 ellhadd Sorat anaes eI 
ee Tuli 2 cu, 2746 014, re 
30. Jan. 22... 2825 2154-3, + 2,35 
GaeNbarZ 3 2755 ae 1,29 — 0,25, 
24. Mai... 2793 + 0,1, + 1,1, 
eet ea) 16, Juli. 2781 aad eg Be MW er LO Tho 6. 
Okt: Oe 2800 | + 0,35 448. 
bade.) See 2792 + 0,03 EBSA 


Allgemeines Mittel 2762. Mittlere Abweichung — + 0,68 Proz. 


Ferner sind in den Vertikalreihen 6 und 7 die Abweichungen aller 
in den Vertikalreihen 4 und 3 stehenden Werte vom allgemeinen 
Mittelwert 2762 in Prozenten angegeben. ee 

Vergleicht man die Werte, die fiir jede einzelne Loswae: 
erhalten wurden, so ergibt sich, da8 mit zunehmendem Alter 
der Lésung ein Gang in einer Richtung nicht vorhanden ist. 
‘Das ist sowohl bei den kalt behandelten als auch bei den 
warm behandelten Lésungen der Fall. Die Lésungen haben 


— 
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demnach mit zunehmendem Alter und nach mehrmaligem 


Gebrauch an Fahigkeit, Emanation frei zu machen, nicht 


verloren. 


Bei einem Vergleich der Lésungen untereinander zeigt 


sich, daS die Erhéhung der Temperatur bei der Uberfiibrung der 
Emanation keine besonderen Vorteile bietet. Die kalt behandelten 
Lésungen zeigen dieselben Aktivititen. Die Ubereinstimmung der 


einzelnen Radiumlésungen untereinander ist gut. Die Abweichung 
vom Mittelwert betragt nur bei der Liésung P. T. R. 1014 1 Proz., 
sonst ist sie von der GréBenordnung 1/, Proz. 


In der Tabelle 3 sind die Werte fiir die Urannormallésungen 


zusammengestellt. Bei den Messungen dieser Lésungen wurde genau 
so verfahren wie bei den Radiumnormallésungen. Die Lésungen 
wurden bei Zimmertemperatur behandelt. Als allgemeiner Mittelwert 


von 


ergab sich 3028 Volt/Stunde. Auch hier sind die Abweichungen 


diesem Mittelwert gering. 


Tabelle 3. 


Urannormallésungen. Gehalt jeder Lésung = 3,67.10—%¢ Ra. 


(Messung nach drei Stunden.) 


Nr. Volt/Stunde Ab- Abweichung 
der Tag der Messung red. auf Mittelwert} weichung | vom allgemeinen 
Loésung 760 mm 20° C in Proz. Mittel in Proz. 
11. Januar 22. . 3019 | — 0,56 | — 0,39 
20. Hebruar a...) 3053 + 0,54 | + 0,85 
Ss ObeMaiedc. cies arte 2994 — 1535 J —1,0) 
Peeves. Juni’. . 0 0 3018 SOR Ty 2G Samana oe aig. 33 
10, Oktober .. . 3031 =e ree 
DON OV .ba etn 3100 + 2,1) | | + 9,3, 
( 17. ioe — Zall Bae 3040 + 0,5, + 0,49 
13, Januar 22 . . 3032 + 0,39 + 0,13 
23. Februar . . . 3008 — 0,59 — 0,66 
2 Loge WH Rie, Meco os 3006 3023 — 0,h¢ OF LGR Onde 
SeiaHN, Gh anc eae 3034 ++ 0,36 + 0,2 : 
il. Oktober" =. = |) ~ “8060 + 1,25 + 1,09 
Ripe. MONG 7 eae 2980 — 1,45 Perris 4 
12. Oktober22 . . 3082 +1,9 sis, @ 
3 f a 
22. Nov.. 2... 2985 S waa ge { 21g \ DAG 5 aoe ; 


folgendes sagen: Jede der Liésungen enthilt 2,5cm? der eingangs 
beschriebenen Urannormallésung; das entspricht einem Radiumgehalt 


von 


Gesamtmittel: 3028 Volt/Stunde. 
Mittlere Abweichung vom allgemeinen Mittel = 0,89 Proz. 


Uber den Gehalt der Urannormallésungen Ja8t sich 


3,67.10—-®g Ra (berechnet aus dem Urangehalt).. 


Uber die Verwendbarkeit von Radium- und Urannormallésungen usw. 29] 


Bestimmt man aus den in Tabelle 2 und 3 enthaltenen Werten 
den Gehalt an Radium fiir jede Uranlésung, indem man annimmt, 
da der Radiumgehalt proportional der Aktivitit ist, so ergibt sich 
fiir den Gehalt jeder Urannormallésung 3,65 .10—° g Ra (angeschlossen 
an die Radiumlésungen). 

Die beiden Werte weichen demnach nur um etwa 0,5 Proz. 
voneinander ab. 

Aus den MeB8ergebnissen lassen sich folgende Schliisse ziehen: 

1. Die von der Physikaliseh-Technischen Reichsanstalt gelieferten 
Radiumnormalliésungen stimmen auf Grund der Emanationsmessungen 
innerhalb 1 Proz. untereinander iiberein. 

2. Die im Freiberger Radium-Institut hergestellten Urannormal- 
lésungen stimmen mit den Lésungen der Reichsanstalt bis auf etwa 
0,5 Proz. iiberein. 

3. Die Temperatur der Lésungen bei der Uberfiihrung der 
Emanation in den Jonisationsraum spielt keine Rolle. 

4. Jede der Lésungen zeigte mit zunehmendem Alter im Laufe 
eines Jahres keine nachweisbare Verschlechterung. Das gleiche gilt 
fiir die Urannormallésungen. 

Die Brauchbarkeit von' Radium- und Urannormallésungen fiir 
Emanationsmessungen ist damit erwiesen. Die erreichbare MeB- 
genauigkeit betragt etwa 1 Proz. 

Die Priifung der Lésungen auf ihre Konstanz wird fortgesetzt. 
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Beobachtungen uber Absorption in Joddampf 
und anderen Dampfen. 
Von K. Vogt und J. Koenigsberger in Freiburg i. B. 
Mit drei Abbildungen. (Hingegangen am 31. Dezember 1922.) 


Die Quantentheorie des Bandenspektrums hat seit Heurlinger 
Ausbau und Anderungen erfahren, welche Umarbeitungen der hier 
nicht verdffentlichten theoretischen Deutung der folgenden Messungen 
veranlaBten, ohne aber Bedenken, die schon zu Anfang aufgetreten 
waren, beseitigen zu k6énnen. 

Die Drucklegung der experimentellen Tatsachen glaubten wir 
nicht langer hinauszégern zu sollen. 

§ 1. Anordnung und Versuchsmethode. Die Halogendampfe 
zeigen im sichtbaren und _ ultravioletten Spektralgebiet selektive 
kontinuierliche Absorption und Bandenspektrum. Bei letzterem mu8 
das Verhalten der einzelnen Linien und das Verhalten der Kanten 
getrennt behandelt werden. Es wird zur Untersuchung der selektiven 
Absorption, der Banden im ganzen und der Kanten mittlere Auf- 
lésung, fiir die einzelnen Linien starkste Auflésung benutzt. Zur 
spektralen Zerlegung diente ein von C. Leiss bei R. Fuess gebauter 
Gitterspektrograph mit Plangitter von R. Rowland, das auf einer 
geteilten Flache von 27mm MHéhe und 41,7mm Breite 588 Linien 
pro Millimeter aufweist. Das Kollimatorrohr von 30cm Linge mit 
Objektiv von Zeiss bleibt fest. Der Spalt ist bisymmetrisch. Das 
Beobachtungsfernrohr mit Objektiv von Zeiss bzw. die photographische 
Kamera mit Teleobjektiv werden unter einem Winkel von 40° zum 
Kollimator festgestellt. Das Spektrum wird durch Drehen des Gitters 
eingestellt. Mit einer Bogenlampe als Lichtquelle kénnen Beob- 
achtungen bis zur fiinften Ordnung des Gitters durchgefiihrt werden, 
wobei die Auflésung fiir mittlere Wellenlangen 0,035 bis 0,04 A-E. 
betragt. In der dritten Ordnung geniigt die Helligkeit einer Bogen- 
lampe mit unten beschriebener Anordnung in etwa 3/, bis 11/, Stunden 
fiir eine gute photographische Aufnahme. Der Spektrograph steht 
auf einem in der Héhe verstellbaren eisernen Tisch mit Zwischen- 
lagen von dicken Filzplatten zum Schutz gegen duBere Erschiitterungen. 
Fir okulare quantitative Absorptionsmessungen wird vor die untere 
Spalthalfte ein totalreflektierendes Prisma gesetzt. Mit Hilfe von 
Linsen werden zwei unter 90° aufgestellte méglichst gleich -starke 
Auerbrenner auf die beiden Spalthaften etwas unscharf abgebildet. 
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In den einen Lichtweg kommt die absorbierende Schicht des Halogen- 
dampfes, die in einem mit Gas geheizten Luftbad oder im elektrischen 
Ofen auf die erforderliche Temperatur gebracht wird. Der Reflexions- 
verlust durch das Glasgefi8 wird durch ein entsprechendes leeres 
Gefai8 im anderen Lichtweg kompensiert. Im Okular des Beobachtungs- 
fernrohrs schneidet in der Brennebene eine rechteckige Blende aus 
den zwei tibereinanderstehenden Spektren ein schmales Stiick heraus. 
Durch geeichte Rauchgaskeile und Platinschichten wird das Licht vom 
Vergleichsauerbrenner oder von der Gliihlampe so geschwicht, dab 
die Helligkeit beider Spektra an der betreffenden Stelle gleich ist. 
Dann ist die Absorption des Dampfes gleich der der Rauchglaser. — 
Messungen in héherer Ordnung nach dem gleichen Verfahren scheiterten 
an der Unméglichkeit, zwei Bogenlampen dauernd auf gleicher Hellig- 
keit zu halten. — Als AbsorptionsgefaBe werden Kugeln aus Glas oder 
Quarzglas von 4 bis 5em Durchmesser verwendet, oder 2cm weite 
Réhren, die in der Mitte flach gedriickt sind, so da sie auf einer Flache 
von etwa 22cm 5mm lichte Weite besitzen, die der optischen 
Schichtdicke an der maBgebenden Stelle entspricht; ferner eine Réhre 
von 25cm und eine von 1m Linge, die an den beiden Enden durch 
aufgekittete Glasplatten verschlossen sind. An der Kugel befindet sich 
ein Réhrenansatz zum Fiillen mit zwei etwa 5cm voneinander ent- 
fernten Abschmelzstellen. In der Mitte zwischen ihnen zweigt seitlich 
ein Glasrohr ab, das am zugeschmolzenen Ende knieférmig umgebogen 
ist. Die Kugel wird mit einem Uberschu8 der Substanz beschickt 
und nach Vorlegen geeigneter Absorptionsmittel und Kiihlschlange 
fiir die Dampfe mit der Gaedepumpe evakuiert, bis der Gasdruck nur 
0,001 mm betrigt. Dann wird zwischen Pumpe und Ansatzrohr ab- 
geschmolzen, darauf letzteres im Olbad auf die der gewiinschten Dichte 
entsprechende Temperatur erhitzt, die Glaskugel und der tbrige Teil 
wird etwas héher erhitzt. SchlieBlich wird die Kugel vom Ansatz 
abgeschmolzen und nochmals genau die Temperatur festgestellt, bei 
der gerade alles verdampft ist. 

§ 2. Einflu& der Temperatur auf die selektive Absorption 
des Joddampfes. Qualitative Okularbeobachtungen und _photo- 
graphische Aufnahmen zeigen, daS bei Temperaturerhéhung die selektive 
Absorption sich mehr und mehr ausbreitet, ohne ihr Maximum bei 


~ etwa 5060 A.-E. merklich zu verschieben. Bei gesittigtem Dampf 


von der Dichte 7,9.10-4 (H,O = 1), d.h. bei 109° und bei 15cm 

Schichtdicke sind die Banden bis zur kiirzesten Wellenlange von etwa 

5200 A.-E. sichtbar. Mit steigender Temperatur nehmen die Ab- 

sorptionslinien ‘bei kurzen Wellenlangen auBerhalb der Bandenképfe 
20* 
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(Bandkanten) stark an Intensitit zu. Die Kanten treten deshalb nicht 
mehr scharf hervor und der Charakter des Absorptionsspektrums als 
Bandenspektrum wird z. B. bei 520° erst von gréBeren Wellenlangen, 
etwa von 5600 A.-E. ab erkennbar. Es hat den Anschein, als ob die 
selektive kontinuierliche Absorption sich nicht nur auf der Seite 
kiirzerer Wellenlinge, sondern auch in das Gebiet des Banden- 
spektrums verbreiten wiirde. Eine genaue Messung der ersteren 
war in dieser Gegend, wo sich die einzelnen Linien zusammen- 
drangen, nicht méglich, da sie zwischen zwei Linien vorgenommen 
werden mu8, wofiir die Aufliésung hier nicht geniigte. Erhitzt 
man starker, so wird die scheinbar in das Bandenspektrum reichende 
selektive kontinuierliche Absorption wieder schmaler. Die Banden 
werden dann noch niher dem Maximum der selektiven Absorption 
sichtbar. Bei héheren Temperaturen werden selektive Absorption 
und Bandenspektrum matter, und beide verschwinden schlieBlich bei 
etwa 1000° bei welcher Temperatur die Dissoziation der Jodmolekiile 
sehr stark ist. Zur quantitativen Ausmessung ist eine Glaskugel von 
4,5cm innerem Durchmesser benutzt worden, deren Jodfiillung bei 
88° gerade verdampft. Die Dampfdichte betragt 2,5.10—*; sie ist 
der Absorption der Rauchglaskugel und Platinschichten entsprechend 


so gewahlt worden. Die folgende Tabelle enthalt die nach der Formel 
4nnx! 


J= Je» * berechneten Werte des Absorptionskoeffizienten fiir ver- 
schiedene Wellenlangen bei tunlichst schwach und bei stark iiber- 


hitztem Dampf (¢ = 88° und ¢ = 400°+5°), ferner p ike (Uber 
m 
letzteres vgl. § 5.) 


Die graphische Darstellung ist fiir die mittlere Dichte yon 20.08 ae 
in Fig.2 gegeben, wo die x’-Kurve nach anderen Messungen fiir 
89° und fiir 400° gezeichnet ist. 


Die auf der langwelligen Seite des Maximums ermittelten Werte 
kontinuierlicher Absorption sind, soweit sie im Gebiet enger Banden 
liegen, unsicher, da der ,Untergrund“ zu messen ist, auf dem die 
Banden aufsitzen. Der Helligkeit wegen kann die Spaltbreite nicht 
so klein genommen werden, daS in diesen Spektralbereich keine 
Bandenlinie mehr fiallt. 


Die Absorption des iiberhitzten Joddampfes ist nach Tabelle und 
Kurven, mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung des Maximums, 
durchweg gréBer als die des gesittigten Dampfes. Die Differenz ist, 
wenn man sich auf das Gebiet der kurzen Wellenlangen beschrankt, 
am kleinsten im Maximum der selektiven Absorption bei 5060 A und 
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wachst, wenn man sich vom Maximum entfernt. Das Absorptions- 
gebiet dehnt sich also bei Temperaturerhéhung aus. 


‘ Tabelle 1. 
ze EinfluS der Temperatur bei gleichbleibender Dichte 
$ und Schichtdicke. 
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§ 3. Einflu&8 der Dichte auf die selektive Absorption. 
Die selektive kontinuierliche Absorption ist bei 20° in gesattigtem 
Dampf, entsprechend einer Dichte von 0,3.10—°, und den iblichen 
Versuchsbedingungen schwach, die dem Maximum der selektiven Ab- 
sorption benachbarten Kanten sind nicht sichtbar. Die auf der lang- 
welligen Seite des Maximums etwa vorhandene selektive Absorption 
und die in der ersten Ordnung schwach aufgelosten Banden ergeben 
zusammen bei Okularbeobachtung in dieser Ordnung eine Absorption 
von ungefahr derselben GréSenordnung wie auf der kurzwelligen 
Seite im gleichen Abstand vom Maximum. Das Absorptionsgebiet 
sieht daher einigermaSen symmetrisch aus. Erhdéht man die Dichte 
auf 2,5.10—5, einer Temperatur von 48° entsprechend, so verstarkt 
sich, wie zu erwarten, die selektive Absorption, und zwar scheinbar 
symmetrisch. Doch zeigen.die Messungen (Fig.2 und 3), dafi die 
Absorptionsstarke auf der langwelligen Seite des Maximums an den 
Enden der Banden, wo die Bandenabsorption am wenigsten mitwirkt, 
also die Absorption dés ,,Untergrundes“ bis etwa 5400 A.-E. erheblich 
unter den Werten (Kurve C’ berechnet) bleibt, die sich fiir gleich weit 
vom Maximum entfernte Stellen auf der kurzwelligen Seite ergeben. 
Inwieweit auf der langwelligen Seite des Maximums die scheinbare 
kontinuierliche Absorption tatsichlich vorhanden ist, l4Bt sich aus 
diesen Beobachtungen allein nicht sagen. Auf Grund der unten mit- 
‘guteilenden Beobachtungen kann man zur Ansicht kommen, daB die 
selektive kontinuierliche Absorption im Maximum abbricht und die 
scheinbare kontinuierliche Absorption auf der anderen Seite durch ein 
IneinanderflieBen der eng gedringten Banden bedingt ist. Um den 
Einflu8 der Dichte auf der langwelligen Seite zu finden, wurde die 
photographische Methode gewahlt. Es wird eine 100 cm lange Schicht 
bei einer Dichte von 0,295.10—° (f= 19°) verglichen mit einer 
Schichtdicke von 5cm und einer Dichte von 5,9.10—5 (¢ = 61°). 
Ist ein Dichteeinflu8 nicht vorhanden, d.h. x’ proportional d (Beer- 


4x! 
cy = U 
sches Gesetz), so wite J; = Joe % “= Jge~*%h; J, = Jype-thh 


und wenn d,l, = dgl,, so miiBte J, = Jy sein. Die Spektren miissen 
identisch sein. 


Der Temperatureinflu8 erreicht bei diesen Temperaturdifferenzen 
keinen wahrnehmbaren Betrag. Es hat sich bei niederen Dichten 
Gleichheit der selektiven Absorption und der Bandenabsorption und 
bei Beobachtung in héheren Ordnungen Gleichheit der Zahl (an Stich- 
proben) und Absorptionsstirke der stirkeren Bandenlinien ergeben. 
Dagegen zeigen die Messungen bei héheren Dichten, daf da das Gesetz 
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von Beer nicht mehr gilt, und zwar scheinbar fast sprungweise von 
einer bestimmten Grenzdichte ab (5.10-°). Die Dichten verhielten 
sich z. B. wie 3,84:27,5 also etwa wie 1:7, die Absorptions- 
koeffizienten x’ z. B. fiir 5060 A.-R. wie 10,8: 30,8, also etwa wie 1:3. 
Dasselbe gilt auch fiir andere Wellenlingen. Es gilt demnach das 
Beersche Gesetz fiir diese Dichte 27,5.10-5 und fiir héhere Dichten 
nicht mehr. Zeichnet man x’ im 
Bereich der selektiven kontinuier- 
lichen Absorption als Funktion 
von d fiir verschiedene Wellen- 
langen (Fig. 1), wobei 6 von etwa 
30 beobachteten Werten heraus- 
gegriffen sind, so erhalt man 
Proportionalitat bis etwa zu 
d= 5.10-°, dann biegen die 
Kurven um. Fiir das selektive 
kontinuierliche Absorptionsgebiet 
des Joddampfes (und auch fiir 
das Bandenspektrum) gilt also 
das Beersche Gesetz bis etwa zur 
Dichte d= 4.10—*%. Diese Giiltigkeitsgrenze ist annahernd dieselbe 
fiir die selektive Absorption und fiir das Bandenspektrum als Ganzes 
und anscheinend auch fiir die einzelnen Linien des letzteren. 

§ 4. Einflu8 fremder Gase auf die selektive Absorption. 
Um den Einflu8 von Luft auf die selektive Absorption festzustellen 
wird eine Kugel aus Quarzglas von 4cm Innendurchmesser, die mit 
einem vakuumdichten Hahn versehen ist, mit Joddampf von der Dichte 
29,0.10—5 (89°) gefiillt und die Absorptionskurve ausgemessen. Sie 
unterscheidet sich, auBer im Gebiet der Banden, nicht von der in 
Glaskugeln unter sonst gleichen Bedingungen gemessenen. Dann 
wird die Kugel mit wasserdampf- und kohlensiurefreier Luft von 
Atmosphiarendruck gefiillt und die Messung wiederholt. Es ergibt 
sich das in Fig. 3 dargestellte Bild (Kurven Bund A). Luftzusatz ver- 
mehrt also die kontinuierliche Absorption. Der Unterschied ist gering 
auf der kurzwelligen, stark auf der langwelligen Seite des Maximums 
der selektiven Absorption und fiir das Maximum selbst. Ob eine 
geringe Verschiebung des Maximums nach lingeren Wellenlangen statt- 
hat, ist unsicher. Bei friiheren Messungen waren Glaskugeln ver- 
wendet worden. Bei nicht sorgfiltig wasserdampffreier Fiillung 
bedeckte sich aber die Wand nach kurzer Zeit mit einem leichten 
gelbbraunen Beschlag, der die Absorptionsverhiltnisse vollstandig 
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verainderte. Das Maximum der selektiven Absorption lag dann bei 
5060 A-E.; zwischen 5100 und 5500 A-E. war kontinuierliche Ab- 
sorption vorhanden. Das Absorptionsgebiet des braunen Beschlags 
beginnt im Violett und reicht bis ins Rot. Der Beschlag, den Konen?) 
mehrfach besonders auch bei Geisslerréhren erwahnt und der bei 
Hartelas und Weichglas auftritt, ist anfanglich als allotrope Modifikation 
von Jod gedeutet worden. Da jedoch alle sorgfaltig wasserdampffrei 
gefiillten Kugeln und die Quarzkugeln trotz standigen starken Gebrauchs 
klar durchsichtig geblieben sind, mu der Beschlag als chemische Ver- 
bindung angesehen werden. Vielleicht ist es eine Lésung von Jod 
in Jodnatrium, letzteres gebildet aus der Alkalihaut des Glases bei 
Gegenwart von Wasserdampf, ahnlich wie die braune Lésung von Jod 
in Jodkalium. Vielleicht ist es auch ein fliichtiges Subjodid. Reiner 
wasserdampffreier Joddampf. greift Glas auch bei héherer Temperatur 
nicht an. 


§5. Berechnung von p— und die x'-Kurve. Nach Koenigs- 


berger und Kilchling?) ist fiir’Dampfe 


re a ie Tt al 1 [/at,\2 
Hie reo? ioe | me 59 =5 |G) — 1) 
; 
fi 9660. a A?” 


wobei M das Molekulargewicht (254 fiir Jod) und d die Dichte bedeuten. 


e : : 
Berechnet man p ro fiir einen bestimmten Zustand des Dampfes unter 


Benutzung verschiedener zusammengehériger x'- und 4-Werte, so darf 
es sich bei Variation der Wellenlinge nicht dndern, falls ein. einheit- 
liches Absorptionsgebiet vorliegt. Die Verschiedenheit der berechneten 


Werte von p oe die nach der Theorie alle eleich sein sollten, beruht 


nur zum kleineren Teil auf MeSfehlern, so die kleinen Differenzen 
auf der kurawelligen Seite des Maximums, da dort keine Beobachtung 
zu Zweifeln an der Existenz eines einzigen selektiv kontinuierlichen 
Absorptionsgebiets AnlaB gibt. Auf der langwelligen Seite sind andere 
Ursachen der groBen Unterschiede vorhanden. Die Messung ist in 
der ersten Ordnung des Gitters erfolgt. Die Spaltbreite konnte der 
Bee a Se Helligkeit wegen in Gebieten starker Absorption nicht 


1) H. Konen, Wied. Ann. 65, 257, 1898. 
3) J. Koontravereer u. K. Kilehling, Ann. d. Phys. 28, 898, 1909 und 
J. Koenigsberger u. K. Kipferer, Ann. d. Phys. 37, 631, 1912. 
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immer so eng genommen werden, als dies erwiinscht gewesen wire. 
Kleine MeBfebler, also kleine Ungenauigkeiten der x'-Werte verursachen 
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gréBere Differenzen der p> Je naher man der Mitte des Absorptions- 


gebiets kommt, wie sich aus den Gleichungen ergibt. 


Tabelle 2. 


(Fig. 3, Kurve C.) 


Joddampf, ¢ = 48°, d = 2,54.10—5 (gesattigter Dampf). 


A.108| x! .107 p- +105 A. 108 | 2! . 107 p:—-+10-8 A.108 | 2.107 p-—+10-5 
m ™m m 
4413 | 0,32 1,26 4891 | 6,2 2,60 5364 5,5 3,15 
4470 | 2,2 3,46 4947 8,2 8,60 5396 6,1 4,00 
4527 | 3,6 4,58 5004 8,3 4,37 5452 5,9 4,35 
4584 | 3,4 3,81 5034 |. 7,7 0,76 5507 6,2 5,23 
4641 | 4,2 4,03 (5060)| 8,5 —_— 5562 6,4 6,02 
4661 | 4,8 449 5118 | 7,9 1,62 5619 6,5 6,74 
4698 | 4,4 3,60 5145 5,8 1,04 5672 6,6 7,42 
4719 | 5,4 ' 4,12 5173 6,5 1,70 5726 4,8 5,84 
4754 | 5,0 3,49 5229 | 6,0 2,06 5835 5,1 6,48 
4776 | 6,0 4,52 5256 | 5,1 1,91 5915 3,4 4,88 
4811 | 5,6 | 3,30 5285 | 5,3 2,28 — = os 
4833 | 6,8 455 | 5341 | 6,0 2,66 —- |— =— 
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Die besten Werte sind in der Tabelle fett gedruckt. Ihr Mittel gibt: 


p-— = 3,8.105. 
m 


CRs - : 
Berechnet man aus dem so gefundenen p-— riickwiarts die x’-Werte, 
m 


so erhilt man die ideale Kurve unter der Voraussetzung eines ein- 
zigen selektiv kontinuierlichen Absorptionsgebiets. Die so berechneten 
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Fig. 3. 


Kurven sind auf den Fig. 2 und 3 mit Strichen bezeichnet (A’, B’, C’). 
Fiir t = 54°, d = 3,84.10-5 ist das Mittel fiir p~ = 3,3.10+5 
m 


(Fig. 3, Kurve B). Fir t= 899, d = 29.10-5, p = = 8,0.10+4 (Fig. 2, 


Kurve B). Fiir t= 89°, d = 29. 10-5, p — = 7,4.104 (Fig. 2, Kurve 4). 


Fiir ¢ = 400°, d = 27,5.10-5, p — = 10,6.104 (Fig. 2, Kurve Q). 

Wenn auch die gemessenen Kurven in Einzelheiten etwas von- 
einander abweichen, so ist doch unverkennbar, daB sie alle durchaus 
unsymmetrisch sind. Die Form der Kurven im einzelnen ist auf der 
langwelligen Seite durch das Bandenspektrum stark und wechselnd 
beeinfluBt, da auch bei gréSter Sorgfalt stets Teile des Banden- 
spektrums mitgemessen werden, auch wenn man die Nachbarschaft 
der Kanten meidet. Je gréBer die Absorptionsstarke, desto mehr mu8 
zur Messung der Spalt gedffnet werden, um geniigende Helligkeit zu 


c/ 


ne ee 
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erhalten, desto gréBer ist also der mitgemessene Anteil des Banden- 
spektrums. Dies macht sich besonders bei Dichten iiber 10.10-5 
geltend. ; 

Die Ubereinstimmung der berechneten mit den gemessenen Kurven 
ist auf der kurzwelligen Seite des Maximums gut und ist ein Beweis 
fiir die Existenz eines selektiv kontinuierlichen Absorptionsgebietes 
mit dem Maximum 5060 A.-E. Auf der langwelligen Seite bleibt 
bis 5400 A.-E. die gemessene Absorption kleiner als die berechnete. 
Es wire das Gegenteil zu erwarten gewesen, da die Bandenabsorption 
die des ,,Untergrundes“ bei ungeniigender Dispersion verstiirken 
muBte. Die tatsichliche x'-Kurve des ,Untergrundes“ liegt fiir diese 
Wellenlainge jedenfalls noch unterhalb der gemessenen Kurve. 

Bei 5300 A.-E. biegt aber die Absorptionskurve um und erreicht 
ein zweites mehr oder minder deutliches Maximum bei 5500 bis 
5600 A.-E. Dies kommt daher, daB bei 5300 A-E. die eine Serie der 
Jodbanden stiirker wird. Bei 5500 bis 5600 A.-E. stehen die wha 
und ,,A“-Serie in gleicher Intensitaét auf den Liicken, so daB Gehiete 
geringer Linienintensitat (,,Untergrund“) iiberhaupt nicht mehr vor- 
kommen. 

Damit ist nachgewiesen, da das selektive Absorptionsgebiet sich 
nicht gleichmaBig in das Gebiet der Banden hinein fortsetzt. Ob 
die selektive Absorption teilweise oder ganz von der Bandenabsorp- 
tion abgelést wird, la8t sich durch die Meéssungen nicht sicher ent- 
scheiden. Jedenfalls aber gilt, da8 da, wo bei kiirzeren Wellen die 
Bandenabsorption aufhért, die selektive kontinuierliche Absorption 
gemaB der Theorie verlauft. 

Nach der Untersuchung von L. Kilching?) gehen die drei starksten 
Gruppen von Kanten (4, B, C) (nicht Nullinien) im Jodspektrum 
yon etwa 5057 A.-E. aus. Diese Zahl ist aus der Formel fiir die 
Kantengruppen (siehe § 7) extrapoliert. Sie stimmt mit A — 5060 A-E. 
des interpolierten Maximums der selektiven Absorption annahernd 
iiberein. In § 2 ist bemerkt worden, daB Bandenabsorption und 
selektive kontinuierliche Absorption bei hoher Temperatur gleichmaBig 
verschwinden, und nach § 3 gilt das Beersche Gesetz fir beide 
innerhalb derselben Grenzen. Sie diirften also denselben Trager be- 
sitzen. Ob die innerhalb des Bandenspektrums gemessenen Ab-— 


- sorptionswerte iiberhaupt lediglich unaufgeléste Reste des Banden- 


spektrams und nicht der Absorption eines kontinuierlichen Unter- 
grundes zuzuschreiben sind, wurde oben erdrtert und bleibt noch 


1) L. Kilchling, ZS. f. wissensch. Photogr. 15, 293, 1916. 
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ungewig. Jedenfalls kann aber der Satz ausgesprochen werden: Die 
Absorption der Kantengruppen im Bandenspektrum des Jods wird 
jenseits des Kopfes der Gruppen bei = 5057 A.-E. durch ein selektiv 
kontinuierliches Absorptionsgebiet ersetzt. 

Holtsmark?) hat gefunden, daS am Ende des Serienspektrums 
des Natriumdampfes ebenfalls eine selektive Absorption liegt und dab 
die Linien der Seriengrenze in die selektive Absorption tbergehen. 
L. Kilchling findet zwar, da8 die Képfe der verschiedenen Kanten- 
gruppen nicht genau von demselben Punkte des Spektrums aus- 
gehen, sondern jeweils um 30 A.-E. gegeneinander verschoben sind. 
Wenn dies zutrifft, was in Anbetracht der Unsicherheit der Extra- 
polation dahingestellt bleibt, so hatte man demgemaB vielleicht mit ver- 
schiedenen gegeneinander um je 30 A.-E. verschobenen selektiv kon- 
tinuierlichen Absorptionsgebieten zu rechnen. 

Dabei kénnten die Intensititen dieser Absorptionsgebiete ver- 
schieden sein. Da die C-Serie am weitesten nach kurzen Wellen 
hin zu sehen ist und ihren Kopf bei 5057 A.-E. hat, so wire es 
moéglich, daB die der C-Serie entsprechende Absorption die starkste 
ist und zur gemessenen Absorptionsstarke den gréBten Beitrag liefert. 
Eine Entscheidung zwischen den verschiedenen Méglichkeiten konnten 
wir nicht treffen. 


Da = seh LOT 'i9t5 op = fiir Joddampf bei etwa 50° und 


d = 3.10-* rund 3.10*°%, bei d= 29.10—5 zu rund 1.105 gefunden 
wurde, so folgt, daB nur 1/;) bis 1/,;) aller Jodmolekiile sich in ab- 
sorbierendem Zustand befindet, soweit selektiv kontinuierliche Ab- 
sorption in Betracht kommt. Die Abnahme bei steigender Tem- 
peratur (§ 8) erklart sich ungezwungen aus der fortschreitenden 
Dissoziation von Jo. 

§6. Selektiv kontinuierliches Absorptionsspektrum von 
Brom. Uberhitzter Bromdampf mit einer Dichte, die einer Sattigungs- 
spannung bei — 20° entspricht, wurde bei 20 und 520° beobachtet. 
Es zeigt sich hierbei, 4hnlich wie bei Joddampf, daB das Gebiet der 
selektiv kontinuierlichen Absorption sich ausbreitet. Die Priifung 
des Beerschen Gesetzes ergibt bei 20° Gleichheit der selektiven Ab- 
sorption und des Bandenspektrums bei Vergleichung einer 20cm 
langen Schicht (Druck 23 mm, d = 2,3.10-4) mit einer 5cm langen 
Schicht (Druck 100mm, d = 9,1.10-4). Ein anderer Versuch, bei 
welchem der héhere Druck 170mm betragen hat, hat keine Gleich- 
heit mehr ergeben, weder fiir die selektive Absorption noch fiir das 


1) Holtsmark, Phys. ZS. 20, 88, 1919. 
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Seeks ae Ks ist also bis zu einem Druck von 100mm (9.10- 5) 
x’ noch angenihert proportional der Dichte, wahrend das bei 170mm 
(d = 15.10-*) nicht mehr der Fall ist. Damit stimmen die Beob- 
achtungen von Ribaud?) iiberein, der nur fiir Drucke zwischen 
10 und 150mm Hg Proportionalitét von x’ mit dem Druck fand, 
bei héheren nicht. 

§7. Bandenspektrum des Jod. Eine gréSere Zahl Kanten 
sind ausgemessen worden. Die Daten finden sich bei L. Kilchling. 
Hs geniigt hier anznufiihren, da viele sichtbare Kanten sich in drei 
Serien ordnen lassen, die einer Formel des Typus 

vy = A+ Bni+ Cm 
folzen und daB8 die Képfe bei etwa 4 = 5057 A.-E. liegen, dem 
Maximum der selektiven Absorption (vgl. § 5). Einen dhnlichen Grenz- 
wert erhalt man auch fiir die Formeln von Deslandres, Heur- 
linger und Anderen. Im folgenden ist auch das Verhalten der 
einzelnen Absorptionslinien auf ihre Breite (Dampfung) untersucht. 
Demgemi8 gliedert sich dieser Teil: 

a) In eine Untersuchung der Absorptionsbanden, die das Aus- 
seben der Bandengruppen- und -systeme betrifft und b) eine Be- 
trachtung einzelner Absorptionslinien. 

Die Untersuchungen und Aufnahmen sind meist in der dritten 
Ordnung des Gitters ausgefiihrt worden mit Bogenlampe als Licht- 
quelle; der an derselben Stelle liegende Teil vierter Ordnung wurde 
durch ein Lichtfilter aus Kaliumbichromatlésung entfernt. 

§ 8. Einflu8 der Temperatur auf das Bandenspektrum. 
Es sind mit der Quarzkugel von 4cm Durchmesser in der Regel zwei 
Aufnahmen in der dritten Ordnung gemacht worden, ohne irgend 
etwas zu verindern: Eine bei niederer Temperatur, d. h. an schwach 
iiberhitztem Joddampf (120 bis 150°) und eine bei héherer Temperatur — 
(500 bis 550°). Die Dichte war jeweils 7,9.10~* Es ergibt sich: 
1. Verschiebungen der Linien sind bei dieser Temperaturanderung 
nicht erkennbar. 2. Bei hoher Temperatur treten die Kanten weniger 
hervor; bei 760° kénnen die Kanten mit dem Auge in Gelbgriin, 
wo sie bei tiefer Temperatur zahlreich sind, tiberhaupt nicht mehr 
erkannt werden. 3. Bei der hohen Temperatur treten sowohl viele 
einzelne Linien als auch linienirmere Gebiete viel deutlicher als Dei 
tiefer hervor, wodurch der Charakter des Spektrums sich dem eines 
Linienspektrums nahert. Diese Anderung vollzieht sich jedoch nicht 
gleichm&Big; denn einzelne Linien sind bei hoher Temperatur stark 


1) G. Ribaud, O. R. 157, 1065, 1913. 
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ausgeprigt, bei niederer kaum angedeutet; auch der umgekehrte Fall 
kommt vor. Hierdurch ereignet es sich gelegentlich, da eine bei 
niederer Temperatur. deutlich wahrgenommene Absorptionslinie bei 
hoher Temperatur fehlt. 4. Aquidistante Liniengrappen von nahe 
gleicher Intensitét, die als scheinbar zusammengehérig bei niederer 
Temperatur besonders im Gelbgriin und Orange oft auftreten, zeigen 
schon bei 500° verschiedene Intensitit; sie gehdren daher nicht zu 
einer Serie. Die Intensitét der Liniengruppen zeigt bei steigender 
Temperatur gréBere Unterschiede, wie durch angenaherte Intensitats- 
messung mit Hilfe einer Skala von Strichen abnehmender Schwar- 
zung festgestellt worden ist. Wahrend bei niederer Temperatur die 
Linien bzw. Liniengruppen einigermafen gleichmabig ein Spektral- 
gebiet erfiillen, treten bei hoher Temperatur einzelne Linien bzw. 
Liniengruppen mit verschiedener Intensitét hervor. Dadurch wird 
das Spektrum ungleichmaBiger und erhalt mehr den Charakter eines 
Linienspektrums in Absorption. 

§ 9. Einflu8 der Dichte auf das Bandenspektrum. Bei 
geringer Dichte, bei welcher nach § 3 das Beersche Gesetz gilt, er- 
scheinen ausgesprochen kannelierte Banden; die Absorption nimmt 
gegen die Kante zuerst langsam, dann schneller zu und la8t diese 
scharf hervortreten. Die Linien treten hierbei zuriick; es besteht 
scheinbar eine kontinuierliche Absorption innerhalb jeder Bande. Auch 
sehr schwache Kanten sind bei geringer Dichte noch gut sichtbar. Diese 
Eigenschaften machen Aufnahmen bei geringer Dichte ganz besonders 
brauchbar zur Auffindung von GesetzmaBigkeiten in der Folge der 
Kanten. Nach Beobachtungen in der. fiinften Ordnung wird das 
kannelierte Aussehen bei geringen Dichten dadurch hervorgebracht, 
da8B zwischen je zwei Kanten sich gleichmaBig absorbierende Zwischen- 
' stiicke befinden, und diese gleichmaige Absorption wird hervorgebracht 
durch viele in ihrer Helligkeit nicht sehr verschiedene Linien, die 


einander so nahe stehen, daB das Gitter sie in niederer Ordnung nicht 


trennt. lLetzteres ist wohl auch die Ursache einer scheinbaren kon- 
tinuierlichen Absorption in der Nahe der Kanten, wie sie Hassel- 
berg in seiner Zeichnung des Jodspektrums andeutet: 


Von der Ungiiltigkeitsgrenze des Beerschen Gesetzes an (vgl. §3) 


beginnt mit zunehmender Dichte eine schwache Andeutung von solchen 
Linien, die im allgemeinen in erster Annaherung Aquidistant sind. Erhoéht 
man die Dichte, so verschwindet die charakteristische Absorptions- 
zunahme nach den Kanten hin, die durch Linienhaufung bedingt ist. 


Dagegen heben sich mitten in den Banden einzelne Linien heraus. 


Bei 90° bis 100° des gesittigten Dampfes, d.h. bei einer Dichte von 
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3.10~* erhalt man ein Spektrum, das bei derselben Dispersion wie 
vorher fast nur noch aus deutlich getrennten Linien oder Linien- 
gruppen besteht. Die Kanten sind teilweise noch durch einige be- 
sonders starke Absorptionslinien bestimmt. 

§ 10. Absorptionslinien. Die oft diskutierten Verbreiterungs- 
erscheinungen bei Linien der Serienspektren haben zur Frage gefiihrt, 
ob Verbreiterung auch bei den Linien der Bandenabsorption auf- 
treten kann. Es war Aussicht vorhanden, auf diese Frage Antwort 
zu geben, da die gute Qualitat des Gitters Beobachtungen in der 
fiinften Ordnung gestattet. Die Grenze des <Auflésungsvermégens 
fiir die in Betracht kommende Wellenlinge liegt bei etwa 0,035 bis 
0,04 AE. Konen findet, da8 sich die Linien des Jods gleichmabig 
verbreitern nach Rot hin in abnehmendem MaBe, wenn man die Dichte 
oder den Druck vermehrt. Dichtevermehrung bringt die stairkste 
Verbreiterung hervor, dann folgt in der Wirkung die Steigerung der 
Schichtdicke, in weitem Abstand folgen Druck und Temperatur. 
Manche Linien kann er bis 0,6 A.-E. breit erhalten. Hasselberg 1) 
zeichnet von den Kanten ausgehend. oft einen einige Angstrémein- 
heiten breiten, sehr schwachen Untergrund, ohne ihn im Text zu er- 
wahnen. 

Galitzin und Wilip?) haben in einem beschrankten Spektral- 
bereich die Breite der Linien des Bromdampfes untersucht. Sie 
finden einige wenige etwa 0,2 A-E. breite Linien, die sich um einen 
geringen Betrag (0,03 A-E. im Mittel) bei Variation von Temperatur, 
Schichtdicke und Dichte verbreitern. Dufour’) findet, daB alle 
Linien durch steigenden Druck von beigemengten Gasen unscharfer 
werden; einige wenige verschieben sich um 0,028 A.-E. pro 1 Atm. 
nach langeren Wellenlangen. 

Die folgenden Versuche sind an Jod mit Schichtdicken von 
0,3, 4,5, 5 und 100cm gemacht, bei Brom und See ie nur 
mit den beiden ersten. 


a) Jod. 


w) Einflu8 der Dichte. Bei einer Dichte von 5.10~* (¢ = 60°) 
und einer Dicke von 0,3cm erscheinen sehr viele Linien gleichzeitig; _ 
man findet ein Spektrum, wie es Hasselberg beschrieben hat. Hs 


- geichnet sich aus durch Hervortreten der Kanten. Hierbei sind die 


schmalsten Absorptionslinien schmaler als 0,035 A.-E. Aufer diesen 


1) B. Hasselberg, Mém. Ac. St. Petersburg (7) 36, Nr. 176, 1889. 
2) B. Galitzin u. 8S. Wilip, ebenda (8) 17, Nr. 6, 1906. 
. 8) A. Dufour, O. R. 145, 173, 1907. 
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existieren breitere Linien, die sich teilweise in zwei oder drei auf- 
lésen lassen. Bei mittlerer Schichtdicke, 5cm, sind die Linien schon 
bei Zimmertemperatur intensiver; bei Dichtesteigerung bis auf 5.10~* 
treten immer mehr Linien hervor, die vorher schwach waren; eine 
Verbreiterung ist noch nicht zu erkennen. Auch die 1m lange Réhre 
zeigt bei Zimmertemperatur sehr viel Linien, deren Breite an der 
Grenze des Auflésungsvermégens liegt. Die anscheinend kontinuier- 
liche Absorption in jeder Bande, die die Aufnahmen der Réhre in 
der dritten Ordnung zeigen, ist in der fiinften Ordnung in zahlreiche 
Linien aufgelést, deren Breite auch hier an der Grenze des Auf- 
lisungsvermégens des Gitters liegt. 

6B) Der Einflu8B der Temperatur auf die Absorptionslinien 
wird ermittelt mit Hilfe der Quarzglaskugeln. LErhitzt man sie all- 
mahlich bis 1000°, so beobachtet man, daS im kurzwelligen Teile 
des Bandenspektrums Linien und Liniengruppen (d. h. bei geringerer 
Auflésung Banden) erscheinen, die bei tieferer Temperatur nicht zu 
sehen waren. Das ganze Spektrum wird matter und verschwindet 
schlieBlich. Der Charakter des Bandenspektrums bleibt am langsten 
im Rot erhalten. An den Linien, die bei tieferer Temperatur scharf 
sind, treten auch hier Verbreiterungserscheinungen nicht auf. Man 
kénnte aber nicht aus der Temperaturanderung, die fiir alle Linien 
einer Serie gleichmaBig sein miifte, Schliisse auf die Zusammen- 
gehérigkeit der Linien ziehen, weil die Auflésung des Gitters nicht 
hinreicht, um in allen Fallen alle Linien sicher voneinander zu trennen. 

vy) Um den Einflu8 fremder Gase auf die Linien zu unter- 
suchen, wird Joddampf in der 1m langen Réhre mit Luft von Atmo- 
spharendruck beobachtet. Die Jodbanden erscheinen in der ersten 
Ordnung nicht so ausgepragt wie ohne Luft; in der fiinften Ordnung 
zeigen auch hier viele Linien eine Breite von weniger als 0,035 A.-E. 
In der Nahe der Kanten sitzen die Linien auf einem sehr schwachen 
Untergrund auf, der sich nicht auflésen laBt. 


b) Brom. 


Kine abnliche Versuchsreihe ist mit Bromdampf durchgefiihrt 
worden. 

w) Kinflu& der Dichte. Die Beobachtungen mit gesiittigtem 
Dampf variabler Dichte bei geringer Schichtdicke (3 bis 4mm) er- 
geben bei Bromdampf ohne erhebliche Beimengungen fremder Gase 
bei allen Dichten Linien, deren Breite an der Grenze des Auflésungs- 
vermégens des Gitters liegt. Sehr viele Linien sind breiter, kénnen 
aber zum Teil in mehrere aufgelést werden. Bei Dichtesteigerung 
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nimmt zuerst die Linienabsorption zu, d. h. die Linien werden schwirzer; 
die vorher nur schwach erkennbaren nehmen an Intensit&t rascher zu 
als die anderen und flieBen infolgedessen scheinbar zusammen. ScblieB- 
lich nimmt die Helligkeit, besonders in der Nihe der Kanten, derart 
ab, daB nicht mehr beobachtet werden kann. Ob dabei noch eine 
selektive Absorption innerhalb der Banden mitwirkt, lift sich nicht 
entscheiden. Bei einer Dichte von etwa 1100.10—-5 bis etwa 1900.10-5 
findet méglicherweise eine geringe Verbreiterung der Linien statt. 
Jedenfalls wird bei Erhéhung der Dichte der Dampf rasch undurch- 
sichtiger. Die Helligkeit reicht in der fiinften Ordnung bei etwa’ 
100° nicht mehr zur Beobachtung aus, es muB in der vierten Ordnung 
weiter beobachtet werden. 

B) EinfluB der Temperatur. Die Kugel, die iiberhitzten 
Dampf enthialt, zeigt ahnliche Verhaltnisse wie bei Jod. Die Breite 
der Linien liegt oft an der Grenze des Auflisungsvermégens des 
Gitters: Sehr breite Linien lassen sich gréBtenteils in mehrere auf- 
lésen. Bei Temperaturerhéhung heben sich zuerst einzelne Linien 
mehr heraus, ohne daS eine Verbreiterung festgestellt werden kann. 
Dann treten auch die schwachen Linien mehr hervor, so da die 
Helligkeitsunterschiede sich verringern und ein scheinbares Ver- 
schwimmen, scheinbar kontinuierliche Absorption entsteht. Verbrei- 
terung der schmalen Linien lat sich bei Temperatursteigerung bis 
250° nicht deutlich nachweisen. Der TemperatureinfluB besteht viel- 
mehr in einer Anderung des Charakters des Spektrums. Auch hier 
treten helle Linien auf, die wohl als Liicken gedeutet werden miissen. 

y) EinfluS8 fremder Gase. Die Bromréhre mit Kohlensiure 
von etwa 20 Atm. Druck gibt bei Zimmertemperatur ein vollstandig 
verwaschenes Bandenspektrum, das sich auch bei starkster Dispersion 
nicht in Linien auflésen 1i6t. Die scheinbare, vom Maximum im 
‘AuBersten Violett bis ins 4uBerste Rot sich hinziehende selektiv kon- 
tinuierliche Absorption ist geblieben, vielleicht ein wenig verstarkt 
worden. Das Bandenspektrum ist sehr geschwacht und védllig ver- 
andert. An Stelle der in Linien auflésbaren Banden ist eine von 
den Kanten auslaufende, verwaschene kontinuierliche Absorption ge- 
treten. . Auf der anderen Seite der urspriinglichen Kante erfolgt der 
Abfall relativ rasch auf einer Strecke von 2 bis 3A.-E. Diese ~ 
scheinbar oder wirklich kontinuierliche Bandenabsorption unterscheidet 
sich demnach grundsatzlich von der kontinuierlichen selektiven Ab- 
sorption. Dieselbe Erscheinung tritt auf, wenn man fliissiges Brom 
obne Koblensiiure bei sehr geringer Schichtdicke so hoch erhitzt, daB 
der eigene Dampfdruck ebenfalls 15 bis 20 Atm. betragt. 
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¢) Stickstoffdioxyd. 


Die Absorptionslinien des reinen itiberhitzten Stickstoffdioxyd- 
dampfes von Zimmertemperatur bei 4,5cm Schichtdicke sind fast 
durchwee sehr fein, selbst die stiirkeren Linien sind nicht viel breiter 
als 0,035 A-E. Der Temperatureinflu8 ist nicht bedeutend. Bei 
starkem Erhitzen heben sich einige Liniengruppen mehr heraus, so 
da8 das Spektrum etwas mehr den Charakter eines kannelierten 
Bandenspektrums erhalt. Auch durch starke Steigerung der Dichte, 
beobachtet bei 0,5em Schichtdicke, nahert sich das Spektrum mehr 
jenem Typus. Der Dampf wird sehr undurchlissig, es scheinen viele 
Linien auf einem dunklen Untergrund aufzusitzen, der aus Licht- 
mangel nicht auf seine Auflésbarkeit untersucht werden kann. Der 
Einflu8 fremder Gase, beobachtet bei Zusatz von CO, unter 20 Atm. 
Druck, ist nicht so groB wie bei Brom. Es sind noch Linien zu er- 
kennen, da sie nicht iiberall so dicht stehen; sie sind im Durchschnitt 
iiber 1 A-E. breit. 

§ 11. Dampfung einzelner Absorptionslinien des Jods. 
Es gelingt, im Spektrum fiinfter Ordnung einzelne Linien heraus- 
zugreifen, die einfach sind. Man erkennt diese an ihrer geringen 
Breite, die sich mit der Temperatur nicht stark &ndert. Sollten auch 
diese Linien aber nicht einfach sein, so wiirden die folgenden Schliisse 
erst recht gelten. Genaue Messungen der Absorption lings der 
Breite einer Linie gelangen nicht. Aus Schitzungen konnte aber die 
GréBenordnung von p.e/m zu etwa 10? ermittelt werden. Eine 
Schitzung derselben GréBe haben Fiichtbauer und Hofmann aus- 
gefiihrt und den Wert 10 fiir p.e/m erhalten, bemerken aber auch, 
daf die Schatzung auf eine Zehnerpotenz unsicher sein kann. 

Die Breite der untersuchten Linien im allgemeinen wie der 
Spektrallinien tiberhaupt wird durch folgende Dimpfungsursachen 
bestimmt: 1. Ausstrahlung. 2. Dopplereffekt. 3. Rotations-Doppler- 
effekt. 4. StoBdimpfung. 5. Starkeffekt. 

Die durch 1, 2 und 4 verursachten Verbreiterungen lassen sich 
exakt berechnen. Bezeichnet 4A den Bereich, innerhalb dessen die 
Absorption vom Maximum auf die Hilfte des Maximalbetrages fallt 
(Halbbreite), so ist fiir die Dampfung durch Ausstrahlung 44> 0,5 

10-4 A-E. 1) bei allen Wellenlingen, Drucken und Temperaturen. Fiir 
die ora durch den Dopplereffekt ist 


AA = 3,58. oa 2 2), 


1) ‘W. C. Mandersloot, Jahrb. d. Rad. u. El. 18, 1, 1916. 
2) J. Stark, ebenda 12, 366, 1916. 
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wobei T die absolute Temperatur, m das Molekulargewicht bedeuten. 
Fiir die Dampfung durch Zusammenstife ist 


i. eer 
MA saiey1 dD. 10 L ak 
ZL bedeutet dabei die mittlere freie Weglinge. 

Da die Weglangen fiir Jod-, Brom- und Stickstoffdioxydmolekiile 
nicht bekannt sind, wurden statt ihrer die Weglingen fiir Chlormole- 
kiile (ZL = 4,6.10-%cem fiir 0° und 760mm Druck) eingesetzt. 

Vom Dopplereffekt der Rotation der Molekiile wei8 man 
nur, daf er grofe Betrige annehmen kénnte, falls er auftritt. Mol- 
elektrische Verbreiterung, verursacht durch einen Starkeffekt, tritt 
nach J. Stark stets mit StoBdimpfung vergesellschaftet auf, weil sie 
nur durch das dufere elektrische Feld eines anderen Atoms oder 
Molekiils wirken kann, sie kann also nur in der kurzen Zeit wahrend 
eines ZusammenstoBes auftreten. Sie wird sich daher nicht voll 
geltend machen kénnen, sondern mu nach der Reihe von Fourier 
auf die ganze Dauer der Schwingung umgerechnet werden und ist 
daher als gering zu vernachlassigen. Die Gesamtdimpfung ist an- 
genahert gleich der Summe der Einzeldimpfungen. In der folgen- 
den Tabelle sind die derart berechneten Werte mit den beobachteten 
verglichen. 

Die Breite der Linien wurde gemessen durch Vergleichung mit 
Strichbreiten eines Okularmikrometers. Die derart gemessene Breite 
ist etwa das Dreifache der den Rechnungen zugrunde liegenden Halb- 
breite 44. Die folgenden Tabellen beziehen sich auf Jod, Brom 
und Stickstoffdioxyd. 

Die Verbreiterung durch Ausstrahlung betragt in allen Fallen 
denselben Wert 42 = 0,5.10-!A-E.; sie ist daher nicht jedesmal 
besonders hingeschrieben. Sie ist iibrigens so gering, daB sie vdllig 
innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler fallt. Strahlungs- 
dimpfung und molelektrische Verbreiterung kénnen, wie erwahnt, die 
beobachteten Breiten iiberhaupt nicht erkliren. Die Tabelle zeigt 
ferner, daB der Dopplereffekt auch bei den héchsten hier beobachteten 
Temperaturen sich bei den Beobachtungen noch nicht geltend machen 
kann. Dagegen erreicht die StoSdimpfung Betrige, die als ‘Ver- 
breiterung der Linien nachweisbar sein miissen und hier auch nach- 
gewiesen worden sind. Die StoSdampfung geniigt véllig, um alle beob- 
achteten Verbreiterungen und das Verwaschenwerden des Spektrums 
in den einzelnen Fallen zu erklaéren. Es ist daher hier noch nicht 


1) J. Stark, Jahrb. d. Rad. u. El. 12, 366, 1916. 
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Tabelle 3. 
ye i lereffekt StoBdimpfung Beobachtung 
Bedingungen | is ga 4a ra | dh 
Jod. 
I= 100 cm, t= 15°, Vs -3 A.B, | 2,35.10-6A.-B. | <1,2.10-2A-E. 
== 33.107, p= 021 mm po 4 HE, | ee, a 
1= 0,3 em, = 60° \ <3 aR See 
: B f 2,5.10—3 A.-B. | 1,25.10—4A.-E. desgl. 
d= 5.10—5, p= 4,5 mm Hg jf 5 mel | 8 
1= 0,8 em, (= 1509 \ toa Rae ae 2 
y : : .10-3 A.-E. | 8,8.10—-3A.-H. desgl. 
d = 2,8.10—3, =307 mm Hg || f ck i. | a 
1=4,5 cm, £ = 
t= 800° (Uberhitzung), 4,4.10-3A.-E. | 3,4.10-3A.-E. desgl. 
1150p pe —— COO 
H teils . 
1=100 em, ¢= 15°, | r toad : <1,2.10-2A.-E., 
U8: MO 2:3.10—-3 A.-E. | 1,8.10—2A.-E. | teils schwacher 
p =760mm Hg (Luft) } | Untergrund und 
| daher breiter 
Brom. 
i= remy 5 \ ok Peet 9 5. 10-2 
, : . ae os ve A. du, “1,4. 0 2 A.-K. 
“ee p~ 100mm Hg |f 29: 10-8 A-E. | 2,9.10-8A-B. |< 
G— Siem, ee r z 
t= 250° (Uberhitzung), 3,9.10-8A-E. | 4,0.10-8A.-E. | desgl. 
C= p ~ 100mm Hg 
1=3 mm, t= 80°, ie ives | et | 98 
: ‘ 7 a Saas, . ae .10—2 A.-E. 
d ~ 1100-105, p ~ 2Atm.||f 22-10-2 AWE. | 4,9.10-2A-E. | 3.109 AE 
i= emp babe ery cee: jf, Verwaschenes 
p~ 20 Atm. (C05) | 2,9.10—-3 A.-E. | 0,45 A.-E. U Spektrom 


Stickstoffdioxyd. 
Linien wiber 
1A.-E. breit 


1=2em, t= 159, 
p-~ 20 Atm. (C Oo) 


\ 3,9.10—3 A.-B. 0,61 A.-E. { 


notig, den Dopplereffekt der thermischen Rotationsbewegung der 
Molekiile, den man rechnerisch nicht behandeln kann, za Hilfe zu 
nehmen. 


Zusammenfassung. Selektive kontinuierliche Absorption, 
Absorptionsbanden und Absorptionslinien des Joddampfes und zum 
Teil auch des Bromdampfes und Stickstoffoxyddampfes wurden bei 
Variation von Temperatur, Dichte und Druck beobachtet und gemessen. 

1. Das selektive kontinuierliche Absorptionsgebiet des Joddampfes 
wird durch Temperaturerhéhung verbreitert. Das Maximum behilt 
angenihert seine Lage bei, die Absorptionsstiirke im Maximum wird 
geringer. Von 600° ab wird mit fortschreitender Dissoziation die 
selektive Absorption gleichzeitig mit der Bandenabsorption schwacher. 
Bandenabsorption und selektive Absorption sind daher dem Molekiil 
oder einem mit der Molekiilbildung zusammenhingenden Zustand 
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eigentiimlich. Temperatursteigerung veriindert die Intensitatsverteilung 
im Bandenspektrum. Die Bandkantengruppen und Systeme zerfallen ; 
es heben sich Linien und Liniengruppen-heraus, die keine erkennbare 
Bandenanordnung besitzen, sondern den Viellinienspektren gleichen. 

2. Das Gesetz von Beer, wonach der Absorptionskoeffizient der 
Dichte proportional ist, gilt fiir Joddampf nur bis etwa zur Dichte 
5.10-°, und zwar sowohl fiir die selektive kontinuierliche Absorption 
als auch fiir das Bandenspektrum als Ganzes und fiir die einzelnen 
Absorptionslinien. Die Priifung bei Bromdampf bestitigt die von 
Ribaud dafiir angegebenen Giiltigkeitsgrenzen: 

3. Luftzusatz vermehrt die Absorption wenig auf der kurzwelligen, 
stark auf der langwelligen Seite des Maximums. 

4. Vergleichung der gemessenen Kurve der selektiven kontinuier- 
lichen Absorption mit der theoretisch berechneten zeigt vom Maximum 
nach kiirzeren Wellenlangen Ubereinstimmung von Theorie und Beob- 
achtung in allen gepriiften Fallen: auf der langwelligen Seite ist 
diese nie vorhanden. Es kann die selektive Absorption, die ihr 
Maximum im Anfangspunkt der Bandkantengruppen bei 5057 A-E. 
hat, als Fortsetzung des Bandenspektrums im Sinne der quanten- 
theoretischen Deutung von Holtsmark aufgefaBt werden. Die Zahl 
der Molekiile im Zustand kontinuierlicher Absorption ist im Mittel 
nur 1/,9) aller vorhandenen. 

5. Das Bandenspektrum des Joddampfes besitzt bei niederen 
Dichten kanneliertes Aussehen, hervorgerufen durch Intensitatsunter- 
schiede der einzelnen Absorptionslinien. Mit zunehmender Dichte 
Andert sich die Intensitaét der Linien, so da schlieBlich Bandkanten- 
gruppen und -systeme nur undeutlich erkennbar sind. 

6. Verbreiterung der einzelnen Absorptionslinien wurde bei Brom 
in hohen Dichten und bei Jod, Brom und Stickstoffdioxyd bei Druck- 
erhéhung durch fremde Gase beobachtet. Die wahrgenommene Breite 
der Linien ist, wie die Diskussion zeigt, durch die StoBdanipfung zu 
erkliren. Die durch andere Ursachen bedingte Verbreiterung muB, 
wie die Rechnung und Beobachtung zeigt, kleiner sein als das Auf- 
lésungsvermégen des Gitters. Der Rotations-Dopplereffekt, der sich 
vorlaufig der theoretischen Berechnung entzieht, tritt jedenfalls nicht : 
mit wahrehmbarem Betrag auf. — Diese Untersuchung ist mit den 
vom Elizabeth Thompson Science Fund in Boston bewilligten 
Mitteln angestellt worden, wofiir wir den Board of trustees unseren 
besten Dank aussprechen méchten. 

Freiburg i. B. 
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Uber das Modell des Heliumatoms. 
Von H. A. Kramers in Kopenhagen. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 31. Dezember 1922.) 


§ 1. Einleitung. Die Untersuchungen tiber die stationaren 
Zustande des neutralen Heliumatoms haben bekanntlich zu der An- 
nahme gefihrt, da8 im normalen Zustand dieses Atoms die beiden 
Elektronen sich in einquantigen Bahnen um den Kern herum bewegen. 
Die einfachste Form einer solchen Bewegung ist die, bei der die 
beiden Elektronen sich in einer und derselben Kreisbahn mit dem 


, : h 
Kern im Mittelpunkt bewegen, jedes mit dem Drehimpuls H = 5— 


> 


und wurde schon 1913 von Bohr?) als Modell des Normalzustandes 
vorgeschlagen. Aus zwei verschiedenen Griinden schien es jedoch 
notwendig, dieses Modell zu verlassen. Erstens liefert es eine 
zu hohe Ionisierungsspannung, namlich 2,125 W (wo W = 13,54 Volt 
die Ionisierungsspannung des normalen Wasserstoffatoms bedeutet), 
wahrend der experimentelle Wert 1,807 W (= 24,6 Volt) betrigt 2), 
also 0,32 W (= 4,2 Volt) weniger. Zweitens haben die schénen 
spektroskopischen Versuche von Paschen aus dem Jahre 1912 und 
die Franckschen Elektronensto8versuche ergeben, daS der Helium- 
normalzustand zu jener Klasse von station’ren Zustinden gehdért, die 
mit dem Auftreten des sogenannten Parheliumspektrums verkniipft 
sind’), und die theoretischen Untersuchungen haben zu der Auf- 
fassung gefiihrt, da8 nur in den stationéren Zustiinden, die dem 
Orthoheliumspektrum entsprechen, die Bewegung der beiden Elek- 
tronen in derselben Ebene vor sich geht‘), wihrend beim Parhelium 
die Ebenen der Elektronenbahnen immer einen betrachtlichen Winkel 
miteinander bilden. 

In seinen neuesten, auf das Korrespondenzprinzip fuBenden 
Untersuchungen hat Bohr diese Betrachtungen noch vertiefen kénnen, 


3) N. Bohr, Phil. Mag. 26, 488, 1913. (Abh. iiber Atombau, S. 38.) 

*) Dieser Wert wird am genauesten aus den neuesten spektroskopischen 
Daten Lymans berechnvet (Nature, 26. Aug. 1922) und ist auch mit den Franck- 
schen Messungen im Einklang (vgl. J. Franck, ZS. f. Phys. 11, 155, 1922). 

3) Siehe J. Franck und F. Reiche, ZS. f. Phys. 1, 154, 1920. 

*) Vgl. A. Landé, Phys. ZS. 20, 228, 1919; 21, 114, 1920. N. Bohr, ZS. f. 
Phys. 2, 464, 1920. (Drei Aufsitze iiber Spektren und Atombau. Braunschweig, 
Friedr. Vieweg & Sohn A.-G., 1922, S. 63.) 
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indem er starke Argumente dafiir beigebracht hat, daB es prinzipiell 
unmoglich ist, da8 im Heliumatom jemals ein Zustand zustande kame, 
worin die beiden Elektronen in derselben Ebene in gleichberechtigten 
Bahnen um den Kern herumlaufen 1), Entsprechende Argumente 
lieBen sich aber nicht gegen das Zustandekommen eines Bewegungs- 
zustandes anfiihren, in dem die beiden Elektronen in gekreuzten Ebenen 
gleichberechtigte Bahnen beschreiben, und unter Bewegungszustainden 
dieser Art wire also der Normalzustand des Heliums zu suchen. 


Das Modell dieses Zustandes — und iiberhaupt des Normal- 
zustandes eines Atoms mit zwei Elektronen, fiir das die Kernladungs- 
zahl einen beliebigen Wert N hat — lieBe sich in folgender Weise 


nach den Prinzipien der Quantentheorie eindeutig konstruieren. Wir 
denken uns zunichst, daB die gegenseitige Kraft der Elektronen zu 
vernachlassigen sei, verglichen mit der Kraft, die der Kern auf beide 
ausiibt. Jedes Elektron wird da eine Kreisbahn durchlaufen mit 
einem Drehimpulse gleich H. Der Winkel zwischen den Bahnebenen 
muf dabei aber so gewahlt werden, daf der totale Drehimpuls des 
Atoms gleich H ist, d.h. wir werden den Winkel gleich 120° setzen. 
In einer von Bohr stammenden Ausdrucksweise kann man sagen, 
daB diese den Winkel der Bahnebene regulierende Quantenbedingung 
dem System durch den stérenden Einflu8 der gegenseitigen Krafte, 
die die Elektronen aufeinander ausiiben, auferlegt wird. Vorliufig 
liegt nun aber noch eine Willkiir in der Wahl des Phasenunterschiedes, 
womit die beiden Elektronen sich in ihren Bahnen bewegen. Diese 
Willkiir werden wir durch die Forderung beseitigen, daB der Mittelwert 
des Potentials der stérenden Krafte ein Minimum sei. Dieser Mittel- 
wert gibt bekanntlich in erster Annaherung den Wert der Zusatz- 
energie an, d.h. denjenigen Betrag, der zu der Energie des als 
ungestért betrachteten Systems zu addieren ist, um die Energie im 


-stationiren Zustand des gestérten Systems zu bekommen. Unsere 


Forderung bedeutet also eine Forderung der Stabilitat vom Stand- 
punkte der Energie aus. Sie ist, wie man leicht sieht, in unserem 
Falle erfiillt, wenn die Elektronen immer gleichzeitig die einander 
gegeniiber gelegenen Kreuzpunkte ihrer Bahnen passieren, d.h. wenn 
die Projektionen ihrer Bewegungen auf die invariable Re des 
Systems einen Phasenunterschied von 180° aufweisen. 

Bisher haben wir den stérenden Einflu8 der gegenseitigen Krifte 
der zwei Elektronen als sehr klein angesehen, verglichen mit der An- 


1) N. Bohr, ZS. f. Phys. 9, 29 uf. 1922, (Drei Aufsdtze tber Spektren 
und Atombau, S. 100 uf.) 
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ziehungskraft, die vom Kerne ausgeht. Besonders bei niedriger Kern- 
ladungszahl ist dies aber offenbar nicht mehr gestattet. So sieht 
man, da8 z.B. beim Helium die GréBe der stérenden Kraft zwischen 
12,5 Proz. und 50 Proz. der Anziehungskraft vom Kerne hin und her 
schwankt. Wahlt man aber die Kernladungszahl geniigend groB, so 
wird die stérende Kraft beliebig klein, verglichen mit der Kraft vom 
Kerne (wenn man immer die Newtonsche Mechanik fiir Massen- 
punkte, die Coulombsche Krafte aufeinander ausiiben, anwendet), 
und wir kénnen daher den zu untersuchenden Zustand in eindeutiger 
Weise herstellen, indem wir zunachst von einem Zustand bei sehr 
groBer Kernladungszahl ausgehen, wo die Stérungen noch zu ver- 
nachlassigen sind, und uns darauf einen adiabatischen Prozef aus- 
gefiihrt denken, wobei die Kernladung sehr langsam bis zum ge- 
wiinschten Wert herabsinkt. Nach dem Ehrenfestschen Prinzip 
miissen wir nimlich erwarten, daf man sich so immer in dem rich- 
tigen Quantenzustand befinden wird. Hin wenig anders und vielleicht 
etwas mehr befriedigend, aber auf genau dasselbe hinauskommend, 
kann man sich den ProzeB so vorstellen, daB man immer dieselbe 
Kernladung beibehalt, daS aber das Potential der stérenden Krafte 
mit einem Faktor 4 multipliziert ist, der adiabatisch von 0 bis 1 
heranwachst. 

Bei der vorhergehenden Betrachtung haben wir stillschweigend 
angenommen, da8 auch bei endlichem Wert der Stdrungen der 
Phasenunterschied von 180° immer bewahrt bleibt. Daf dem so ist, 
ergibt sich sogleich aus der Bemerkung, da8 die betrachtete Be- 
wegung immer zu einer allgemeinen Klasse von Bewegungen ge- 
héren wird, wo die zwei Elektronen in jedem Augenblick symmetrisch 
liegen im Verhaltnis zu einer senkrecht zur invariablen Ebene durch 
den Kern gezogenen festen Achse. Diese Klasse von Bewegungen 
ist enthalten unter der bekannten allgemeinen symmetrischen Be- 
wegungsform von mehreren Elektronen im Feld eines Kernes, wo die 
Elektronen immer in den Eckpunkten eines reguléren Polygons liegen, 
dessen Ebene der invariablen Ebene des Systems immer parallel steht. 
Weiter hat Kemble’) und etwas spiater auch Bohr?) auf sie 
hingewiesen, eben in Verbindung mit ihrer Bedeutung fiir das Pro- 
blem des Normalzustandes des Heliums. Was Kembles Arbeit 
betrifft, sei hier voriibergehend bemerkt, da8 er aus formalen Griinden 
geneigt ist, das Verhiltnis unseres Modells fiir den Normalzustand zu 


1) Kemble, Phil. Mag. 42, 128, 1921. 
4) N. Bohr, ZS, f. Phys. 9, 32, 1922. (Drei Aufsitze tiber Spektren und. 
Atombau, 8. 103.) 
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den stationairen Zustinden, die der Aussendung des Orthohelium- und 
Parheliumspektrums entsprechen, etwas anders aufzufassen, als Bohr 
dies in der erwahnten Abhandlung tat. Es fehlt bei seinen Betrach- 
tungen aber ein leitender Gesichtspunkt, der, wie bei Bohr das 
Korrespondenzprinzip, imstande ist, die Erscheinungen, die beim 
Spektrum des neutralen Atoms auftreten, in ihren grofen Ziigen ein- 
heitlich zusammenzufassen. 

Kehren wir nun wieder zuriick zu der erwihnten Klasse von 
symmetrischen Bewegungen der zwei Elektronen, so sehen wir, daB 
der Drehimpuls jedes Elektrons um die Achse konstant und genau 
gleich 1/.H sein wird, und daB die Bewegung des Systems bekannt 
ist, wenn wir die Bewegung eines der Elektronen in der ,,Meridian- 
ebene“ kennen, d.h. in der Ebene, die das Elektron und die feste 
Achse durch den Kern enthalt. Dies entspricht der Bewegung eines 
Systems von zwei Freiheitsgraden, und die 
von uns betrachtete Quantenbewegung ist 
speziell dadurch gekennzeichnet, daS das a 
Elektron in der Meridianebene in einem 
symmetrischen Bogenstiicke periodisch hin 
und her schaukelt. In der Figur, wo K 
den Kern und P@ die Achse bezeichnet, a 
ist dieser Bogen darch die Linie a—a dar- * ga aay ee 
gestellt, wahrend die Kurve b—b die all- 
gemeine Art der Bewegung des Elektrons 
im Meridianplan schematisch darstellt. Bei 
dem gegebenen Impulsmoment wird es ee 
noch immer eine einfach unendliche Schar 
solcher symmetrischen Bogenstiicke a—a, 
a'—a', a’—a" geben; derjenige Bogen, 
der unserem Quantenzustand entsprechen wiirde, wird den Prinzipien 
der Quantentheorie gem offenbar durch eine Bedingung 


Pp 


Fig. 1. 


fy 
m | (di + di)dt = Yah (1) 
0 


gekennzeichnet sein, wo m die Elektronenmasse und qi, do cartesische 
Koordinaten des Elektrons in der Meridianebene bedeuten, und wo 
die Integration tiber eine vollstindige Periode 7 der Bewegung zu 
erstrecken ist. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, die mechanischen Bigaw 
schaften des im obigen definierten Bewegungszustandes genauer zu 
untersuchen. Vor allem wird es von Wichtigkeit sein, genau die 
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Energie des Systems zu berechnen, um einen Vergleich mit dem 
empirisch gefundenen Wert der Ionisierungsspannung anstellen zu 
kénnen. Weiter wird es von Interesse sein, das System auf seine 
dynamische Stabilitét zu untersuchen. Um ein Beispiel von der 
Wichtigkeit auch dieser letzten Frage zu geben, sei daran erinnert, 
daB& wir auf 8.313 den Phasenunterschied zwischen den Elektronen zu 
180° setzten, damit die Energie des Systems einen minimalen Wert 
annihme. Dabei dringt sich aber unmittelbar die Frage auf, ob nun 
dieser Festsetzung auch eine dynamische Stabilitat entspreche, d. h. 
ob, wenn der Phasenunterschied ein wenig von 180° verschieden an- 
gesetzt wiirde, dieser Unterschied sich immer in der Nahe von 180° 
halten wiirde. Unter Hinweis auf die Theorie der Festlegung der 
stationadren Zustande fiir bedingt periodische Systeme méchte man ja 
geneigt sein, allgemein zu fordern, daB eine solche Stabilitét vor- 
handen sein mu8, damit die Anwendung der in jener Theorie giiltigen 
Regeln einwandfrei erscheint. Wie wir spater sehen werden, ist 
jedoch unsere Bewegung in dem erwahnten Sinne instabil. 


Was nun die Energie des Modells betrifft, so ist ihre genaue — 


Berechnung nicht so einfach, wie es beim ersten Anblick erscheinen 
kénnte, ein Umstand, auf den wir spater zuriickkommen werden. 
Kemble hatte keine weitere Rechnungen angestellt, die eine nahere 
Untersuchung des Modells gestatteten. Vor fast zwei Jahren hatte 
der Verfasser eine Berechnung angefangen, deren Ziel es war, die 
Energie nach fallenden Potenzen der Kernladung zu entwickeln. 
Fir die drei ersten Terme dieser Entwicklung wurde dabei folgendes 
Resultat erhalten: 


E — — W(2N?—1,37288 N+ 0,27089+--.). (2) 


Die zwei ersten Terme. erhalt man sogleich; erst der dritte 
fordert einige Berechnung; auf die Weise, in welcher sie ausgefihrt 
ist, gehen wir spiter ein. Fiir groBes N ist die Formel (2) sicherlich 
geniigend genau. Bei Helium (N = 2) erhalt man aber aus den 
ersten drei Termen: 


E = — W(8—2,745 76 +.0,27089) = —5,52513W. (2) 


Der empirische Wert 1,807 W fiir die pera ag ent- 
spricht aber einem Werte: 


E = — W(4+ 1,807) = — 5,807 W, (4) 


und es fragte sich nun, ob der Unterschied von 0,28 W (3,9 Volt) 
reell sei, oder ob die Unstimmigkeit von der Vernachlassigung der 
héheren Glieder in der Reihe (2) herrithrte. Letzteres war keines- 


wien cs OS 
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wegs ausgeschlossen, da es sehr wohl méglich schien, daB8 diese Reihe 
fiir den betrachteten kleinen Wert von N schlecht konvergierte; es 
handelte sich ja um die Vernachlissigung von kleinen GréBen, die 
von derselben GréSenordnung sind, wie die dritte Potenz des Ver- 
haltmisses der stérenden Kriifte zur Anziehung vom Kerne. Da dieses 
Verhaltnis aber, wie erwahnt, zwischen 1/, und 1/, schwankt, schien 
die Méglichkeit eines Fehlers von etwa 6 Proz. nicht von vornherein 
ausgeschlossen. Die langwierigen Rechnungen, die zu dem Faktor 
von 1/N fiihren wiirden, wurden damals nicht zum Abschlu8 ge- 
bracht, unter anderem, weil sie voraussichtlich keine sicheren Resultate, 
die Konvergenz der Reihe betreffend, ergeben wiirden. Hiermit ist 
der Stand angezeigt, in dem sich die Untersuchung, was die Energie 
des Modells betrifft, befand, als Bohrs mehrmals zitierter Aufsatz 
itiber den Bau der Atome und die chemischen und physikalischen 
Eigenschaften der Elemente erschien, in dem unter anderem auf diese 
Rechnungen hingewiesen wird 2). 


Vor einiger Zeit hat Herr van Vleck in einer Note in dem 
Physical Review 2) das Resultat seiner Berechnungen iiber die Energie 
desselben Modells veréffentlicht. Bei ihm wurde nicht nach negativen 
Potenzen der Kernladungszahl entwickelt, sondern nach Potenzen 
einer GréBe, die als der Sinus der Neigungswinkel der Bahnebenen 
zur invariablen Ebene angesehen werden kann. Er kommt zu einem 
Resultat, das von (3) nicht sehr verschieden ist, namlich 


E = —5,53 W. (5) 


In der Novembernummer des Phil. Mag. dieses Jahres hat van 
Vieck seine Rechnungsmethode veréffentlicht®). Aus seinen An- 
gaben geht hervor, da8 er in den Bewegungsgleichungen Glieder, die 
der dritten Potenz der stérenden Krafte proportional sind, vernach- 
lassigt, so da8 sein Resultat nicht eine héhere Genauigkeit bean- 


spruchen kann als der Wert, zu welchem unsere Formel (2) fiibrt. 


Die von van Vleck benutzte Methode, die zu duBerst langwierigen 
Rechnungen Anla8 gibt, mu deshalb als nicht geeignet betrachtet 
werden, um die beabsichtigte Priifung des Modells zu erreichen. 


In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, wie es mittels~ 
einer etwas abgednderten Methode méglich ist, mit ziemlich einfachen 


-Rechnungen die Energie des Modells sehr genau zu berechnen. Wir 


1) ZS. £. Phys. 9, 33, 1922. (Drei Aufsitze, 8. 104.) 
2) J. van Vleck, Phys. Rev. 19, 419, 1922. 
3) Phil. Mag. 44, 842, 1922. 
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finden fiir das Helium, wenn die Mitbewegung des Kernes und die 
Relativitatskorrektion vernachlassigt wird, 


E = —5,5285 Wo (6) 


mit einer Genauigkeit von etwa zwei Hinheiten in der vierten Dezimale. 
Man sieht, daB die durch (3) und (5) gegebenen Werte eine un- 
erwartet groBe Genauigkeit besitzen. 

Es liegt also eine Differenz von 0,284 W mit dem empirischen 
Werte (3) vor, oder, in anderen Worten, wir bekommen einen 
theoretischen Wert von 20,7 Volt fiir die Ionisierungsspannung, der 
3,9 Volt unter dem beobachteten Werte liegt. Eine Diskussion der 
Bedeutung dieses Resultats fiir die Theorie werden wir im finften 
Paragraphen geben. Der zweite Paragraph wird den Gang der Rech- 
nung bis zur ersten Naherung wiedergeben, wahrend der dritte 
Paragraph die Berechnung der zweiten Naherung enthalten wird. Im 
vierten Paragraphen wird die Stabilitat des Modells naher untersucht. 

§ 2. Die erste Niherung. Auf Grund der in §1 erwahnten 
Higenschaft der Bewegung bei unserem Modell, daf die beiden Elek- 
tronen immer symmetrisch zur invariablen Achse des Systems stehen, 
ist das mechanische Problem zuriickgefiihrt auf die Untersuchung der 
Bewegung eines Elektrons, das sich unter dem EinfluB der Coulomb- 
schen Kraft bewegt, die vom Kerne herriihrt, und einer Kraft, die 
dem Quadrat des Abstandes zu einer raumfesten Geraden durch den 
Kern umgekehrt proportional ist. Bezeichnen wir den letztgenannten 
Abstand mit r, den Abstand vom Kerne mit R, die Kernladung mit: 
Ne und die Elektronenladung mit —e, so kénnen wir das Potential 
der genannten Krafte durch 


Ne? e? = 

v= — ee: “i me (7) 

darstellen. Berechnet man die Energie der Bewegung unter Zu- 
grundelegung dieses Potentials, so sieht man sofort ein, daB die 
Energie des ganzen Atoms einfach zweimal so gro8 wird, da ja das 
gegenseitige Potential der zwei Elektronen durch e?/2r gegeben ist. 
Die Bewegung unter dem Einflu8 des Potentials (7) besitzt auBer 
dem Energieintegral noch ein zweites einfaches Integral, welches aus- 
sagt, daS das Impulsmoment um die Achse konstant bleibt. Es 
scheint aber, daS keine anderen einfachen ersten Integrale der Be- 
wegungsgleichungen vorhanden sind, so da8 man fiir die nihere Unter- 
suchung der Bewegung auf Approximationsmethoden angewiesen ist. 
Der einfachste Approximationsgesichtspunkt besteht nun darin, 
da man, wie schon in der Hinleitung erwihnt, in erster Annaherung 
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| den 2weiten Term in (7) vernachlassigt und also als ungestérte Be- 
wegung eine Keplerbewegung des Elektrons um einen Kern mit 
Kernladung Ne ansicht. Fragen wir sogleich nach der Bewegung im 
quantentheoretischen Modell, so wird die ungestorte Bewegung eine 
Kreisbewegung sein, fir welche das totale Impulsmoment um den 
Kern gleich H ist"), wahrend die Komponente dieses Momentes um 
die Achse 1/,H betragt. Die Energie dieser Bewegung wird durch 
die Formel 
E— —N?W (8) 
gegeben sein. wo W der Ablosungsarbeit im Normalzustand des 
‘Wasserstoffatoms gleich ist: 


= om (9) 
Der Radius a der Bahn wird gleich 
a — A/N (10) 
sein, wo A den Radins der Normalbahn des Wasseratoffatoms bedeutet: 
ere + an 
Um nun in erster Naherung den. EinfiuS des stdrenden Poten- 9 
tials 4/4r anf die Energie za bestimmen, hat man nach ¢ 


der Quantentheorie fir gestérte Systeme einfach den Mittelwert dieses 

_ Potentials, genommen ber den ungestdrten Quantenzustand, zu be- 
_ rechnen 3). Bezeichnen wir die Frequenz*) der ungestérten Bewegung 
2 —= pag Ee om nae ke 3 
7 =< ie — 4 4a* . oats ae! | 
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Die Gréfe g, die noch vom Winkel i abhaingt, werden wir mit 
K(i) bezeichnen; sie ist nur um einen Faktor 2/x von dem bei 
Legendre mit K bezeichneten vollstandigen elliptischen Integral 


erster Gattung verschieden. In unserem Falle ist ¢ = 60° = und 


9? 


man findet K(4) = 1,372881). Hiir die Energie des ganzen Atoms 


finden wir also schlieBlich in erster Naherung 
E = — W/2N2—1,37288 N+ ---} (14) 


in Ubereinstimmung mit den zwei ersten in (2) angegebenen Termen. 

Der hier angewandte Approximationsgesichtspunkt ist aber nicht 
sehr befriedigend, da ja, wie schon in der Einleitung erwahnt, die 
stérende Kraft einen Maximumwert von 50 Proz. der vom Kerne 
ausgehenden Kraft erreicht. Man kénnte versuchen, diesem Mangel 
einigermafen abzuhelfen, indem man fir die ungestérte Bewegung 
eine Kreisbewegung um eine Kernladung N’ = N—«@ ansetzt, und 


: a e? e : 
als stérendes Potential den Ausdruck ap ae ansieht, wo o% 
r 


eine zweckmafig gewahlte Zahl bedeutet. Der Maximumwert des 
Verhaltnisses zwischen der stérenden Kraft und der Kraft vom 
Kerne 1a8t sich dadurch aber, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
nicht herabsetzen. Ein sehr wirksames Mittel, um die stérenden Krafte 
herabzusetzen, besteht aber darin, daS man sich als ungestérte Be- 
wegung eine Bewegung denkt, die unter Einfiu8 eines Potentials 


Ne? C ; : 
von der Form — R or beschrieben wird, wo das stdérende 
ae2 OC e2 s m 
Potential also die Form — —— ——-4+ — besitzt. Es kénnte so aus- 
R r2 Ar 


sehen, als ob die EKinfiihrung einer solchen Kraft, die der dritten 
Potenz des Abstandes von der Achse umgekehrt proportional ist, 
das Problem nur unndétig erschwert; der groBe Vorteil, der dadurch 
gewonnen wird, erhellt aber sogleich durch die Bemerkung, da8 die un- 
N'e? 


gestérte Bewegung unter dem Einflu8 des Potentials — R 


+ 7s Cinen 


auBerordentlich einfachen Charakter besitzt, ja fast ebenso einfach 


ist, wie wenn das zweite Glied nicht vorhanden wire. Der EinfluB 


2) Fir Winkel, die nicht sehr wenig von 90° verschieden sind, berechnet 
man K(7) schnell mittels der sehr genauen Naherungsformel 


Ki) = 4-691 + 7, 88 97,88), ee 
D= AF SMG +94 + ou d%) pet 
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dieses Gliedes hat nimlich zur Folge, daB jede Bewegung sich von 
einer bestimmten Keplerbewegung um einen Kern mit der Ladung N'e 
nur dadurch unterscheidet, da8 die Winkelgeschwindigkeit um die 
Achse in einem gewissen konstanten Verhiltnis verkleinert ist; die 
Energie, die das System bei dieser Bewegung besitzt, ist von der 
Energie jener Keplerbewegung nicht verschieden. Der Beweis laBt 
sich mit elementaren Hilfsmitteln erbrinzen, und man findet einfach 
da8 folgende Beziehung besteht ‘): 


v3 


2mC = p'2? — p', (15) 


wo p das Impulsmoment um die Achse bei der wirklichen Bewegung 
vorstellt, wahrend p’ das Impulsmoment um die Achse darstellt bei 
' 
der entsprechenden Keplerbewegung im Felde mit dem Potential — ae 
Der Quantenzustand in unserer neuen ungestérten Bewegung lift 
sich sehr einfach angeben, z. B. auf Grund einer Separation der 
Variablen in Zylinder- oder Polarkoordinaten. Man sieht erstens 
leicht ein, da die mit ihm korrespondierende Keplerbewegung eine 
Kreisbahn sein wird. Das totale Impulsmoment, das das Elektron in 
dieser Bahn besitzt, nennen wir P; der Radius und der Neigungs- 
winkel gegen die invariable Ebene seien, wie friiher, mit den Buch- 
staben a und ¢ bezeichnet. Die Quantenbedingungen fiir unsere 
ungestérten Bewegungen lassen sich nun offenbar durch die Gleichungen 


p— tH, P« (p—p) = (16) 
ausdriicken. Schreiben wir nun - 
= 20 == Bera, (17) 


wo f eine Zahlengréfe ist, so bekommt man, wenn man (16) in (15) 


einsetzt: 
Bme?a = (P— H/2)? — (A/2)? 


1) Die Komponente der Akzeleration des Hlektrons parallel zur Achse ist 
dieselbe bei den beiden Bewegungen, w&hrend die Komponenten senkrecht zur 
Achse sich durch den Betrag r(g’2— @?) unterscheiden, wo @ bzw. g’ die 
Winkelgeschwindigkeit bei der wirklichen Bewegung, bzw. bei der Roerespons 
dierenden Keplerbewegung bedeuten. Da ja mrp =p und mrtg! — p!, ist 


aa 2 *. . 
dieser Betrag gleich eee andererseits muS er gleich der hinzukommenden 
Akzeleration ae sein, woraus die Beziehung (15) folgt. Zu gleicher Zeit 
mr 
sehen wir, daB der Energieunterschied zwischen den zwei Bewegungen, der 


gleich mrt (p? — ) — G ist, auf Grund der Beziehung (15) verschwindet. 
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oder, wenn man bedenkt, daf die Gleichheit 


P? 
at 18 
i N'e2m (18) 

stattfindet, 
p 09 —— p2— Pp — Nee H 19 
nl P2= P a H, (eS NW—B = ( ) 

Fiir die Neigung der Babnebene findet man 
bat a, N'>-6 
nadine raps Som et 


und endlich fiir die Energie der ungestérten Bewegung: 
H? a3 K cma 7H (- Ay 
fi set Spee N”?W = — (N'—8£)?W. 


Fiir die Frequenz, womit sich die Bahnebene um die Achse dreht, 
finden wir schlieBlich: 


wo @, wie friher, die Frequenz der Bewegung in der korre- — 


spondierenden Kreisbahn, also die Frequenz der Bewegung parallel 
zur Achse bezeichnet. 


Setzen wir wieder N’ —= N—v«a, so lassen sich die Resultate fiir 
den Quantenzustand der ungestérten Bewegung folgendermafen aus- 
(N—a)e Bae? 


driicken. Unter dem EinfluB des Potentials — + ce wird 


R 


das Elektron in seinem Quantenzustand eine Kreisbahn mit Radius a 


beschreiben, deren Ebene sich in einem der Rotation entgegengesetzten 
Sinne um die Achse dreht. Die Energie dieser Bewegung ist ge- 
geben durch: ; 


E = —(N—«a—§)W, (20) 


wahrend der Bahnradius und der Neigungswinkel der Bahnebene 
gegeben sind durch 

ese (Wet) 0 
~ (N—a— Bp)? 


N—«a+6 


Ae COS $= 


Die Zusatzenergie 4E, die zu dem durch- (20) gegebenen Be d 


trage zu addieren ist, um in erster Niherung den Einflu8 des stérenden 
Potentials 


B(W—= a)” (21) 


EA 
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zu finden, ist wiederum einfach gleich dem Mittelwerte dieses Poten- 
tials, genommen iiber die ungestérte Bewegung, d.h. wir haben 


| A AS 
4AE=e |-s—fe+z ,o|=2w2[—«—F g +10], (22) 
wo g den durch (12) gegebenen Ausdruck bedeutet. Da nun g = K (i) 


und g? = 1/cosi, finden wir schlieBlich fiir die Energie des ganzen 
Atoms in erster Naherung: 


E = —2W(N— Wey — By" -—40 —2B/cosé-+K(i)} (23) 


Um diese Formel fiir ein bestimmtes Atom, d. h. fiir gegebenes N, 
za verwenden, handelt es sich nun darum, die willkiirlichen Zahlen- 
gréBen « und B so zweckmaig wie méglich zu bestimmen. Dazu 
werden wir, dem Gedanken der Methode gema8, unsere Aufmerksam- 
keit auf die stérende Kraft richten, und es so einrichten, daB diese, 
verglichen mit der Kraft in der ungestérten Bahn, so klein wie méglich 
wird. Da sowohl die letztere Kraft wie die stérende Kraft sich 
periodisch mit der Zeit andern, ist ein eindeutiges Kriterium dafiir 
aber nicht vorhanden. Um nicht in allzu weitlaufige Rechnungen zu 
verfallen, wollen wir folgende Forderung aufstellen: Das Quadrat 
des Verhiltnisses; zwischen der stdrenden Kraft und der wirklichen 
Kraft vom Kerne soll im Mittel so klein wie méglich sein. Bezeichnen 
wir dieses Verhiltnis mit dem Buchstaben V, so findet man leicht 1) 


= 1 oe :, <- aa ae 
V2 = =, [0 + 29aB —2guy + g° P?—2o*By + gty*], (24) 


wo y fiir die Zahl } geschrieben ist. Die Mittelwerte der ersten 
sechs Potenzen von g tao (12)] in ihrer Abhangigkeit von 7 sind in 
der folgenden Tabelle gegeben: - 


va — K (i), a ee 
= E(i) — __ 1+ cos*i 
am cos?’ a 2 cos3 i (25) 
=, — 2(1+ 087%) 5 : 3 + 2cost + 3costt 
alee 3 costi BO Seok (Os ao 8 costs - 


2 


. 5 aera tere 
1) Die Komponente der stérenden Kraft parallel zur Achse ist — arae wo?d 


" den Abstand des Elektrons von der pvarinlies. Ebene bedeutet; die Komponente 


Ags ae*r ae 
senkrecht zur Achse ist — a —f 


2 1 
Kerne gleich = ist, und daB 7? ie, = a? und ae 


a so folgt das im Text 
a . 


-erwahnte Resultat sofort. ; ; ete 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XIII. 92 


ote e a - Bedenkt man, daB die Kraft vom 
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Dabei ist H(i) eine Abkiirzung fiir 
oe/2 


;\) — g—! = = 24 2 26 
Ej@j=g9 =v sin?é sin? p dg (26) 


und also nur um einen Faktor 2/m von dem bei Legrende mit H 
bezeichneten vollstandigen elliptischen Integral zweiter Gattung ver- 
schieden. 


In erster N&herung diirfen wir cosi = 4 setzen. Jn diesem 


Falle ist 
N?2y2 — o#2+2.208 —2.1,373 wy + 14,75 B2 —2.8,45 By + 5 y2. 


Dieser Ausdruck bekommt seinen Minimumwert fiir 6 — 0,530,.y 
= 0,133 und # = 0,312.y = 0,078. Der Minimumwert selber wird | 
dadarch gleich 


N?V2(min) = 0,005 oder YV2(min) = one 27) 


Bei unseren Werten fiir « und # findet man weiter (in erster An- 
naherung) fiir den Wert von V am Punkte, wo die Elektronen ein- 


0,12 


ander am nachsten sind, V = —_, und am Punkte, wo sie am weitesten 


, 0,04 : : ; : 
auseinanderstehen, im - Beim Helium schwankt das Verhiltnis zwischen 
stérender Kraft und Kraft vom Kerne also zwischen 1/,;, und 1/;, 
und ist im Mittel etwa 1/;,1). Man sieht, wie gro der Vorteil ist, 
den wir gegeniiber dem alten Approximationsgesichtspunkt erreicht 


haben, wo das genannte Verhialtnis zwischen 1/, und 1/; schwankte und 


im Mittel etwa $s betrug. Es hat offenbar keinen Sinn, nach irgend- 


welchem einfachen Prinzip, das die Berechnung der Stérungen nicht 
voraussetzt, zu versuchen, die Werte von «& und # zu verbessern und 
wir diirfen erwarten, daB, wenn wir jetzt die Formel (23) zu Berech- 
nung der Energie in erster Niherung anwenden, nur ein Fehler von der 


0,005 
GréBenordnung Thai = 1:800 begangen wird. Setzen wir also in (23) 
Wess o == 0,078, pss Oft33, (28) 


a 


1) ‘Das Verhiltnis zwischen stérender Kraft und der totalen Kraft in dar 


ungestérten Bewegung ist noch etwas kleiner im Mittel. ‘ 
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so bekommen wir 


5 2,055 
cost = 2. 2. 1,922 = 0,534.599 4 K (i) == 1,334895 2, 
1,789? 2..0,133 
BK — 21,1892 .W+ —— 4 UO Se ee g 7 
te aa |— 07 opaenooa + 18848952 1 
3,200521 


= 2.3,200521 W + —- 1922 [— 0,312 — 0,4975688 + 1,3348952|W 


2 9 
— — 640101224" aah oe 253264 | 


= — 6,4010420.W + 0,8747758.W = — 5,526 266.W, (29) 


ein Wert, der als richtig bis auf etwa sechs Einheiten in der dritten 
Dezimale angesehen werden mu. Wir kénnen also jetzt schon mit 
Sicherheit feststellen, daB die Energie des theoretischen Modells vom 
empirischen Werte 5,807 W etwa 0,28W = 3,8 Volt abweicht. 

Bei der obigen Berechnung haben wir kleine GréBen, die dem 
Quadrat der stérenden Krafte proportional sind, vernachlissigt. Es 
ist aber vielleicht nicht ohne Interesse, auch zu zeigen, wie man Terme 
dieser GréSenordnung noch in Betracht zichen kann. Line solche 
Rechnung ist notwendig, wenn maa den ersten groben Approximations- 
gesichtspunkt zugrunde legt und den konstanten Term in der sich auf 
diesem Gesichtspunkt beziehenden Formel (2) berechnen will. 

§ 3. Die zweite Naherung. Fihren wir Zylinderkoordinaten 
Y, 2, Q ein, und bezeichnen wir die konjugierten generalisierten Mo- 
mente mit p,, pz und py, so bekommt die Energiefunktion in den 
Hamiltonschen Gleichungen die Form: 


ae) eee S Ee ene ) 

B= -|¥+eitanl- Gta — G9 
wo R2 = r? + 2% Unserem Approximationsgesichtspunkt gemaB 
werden wir diesen Ausdruck in einen der ungestérten Bewegung ent- 
sprechenden Hauptteil Z, und ein stérendes Potential & zerlegen: 

we Ga Ne | 


e? era 


ee ref (31). 
N' EL? 

Tp 2B) ese sas ue 

Das Hauptglied hat offenbar genau dieselbe Form wie die Energie- 


funktion bei einer Keplerbewegung um einen Kern mit der Ladung 
22* 


1 
N' = N—a@, ee 
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N'e, deren Impulsmoment p, um die Achse mit py, durch die 

Gleichung 
; mBea = Pp — Po (32) 
zusammenhangt, und die eben die auf §.321 besprochene mit der 
ungestérten Bewegung ,,korrespondierende“ Keplerbewegung darstellt. 
Wir fiihren jetzt ein neues System von kanonischen Variablen J, w; 
P, 3; Q, # ein, das mit den Bestimmungsstiicken der korrespondierenden 
Keplerbewegung in folgender wohlbekannter Weise zusammenhangt: 
J = zweimal der absolute Wert der totalen Energie, dividiert 

durch die Umlaufsfrequenz o. 
w=: mittlere Anomalie. 

P = totales Winkelmoment des Hiektrons um den Kern. 

£ = Winkelabstand zwischen der Schnittlinie von Bahnebene 

und invariabler Ebene und der groBen Achse. 

Q = Winkelmoment des Elektrons um die Polarachse. 

# = Winkelabstand zwischen einer festen Meridianebene und der 

soeben genannten Schnittlinie. 

Q ist offenbar identisch mit p, und ist konstant waihrend der 
Bewegung. Anstatt der ersten zwei Variablenpaare wollen wir nun 
zwei neue einfiihren, die wieder kanonisch sind und die wir mit J, » 
&,  bezeichnen; sie hangen in folgender Weise mit den alten Varia- 
blen zusammen: 


v= w+l, = y2(J—P)eoss, n = y2(J—P) sing. (33) 


Die neuen Variablen, die sogenannten Poincaréschen Elemente, sind 
oft zweckm4Biger, wenn es sich, so wie hier, um eine gestérte Kreis- 
bahn handelt. Die Gré8en £ und sind eine Art von rechtwinkligen 
Koordinaten des Mittelpunktes der Keplerbahn, die fiir eine Kreis- 
bahn verschwinden. 

Die erste Aufgabe ist nun, die Hamiltonsche Energiefunktion (31) 
mit Hilfe unserer neuen kanonischen Elemente auszudriicken. Fiir 
den der ungestérten Bewegung entsprechenden Hauptteil Hy) bekommen 
wir offenbar 

$2 


OO Fea 


s = N'em. (34) 
Fiihren wir weiter rechtwinklige Koordinaten ~ und y in der 
Bahnebene ein, wo die positive w-Achse sich vom Kerne in die 
Richtung des aufsteigenden Knotens erstreckt, so finden wir fiir die 
in der Stérungsfunktion (31) auftretenden GréBen R und gz: 


‘ 2 e : 
RA = git y ri = eb cy3,: c = ©. (35) i" 
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Driickt man j : , € j 

man jetzt « und y durch J, v, € und 7 aus, so findet man, wenn 
man nach Potenzen von € und 7 entwickelt und dritte und héhere 
Potenzen dieser kleinen Gréfen vernachlassigt : 


J2 £ £ , 2 £9 
a - eos v + Aen ee = ze v COS VU — ; = sin2v cosv 
] Eat ASE 2 
+ 9 =- sin v (5 — 6 sin2v) + oe cosv(— 243 sin), 
ie. ee (28) 
— a |sino— vi ee + ' at. —sin2 -r)4i 9 Re 3sin2v) sinv 
1 3 
is ae cosv(—1 + 6 sin2?v) — 5 sin v (1 — sin? |: 
Mit demselben Anniherungsgrade hat man 
seuss ig il 
e== SI + 7 |. (37) 
Fiir die in der Stérungsfunktion 
2 2 2 
eee 2 ee é * 


auftretenden Termfaktoren finden wir nun, wenn wir auch noch zweite 
Potenzen von & und y vernachlissigen, was fiir die Zwecke in diesem 
Paragraphen geniigend ist: . 

f s 


£ 
os S Le Mae 
A ae 
: Ge 1 20 Fe (1-c)sin27] aes <2 ¢- (1-e)sinto}f (39 ) 


re ed 


; Sey sie aS +( c)sin2v|- rae 2¢=(1- ejsin*o}} |, 
_ wo g als Abkiirzung steht fiir 
HM g = [1— (1 —e) sin? vo}. (40) 
Die Methode zur Berechnung der Energie im stationaren Zustande 
ist nun folgende. In der ungestérten Bewegung hat J einen kon- 
stanten Wert Jj, der der im vorigen Paragraphen mit P bezeichneten 
GréBe gleich ist, wihrend v linear mit der Zeit variiert, und € und y 
beide Null sind. Die Energie des Systems bei ungestérter Bewegung _ 
ist durch (34) gegeben. In erster Naherung wird, wie man leicht 
mit Hilfe des Adiabatenprinzips beweist, die Zusatzenergie dem Mittel- 
werte des stérenden Potentials 2, genommen iiber die ungestérte Be- 
wegung, gleich sein. Das fiihrt uns natiirlich einfach auf die Formel (2 3) 
des vorigen Paragraphen zuriick. Um nun die Zusatzenergie in zweiter 
Naherung zu finden, berechnet man mittels der Bewegungsgleichungen 
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die gestérte Bewegung in erster Naherung. Dies setzt uns instand, 
die Stérungsfunktion 8 in ihrer Abhiangigkeit von der Zeit jetzt in 
zweiter Niherung zu berechnen. Wir kénnen da schreiben 
2% = 2+ 2, (41) 

wo 8, den Wert der Stérungsfunktion in erster Naiherung darstellt 
und also nur Terme linear in o, 6 und y enthalt, wihrend $2, das 
Zusatzglied der zweiten Naherung darstellt, das aus Termen bestehen 
wird, die vom zweiten Grad in o, 6 und y sind. Ebenso wie 82, 
wird 2. periodisch in der Zeit sein, und aus dem Adiabatenprinzip 
kann man nun schlieBen, daB die Zusatzenergie in zweiter Naherung 
der Summe des Mittelwertes 8, und des halben Mittelwertes 3 82, 
gleich sein wird !). 

Gehen wir jetzt zur Rechnung iiber. Die Anderungen unserer 
kanonischen Elemente mit der Zeit sind gegeben durch: 


oS ee eee OS ance i 
i 22 oe 82 (#2) 


Bei der Lésung dieser Gleichungen in erster Naherung miissen 
wir uns vor Augen halten, a) daS der Mittelwert von J in der ge- 
stérten Bewegung in erster Naherung dem Werte J, dieser GréBe in 
dem stationaren Zustande der ungestérten Bewegung gleich ist [der 
identisch ist mit dem in (19) gegebenen Wert fiir P|. Dieses folgt 
aus. dem Adiabatensatz und fiihrt auch zu dem Satze, daB die Zusatz- 
energie des Systems in erster Niherung gleich S2, ist; 

‘ b) daB die Frequenz @ in der gestérten Bewegung, die durch 


den Mittelwert des Ausdruckes fiir + gegeben ist, von derjenigen 
eee a ; 
in der ungestérten Bewegung abweicht; 


@o = « 
mJ) 

c) da8 in der gestérten Bewegung die Mittelwerte von & und y, 
genommen iiber eine Periode, gleich Null sind. Die Werte, die & 


1) Diese Methode zur Berechnung der Energie der stationaren Zustande in 
zweiter Naiherung wurde vom Verf. angewandt im Problem des Hinflusses eines 
schwachen elektrischen Feldes auf die Feinstruktur der Wasserstofflinien (H. A. 
Kramers, Intensities of spectral lines, Kopenhagener Akademie 8, III, 1919, 
vgl. FuBnote 8.78). Neuerdings hat unabhingig davon auch Schrédinger die — 
Aufmerksamkeit auf sie gelenkt (ZS. f. Phys. 11, 172, 1922) und den Beweis kurz — 
und elegant dargestellt. Die Methode fithrt natiirlich genau zu demselben Resultat, — 
wie die von Born und Pauli (ZS. f. Phys. 10, 137, 1922) auseinandergesetzte Me- 
thode zur quantentheoretischen Behandlung gestérter Systeme in héherer Approxi- — 
mation, ist gewissermaSen aber mehr itbersichtlich. Die erforderlichen Rech- 
nungen sind in beiden Fallen natiirlich nicht sehr verschieden. Auch die 
adiabatische Methode 14B8t sich leicht auf beliebige Naherung ausdehnen. "i 
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und 4 wihrend der Bewegung annehmen, sind klein von der ersten 
Ry , : 0 8 0 

GréSenordnung und kénnen in den Ausdriicken fiir “"~ und ee gegen- 
o 


Od 


iiber den Hauptgliedern vernachlissigt werden. 

Wir bezeichnen den Wert, den eine GriBe bei der ungestérten 
Bewegung annimmt, mit dem Index , und den Betrag, der in erster 
Naherung auf Grund der Stérungen hinzuaddiert werden soll, mit 
dem Index ,, also in erster Naherung 

J=AH+d),, oao=-ata,, §= &, usw., 
v, wollen wir etwas abweichend von der genannten Regel durch 
v= (@+o,)i+r 
definieren. Fiir den Wert von &, finden wir 


= 3) mG 5 e+ cg) 1 +a)” a (C7), | (43) 


—J,%— me + Ey 
Bei der Berechnung des Mittelwertes kann man nun eine ver- 
einfachende Umformung atsfiihren. Denn da 


pee ee Fon (3s 
Jy == — J, Oy HG = — 1b, OF = ai), +377 
ist, haben wir 
—_ Ok 08 
w= (22) 3, 7), Jy— Ft "1 nethn—{( Se maitre ji +26 ny. (44) 


Mit Hilfe von (42) und mittels der Ausdriicke (34), (38) und (39) 
findet man nacheinander mit geniigender Annaherung dieGleichungen (45) 
auf folgender Seite (wobei immer g anstatt go geschrieben ist, wihrend 


_v fiir wt steht). 


In (45) sind alle in (44) eingehenden Ausdriicke in ihrer Ab- 
hangigkeit von der Zeit angegeben, und wenn man sich jedesmal die 
durch (40) gegebene Bedeutung von g vor Augen hilt, lassen sich 
alle auftretenden Mittelwerte durch elementare Rechnungen bestimmen. 


Dabei hat man Gebrauch zu machen von den durch (25) gegebenen 


Ausdriicken fiir die Mittelwerte der verschiedenen Potenzen von g,'in 
welchen cos?i gleich cy zu setzen ist. Nur im Ausdrucke fiir £7, 


tritt ein Term auf, dessen Mittelwert sich nicht unmittelbar ergibt, 


v 


namlich der Term 7’ = g sin v | gcosvdv. Zwar laBt sich das Integral 


in diesem Ausdruck mit Hilfe “einer logarithmischen Funktion explizite 
darstellen; das unbestimmte Integral tiber die Zeit des so gewonnenen 
Ausdruckes fiir den betrachteten Term l48t sich aber nicht mittels 
elementarer Funktionen auswerten. Den Mittelwert T aber bekommt 
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1 e 


wy De, WN’ |2 


ape ee 21 gigas (35),) 
(a7), = [27+ LP (498 +atsintot (55). 


; 0.0 is 
ced (2 g+ 93 sinrv J, Gap) 


(2B) = (28) 5, =~ 30,9 = 70 [For-)-7 0 -a)], 


Ad 

= Frl2e +B (29? — ey gt sin?) — 7 (29 — eg? sin? »)], Sa 
é= = Pe EAE: [wsin v — B gtsinv(1 — 2¢,— (1—¢) sin) 
+ yg? sin v( 1 — 2¢ — (1 — 6p) sin? v)], 
"= = PVF weose — Bgtcosv (1+ (1 — ¢) sin? x) 


+ yg cosv(1 + (1 — @) sin? v)], 
Vr 


v 
ea [—asinv— Bgtsine +7 (2g sinv—[geosede)]. 


man leicht, wenn man diesen als Funktion von ¢) ansieht, denn da laBt 
sich die folgende lineare inhomogene Differentialgleichung fir 7 aufstellen 


dT To 1 
Le Con EEN BES 
die die folgende allgemeine Lésung besitzt: 
T= log ¢ const 


~ 2(L—=%) " 1—e 

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB in unserem Falle die Konstante 

gleich Null zu setzen ist. ; 
Das Endresultat fiir $2, wird offenbar ein Ausdruck zweiten Grades _ 

in #& B und y, und kann schlieBlich in folgender Form geschrieben 

werden (wo wir iiberall cos?i fiir cy geschrieben haben): 


72 as 
yratemareph A EY — pda Baza? —9) )—r(0—9)| | 
= 1 F@—A—r0—9| «= His) 


2, = Gay WY eae + 2K) oy — 


E (i) 
heel! (c+ +1) +225, [67 
ee ad [K? (i) (1 + cos?4) —2 K(é) E(t) — 2 ges cos é| nl, 
wo F(z) durch (26) definiert ist. 


1-+3cosz 
4 cos 3 


“la 
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Der durch (46) gegebene Ausdruck soll nun zum Ausdruck (23) 
addiert werden, um die totale Energie unseres Quantenzustandes in 
zweiter Naherung zu bekommen. Fiihren wir die in (28) angegebenen 
Werte fiir N, w und 6 (und y = 0,25) ein, so findet man 


cosé = 0,5345994, E(i) = 0,785046, K(i) = 1,3348952 


we: 1,7892 __ f 2.0,078 . 0,133 
MA = UNS et pees en PN) 
: L922 \ aS 0,534.599 4 Bee eh oS 


1+3.0,5345994 


0,078 . 0.25 — 392 
0,078 0,28 Fo ra 04133 
9 0,785046 
1 2 @) 52 ae ae rd lad eee ze € . lar 
i | Sia (sssagooa + 1)+ Tea es O25 A219 
Pee \ 


— 1607142035 (0,195309 — 2log Peree oon 


= 1,73 273 W (— 0,006 084 — 0,033 810 + 0,052 061 
— 0,075 364 + 0,196 644 — 0,126 878) 
= + 1,73273 . W (0,001 569) — + 0,002 719 W. 


Addieren wir dieses zu dem in (29) erhaltenen Resultat, so bekommen 
wir schlieBlich fiir die Energie unseres Quantenzustandes 
E = —5,5235 W, (48) 
einen Ausdruck, der bis auf zwei Einheiten in der vierten Dezimale 
richtig ist. Der Unterschied von der empirischen Energie 5,807 W 
des normalen Heliumatoms betragt also 0,284 W, was einer Ionisations- 
spannung entspricht, die um 3,8 Volt zu klein ist. 
Stellt man sich auf den gréberen Naherungsgesichtspunkt, wo 
nach abfallenden Potenzen von N approximiert wird, so: hat man in (46) 


v= Bp = 0) Sa ; zu setzen. Dies gibt 


a= 14/;5 bry i 
= = 2|— 0,27 49 
8, = Wa 7K). -2K(F)E (F) +2l0g2| 0,27089W, (49) 


ein Wert, der schon in der Formel (2) angegeben wurde, die, wie 
erwahnt, zu einer unerwartet guten Naherung fiihrte. 


1) H(t) berechnet sich schnell mittels der Naherungsformel (vgl. FuSnote 
S. 320) 


a Kitt Bi (g—2) pat} a = Ja(i+ 588), 0 = Tet. 


Der in (46) und co auftretende Ausdruck K? (1 7 cos? 7) —2 K # wird einfach 
gleich 32 bls 2 —- a°|- 
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§ 4. Wir wollen jetzt die mechanischen Stabilitatseigen- 
schaften des untersuchten Modells besprechen. Dazu miissen wir ganz 
allgemein die Bewegung untersuchen, die erfolgt, wenn wir den beiden 
Elektronen in einem gewissen Zeitpunkt Anfangslagen- und -geschwin- 
digkeiten erteilen, die ein wenig abweichen von Lagen und Geschwindig- 
keiten, die genau der Bewegung in der betrachteten Quantenbahbn 
entsprechen wiirden, und wir miissen feststellen, ob die variierte Bewe- 
gung Sich immer in der Nahe der unvariierten Bewegung befinden wird, 
oder ob sie bestrebt ist, sich immer mehr von dieser zu entfernen. 

Der Einfachheit wegen wollen wir uns bei der Betrachtung der 
Bewegung an den gréberen Anniherungsgesichtspunkt halten, nach 
welchem die Bahnen der beiden Elektronen in erster Anniherung so 
beschrieben werden kénnen, als ob ihre gegenseitige AbstoBung nicht 
vorhanden wire, d. h. in erster Ann&herung als zirkulare Keplerbahnen 
um einen Kern mit der Ladung Ne angesehen werden kénnen. Bei 
groBer Kernladung wird diese Methode geniigend genau sein, waibrend 
ihre Resultate bei kleiner Kernladung, wie sich zeigen la8t, qualitativ 
ihre Giltigkeit beibehalten. 

’ Vor allem miissen wir uns jetzt von der friiher immer gemachten 
Annahme befreien, da die zwei Elektronen immer symmetrisch zur 
Impulsachse des Systems stehen, da bei einer variierten Bewegung 
diese Symmetrie im allgemeinen nicht aufrecht erhalten bleibt. Die 
Lagen und Geschwindigkeiten des einen Elektrons wollen wir, wie 
friiher, durch die kanonischen Bahnelemente J,w; P,f; Q,% ausdriicken, 
wahrend wir die Werte dieser Elemente beim anderen Elektron mit 
J',w'; P',f'; Q’,9 bezeichnen wollen. Fiir die unvariierte Bewegung 
gilt da, daB die gestrichenen Elemente den ungestrichenen gleich sind, 
mit Ausnahme des letzten Elementes, wo die Beziehung 0’ —@% — x 
gilt. Bei der variierten Bewegung wird das im allgemeinen nicht der 
Fall sein. Wahlen wir aber, wie in den Betrachtungen iiber das Drei- 
kérperproblem allgemein gebrauchlich ist, als Aquatorialebene die in- 
variable Ebene, so wird immer noch die Gleichung #’—% = a 


bestehen, und man wird dazu gefihrt, anstatt der kanonischen Ele- 


mente @,9; Q',9” die neuen kanonischen Elemente C,; Q',(0’ — 9) 
einzufiihren, wo C= Q+ Q' das totale Impulsmoment des Systems 
bezeichnet. In bezug auf die invariable Ebene sind nun die Lagen 
und Geschwindigkeiten der Elektronen vollkommen durch J,w; P,&; 
J',w'; P',€'; C,% bestimmt. Der Winkel w zwischen den beiden Bahn- 
ebenen ist, wie man leicht einsieht, bestimmt durch 
C2 pees pis 


008 Y= ——a pp (50) 


3 
b 
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Die Energiefunktion in den Hamiltonschen Gleichungen nimmt 
die Form an: ; 
s2 s2 > 
i — ~_— + = 
2mJ2 2mJ'2 ° mNo’ 
wo @ den gegenseitigen Abstand der Elektronen bezeichnet. Fiihren 
wir fiir beide Elektronen in derselben Weise wie friiher cartesische 
Koordinaten 2,y (und a’,y’') in ihren Bahnebenen ein (vel. S. 326), so 
findet man leicht 


s = Ne'm, (51) 


0? = (w+ 2’)? + y2+ y'2 +4 2yy' cosy. (52) 
Fiihren wir jetzt noch fiir beide Elektronen Poincarésche Ele- 
mente ein, so daf unsere kanonischen Variablen jetzt J,v; —&, 1; 


oe oy ps Sie . . . . 
J',v; — &',7'; C,% werden, so sind wir im Besitze der zur Untersuchung 
der allgemeinen gestérten Bewegung notwendigen Ansitze, denn die 


= 2 s ee : = : ' 
Stérungsfunktion mNo it 38 mittels (52) in wy; x',y’; w ausgedriickt 


und die Abhangigkeit der GréBen x und y von J,v; &y (und ebenso 
fiir die gestrichenen GréBen) ist ja wieder durch (36) in § 3 gegeben, 
wihrend cosy, mit Vernachlassigung héherer Potenzen in den £& und 
y als die dritten, durch 


de ae 2a? | 
cos w — a7! 
(+1) 2—J2 4.0% | 8 +0'3) (—I2 4 s'2 49) | 8) 
i rn err hs | 


gegeben ist [vgl. (50) und (33)]. 

Die unvariierte Quantenbewegung des Modells, die wir in den 
yorigen Paragraphen untersucht haben, ist nun in erster Annaherung, 
d.h. mit Vernachlassigung zweiter und héherer Potenzen von 1/N, durch 
J=S=H, (J —v) =e —9=0, C= H, E= FP =H=17'=0 (54) 
gekennzeichnet, wo die Striche iiber den Buchstaben Mittelwerte iiber 
die Zeit einer Umdrehung bedeuten, und unsere Aufgabe besteht 
nun darin, da8 wir, immer mit Vernachlassigung zweiter und héherer 
Potenzen von 1/N, untersuchen, inwiefern die variierte Bewegung in 
der Nahe der durch (54) gekennzeichneten Bewegung bleiben wird. 

Da ja die Lagen und Geschwindigkeiten der Elektronen durch 
zwolf GréBen gekennzeichnet sind, gibt es zunichst zw6lf unabhangige 
Weisen, auf welche man eine Variation der Anfangsbedingungen zu 
einem gegebenen Zeitpunkt vornehmen kann. Das Resultat der 
meisten dieser Variationsméglichkeiten ]4Bt sich aber leicht sofort 
iiberblicken. Bei diesen trivialen Variationen ist der soeben gegebene 
mathematische Ansatz gréftenteils tiberfliissig; wir wollen sie hier 


kurz besprechen. 
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Erstens gibt es zwei Variationsméglichkeiten, die darin bestehen, 
da8 man die Lage der invariablen Achse indert, Dadurch wird aber 
das Wesen der Bewegung gar nicht beeinflubt. Weiter besteht die 
triviale Variation, bei der man den Koordinaten und Geschwindig- 
keiten genau jene abgeiinderten Werte beilegt, die sie bei der mecha- 
nischen Bewegung nach einer kurzen Zeit besitzen werden. Wir haben 
hier offenbar nur eine Anderung des Zeitnullpunktes vor uns, die sich 
in erster Naherung dadurch beschreiben la8t, daB man zu v und 0” 
dieselbe kleine GréBe addiert. Auch die Variation, wobei nur die 
Richtung der Knotenlinie in der invariablen Ebene ein wenig gedreht 
wird, 148t das Wesen der Bewegung ungedndert. Dann bestehen 
noch zwei Variationsméglichkeiten darin, da8 die Bewegung von der- 
selben Art bleibt wie die unvariierte, da& aber die Quantenbedingungen 
nicht mehr genau erfiillt sind. Das wiirde also bedeuten, da man 
den Wert von C etwas abindert und dai — wenn wir uns an die erste 
Naherung halten — man dieselbe kleine Gré8e zu J und J’ addiert. 

Es sind jetzt noch sechs Variationsméglichkeiten tibrig, die nicht 
von ganz trivialer Art sind. Diese zerfallen in einer aus dynamischen 
Stabilitatsproblemen wohlbekannten Weise in drei Gruppen von je 
zwei zugehérigen Variationen. Erstens gibt es die schon im ersten 
Paragraphen behandelte wichtige Variation, die als eine Anderung des 
Phasenunterschiedes der zwei Elektronen bezeichnet werden kann und 
die eng mit einer Variation verkniipft ist, die darin besteht, daB die 
Umlaufsgeschwindigkeit des einen Elektrons etwas gréBer gemacht 
wird als die des anderen. Mathematisch kommt das darauf hinaus, 
daB man die GréBen v'—v und J— J' von Null verschieden ansetzt. 
Zweitens gibt es die Variationen, die dadurch entstehen, daB man die 
Exzentrizitaten der beiden Elektronenbahnen im Mittel als von Null 
verschieden ansetzt, d. h. daB die GréBen § y, & und 7’ von Null 
verschieden sind. Dabei entsprechen die Variationen, bei denen & — £' 
und 47 —7/' gleich Null bleiben, dem Falle, daB die Achsensymmetrie 
der Bewegung nicht gestért wird, und bilden ein zugehériges Paar. 


Als drittes Paar kann man schlieBlich die Variationen ansehen, bei denen 


E+ & und 7 +7’ gleich Null bleiben. 

Die unvariierte Bewegung war ja eben von solcher Art, da& die 
Stérungen, abgesehen von der Bewegung der Knotenlinie, nicht zu 
sikularen Anderungen AnlaS gaben, und man sieht aus dem Vor- 
stehenden, daS es uns bei der variierten Bewegung besonders um den 
sikularen Verlauf der durch die Variation herbeigebrachten Ande- 
rungen in der Bewegung zu tun ist. Diese saékularen Anderungen 


kann man nun bekanntlich am leichtesten direkt berechnen, indem 


re aw, wd 


: 
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man erst den Mittelwert der Hamiltonschen Energiefunktion iiber 
die ungestérte Bewegung bestimmt, und nachher die Stérungsglei- 
chungen mit dieser sozusagen vereinfachten Energiefunktion anstatt 
der urspriinglichen ansetzt!). Man bekommt so direkt die sikularen 
Anderungen in den Bahnelementen. 


Bei der Rechnung ist es nun zweckmiBig, anstatt der alten 


Variablen i 8 v, e. v', <3 é, 1 E' 7! 


die neuen kanonischen Variablen 

J+J" Jas é4¥ guy 

‘ 9 ,o+, 9 ev", na 9 Pipes patiag at aah 
einzufiihren. Da das erste Paar uns hier, gema8 dem oben Gesagten, 
nicht interessiert, kénnen wir bei der Berechnung des Mittelwertes 
einfach J+ J’ = 2H und v+v' = 2oat setzen. Fiir den Mittelwert 
der Energiefunktion findet man so mit der uns hier interessierenden 
N&aherung, wenn wir auch noch C — H setzen: 


= —2Mw(l—g/2N)+2nwi oe (=) + oa 
Se eee 
3H 2 2H 4 
—4E+3K /E—#\2 —2E4+5K (n—71')? , 
iis i ia ea Jers oe ee } 0) 


wo £ und K auf der rechten Seite die Bedeutung g—! und g haben 
mit g = (1 — 3/, sin? wt)—*2 (K = 1,3729, H = 0,7710). Wir he- 
kommen aus (55) mittels der kanonischen Gleichungen die folgenden 
Ausdriicke fiir die uns interessierenden sikularen Anderungen: 


{G=ai= — {NWE (v—v’) = — 0,1928 “ H(o—?), | 

dt N 0 
ee GIVE ek. eI 

ed So) ge) Sa J 
E+E) = 4) G41) = — 008485 +7, | 

d 2NW niepiaiss sae et NU 
it (n+ 7'/) = a (— EB + K/3)(€+ &) = 0,2006 = (6 ae ®),| 
dee.  UDNWEy Psa pts? 

Sa Ga OES) ao BBR att) 
he ae CIP ih Apo UY 28 @93 ge _ a. 
41) = — yp CB 3/4) E-8) = -0,2587 5 E-£) 


1) Vgil. N. Bohr, Zur Quantentheorie der Linienspektren, 8. 63. Vieweg 1922. 
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Aus den gleichen Vorzeichen auf den rechten Seiten der Glei- 
chungen (56) erkennt man sofort, daS die Bewegung gegeniiber einer 
Phasenverschiebung der Elektronen instabil ist. Dieses kann als ein 
Beispiel eines allgemeinen Zuges angesehen werden, der der Wechsel- 
wirkung von mehreren synchron in Coulombschen Feldern laufenden 
Elektronen eigen ist. Damit eine solche Wechselwirkung zu keinen 
sikularen Anderungen Anla8 gibt, muB8 man fordern, da8 die Phasen 
der einzelnen Elektronen so eingerichtet sind, daB der Mittelwert der 
gegenseitigen potentiellen Energie der Elektronen ein Extremum sei. 
Ist sie ein Maximum, so wird die Bewegung gegeniiber einer Ver- 
schiebung der Phasen stabil sein; vom energetischen Standpunkt aus 
ist dabei aber der ganze Bewegungszustand offenbar instabil. Be- 
trachten wir aber den Fall, wo der Mittelwert der gegenseitigen 
Energie ein Minimum ist, was also vom energetischen Standpunkt auf 
Stabilitaét hindeutet, so ist die Beweguny instabil gegeniiber einer Phasen- 
verschiebung. Der Beweis libt sich in einfacher Weise erbringen. 
Denken wir uns im Falle des Minimums nimlich eines der Elektronen 
ein wenig in Phase zuriickgeriickt, so werden die anderen Elektronen 
ihm wihrend der Bewegung siikular Energie zufiihren. Ein Teilchen, 
das in einem Coulombschen Kraftfelde kreist und das Energie von 
auBen bekommt, wird aber bekanntlich seine Umlaufzeit sikular ver- 
gréBern, und das bedeutet nichts anderes, als daB der anfingliche Phasen- 
unterschied anstatt sich zu verkleinern sich zu vergréSern geneigt ist?). 
: Der hier bewiesene Satz spielt bei der Betrachtung mehrerer 
Probleme der Atomtheorie eine wichtige Rolle. Im Falle von Elek- 
tronenringen gibt er der bekannten Tatsache2) Ausdruck, da8 eine 
solche Ringkonfiguration instabil ist gegeniiber einer kleinen Ver- 
schiebung der Elektronen in der Richtung ihrer Bahn. Dariiber bhin- 
ausgehend tut er aber die mechanische Instabilitét dar in allen solchen 
Fallen, wo mehrere Elektronen in fquivalenten Bahnen in einem 
starken Kernfelde sich in einem energetisch stabilen Zustand bewegen. 
Er ist auch von Bedeutung bei Betrachtungen itiber Molekiile und 
beweist z. B., daB man niemals eine mechanische adiabatische Her- 
stellung eines Wasserstoffmolekiils durch langsames Nihern zweier 
neutraler normaler Wasserstoffatome ausfiihren kann, auSer durch eine 
Reihe von mechanisch instabilen Zustiinden hindurch. 

Die zwei Gleichungen (57), die, wie erwahnt, eine Variation der 
Bewegung bedeuten, bei der die Achsensymmetrie der Bewegung be- 


1) Man wird sehen, daS man die zwei Formeln (56) auf Grund dieser 
Uberlegung sofort hatte hinschreiben kinnen. 


2) Vgl. N. Bohr, Phil. Mag. 26, 23, 1913. (Abh. tiber Atombau, 8. 23.) 
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wahrt bleibt, bezeichnen offenbar eine Stabilitaét des Systems dieser 
Variation gegeniiber. Das System kénnte hier = Schwingung um 


die unvariierte Bewegung herum mit der Frequenz — =¥ 0,2006 . 00,0846 
__ 0,13 32 


N 

Die Variationsméglichkeit endlich, deren s&kularem Verlauf die 
Gleichungen (58) Ausdruck geben und bei der die Achsensymmetrie 
der Bewegung nicht bewahrt bleibt, entspricht wiederum einer Insta- 
bilitaét des Systems, die sich darin AuBert, daB& beide Elektronenbahnen 
bestrebt sind, ihre urspriinglich zirkulare Form zu verlassen. 

Fragt man nach der Wirkung eines schwachen homogenen elek- 
trischen Feldes auf die Bewegung, so leisten uns die Formeln (57) 
und (58) gute Dienste. Um diese Wirkung in erster Naherung zu 
bestimmen, braucht man nur nach ihrem sikularen Effekt zu fragen. 
Bezeichnen wir die Komponente der elektrischen Kraft parallel zur 
Achse des Systems mit F, und diejenige, die senkrecht zu dieser Achse 
steht, mit F,, so findet man fiir das Potential des Systems in bezug 
auf die elektrische Kraft mit geniigender Anniherung 1): 
Qr = —1V3eF, (y+ y’') —eF, {(«—2') cos 0 —1(y—y’)sin6}, (59) 
wo x,y und z’,y’ die cartesischen Koordinaten in den Bahnebenen 
bezeichnen, wabrend §@ den Winkel zwischen der Knotenlinie und der 

- Richtung der Komponente F, bedeutet. Mit Hilfe von (36) findet 
man jetzt leicht den uns interessierenden Ausdruck fiir den Mittel- 
wert von 2»: 


@ ausfiihren. 


BOP ie 
ny es Gy a) — 22. 
-{(§ —§') cos —3 (4 —77') sin 6}. (60) 
‘Anatatt der Gleichungen (57) und (58) bekommen wir jetzt 
; | E41 J, 2F, 
“ (E+E) = —0,0846 2 (n +7) 3738 ee 
i (61) 
d=) Oe. A 
(1 + a!) = 0,2006 5 E+ £), 
2s — Jil Fs 4 
aE ie 0,8871 — = Same Cece en | 
dt yi" a : oR 
ia — 0.2587 2 E— 8) + 3°72 ** cos, 


= 
4 


1) Da wir uns im Potential nur um Glieder zu kiimmern haben, die linear 


in den £ und 7 sind, kénnen die Neigungswinkel der Bahnebene zur invariablen _ = 


‘Ebene beide gleich 7/3 gesetzt werden, weil sie sich von diesem Werte nur um | 
.in den & und 7 quadratische Glieder unterscheiden. “ si ieds 
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Die von sakularen Stérungen freie Lésung von (61) bekommt 
man, indem man die rechten Seiten dieser Gleichungen einfach gleich 
Null setzt. Setzt man den so erhaltenen Ausdruck fiir (7 + 7’) in 
den ersten Term auf der rechten Seite von (60) ein, so bekommt 
man fiir das durch die Kraftkomponente F, induzierte elektrische 
Moment M, des Atoms, wenn wir fiir den Radius der EHlektronen- 


‘ : : re 
bahnen wieder die Bezeichnung a = ofa einfiihren: 


= + sie a’ F, = — 39,9 a® Fp. (63) 
Um die entsprechende Lésung von (62) zu finden, mu die saku- 
lare Anderung von § mit der Zeit bekannt sein. Diese Gréfe, die 
die mittlere Winkelgeschwindigkeit der Knotenlinie darstellt, findet 
man gemaB den kanonischen Bewegungsgleichungen, indem man das 
mittlere stérende Potential (55) nach der Variable C (vgl. S. 332) dif- 
ferentiiert, wobei g als Funktion von C gemaB 
g = (1— (1 — 02/4 Jy?) sin? w t)—*2 
anzusehen ist. Das gibt: 
OE eee of 00 


NG Pe ee 2 3 gin? See (8 Se 
4 aC N W g® sin ot re en 9 9) 
a ate —}K) = —0,28525 (64) 


Hieraus sehen wir deutlich, daB die Gleichungen (62) als eine 
erzwungene Schwingung zu behandeln sind und wir finden leicht 


poe = N 3/ a: a. 3) 
poeta: 994) ote ee ee 
$0 3a 


sin #. (65) 
Fiir das durch die Kraftkomponente F, induzierte elektrische 
Moment M, des Atoms finden wir nun durch Einsetzen in (60): 


M;, = + $43 F {2.9,94 cos? 6 + 1,504 sin? 9} = 16,043 F,. (66) 


Aus (63) und (66) sehen wir, daf die Kraftkomponente parallel 
zur Achse des Atoms ein negatives elektrisches Moment induziert, 
wahrend die senkrechte Komponente ein positives Moment induzieren 
wiirde. | 

Wir wollen (63) und (66) noch speziell auf das Heliumatom an- 
wenden, um die dem Modell entsprechende Dielektrizitatskonstante 
zu berechnen, obgleich die Giiltigkeit der Formeln hier natiirlich nur 
sehr angendhert ist. Bezeichnen wir mit Z die Anzahl von Atomen 
_pro Kubikzentimeter bei 0° C und 760 mm Hg (Z = 2,70. 1019), und, wie 
frither, mit A den Radius der Wasserstoffuormalbahn (A =0,528, 10-8) 


i ee ee ee ee ees 
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so entspricht der Parallelkomponente der elektrischen Kraft die Di- 
elektrizitatskonstante : 


: 39,9 
E, = 1+ 42ZM,/F, = 1—42ZA3- ne = 1— 0,00025, (67) 
and der senkrechten Komponente: 
16 
BE, = 14 422M,/F, =1+42Z48 i = 1+ 0,00010. (68) 


8 

Es sei erwahnt, daB der experimentelle Wert der Dielektrizitits- 
konstante des Heliums zu 1,000074 angegeben wird. Welche Bedeutung 
unserer Rechnung zuzuschreiben ist, ist schwierig zu beurteilen, denn 
die ganze Stabilititsuntersuchung deutet darauf hin, da die Reaktion 
yon Atomsystemen gegeniiber tiuBeren Kraften nicht in Einzelheiten 
mittels der klassischen Mechanik beschrieben werden kann. Ein Pro- 
blem, das dem eben besprochenen nahe verwandt ist, bildet dic 
Wechselwirkung zwischen Atomrumpf und Serienelektron im neutralen 
Lithiumatom. Hier deutet die Theorie der Serienspektren darauf hin, 
daB man zum Verstindnisse der p- und d-Terme eine Reaktion des 
Rumpfes auf die Kraft des iuBeren Elektrons annehmen muB, die in 
verschiedenen Richtungen viel gleichartiger ist, als unserem mecha- 
nischen Modell entsprechen wiirde. 

§ 5. Zusammenfassung und Diskussion der Resultate. 
Die Rechnungen im zweiten und dritten Paragraphen haben ergeben, 
daB in dem Modell fiir den Normalzustand des Heliumatoms, wo die 
zwei Elektronen in einquantigen Bahnen und mit geneigten Bahn- 
ebenen um den Kern herumlaufen, der Energieinhalt des Atoms 
3,9 Volt zu grof ausfallt, verglichen mit der Erfahrung, ‘wenn man 
annimmt, daB8 die Bewegung in dem betrachteten Zustand und ihre 
Energie sich nach den gewéhnlichen mechanischen Gesetzen berechnen 
lassen. Die Rechnungen im vierten Paragraphen zeigten, daB die 
untersuchte Quantenbewegung im mechanischen Sinne instabil ist. 

Vom atomtheoretischen Gesichtspunkte ist die Feststellung dieses 
Resultates sehr wichtig, denn wir haben es ja hier mit dem einfach- 
sten Fall einer Bewegung von mehreren Elektronen um einen Kern 


‘zu tun, und beim jetzigen Stand der Atomtheorie besteht eine der 


Hauptaufgaben ja eben in der Ermittlung der Gesetze, die fir eine 
soleche Wechselwirkung maSgebend sind. Wie neuerdings von Bohr 


; betont 2), mu8 man allgemein erwarten, da8 schon in den stationaren 


Zustanden diese Gesetze von denen der gewéhnlichen Mechanik ver- 


gchieden sind, weil die letzteren im allgemeinen zu Bewegungen 
AnlaB geben, die mit dem erfahrungsmaBigen Vorhandensein von 


1) ZS. £. Phys. 18, 128 uf., 1923. 
Zeitschrift fir Physik. Bd, XIII. 93 
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scharf’. bestimmten stationiren Zustanden nicht vereinbar zu sein 
scheinen. In einem so einfachen Falle, wie dem in dieser’ Abhand- 
lung betrachteten Modell des Heliums mit zwei gleichberechtigten 
Elektronen, konnte man aber hoffen, daS die mechanischen Gesetze 
ihre Giiltigkeit noch nicht eingebiiBt hatten. 

Stellen wir uns vorliufig auf den Standpunkt, dab das zugrunde 
gelegte Modell, d. h. also zwei einquantige Bahnen in gekreuzter 
Stellung, in seinen wichtigsten Ziigen richtig sei, so miissen wir nun 
aus unseren Rechnungen den SchluB ziehen, da®i schon in: diesem ein- 
fachen Falle die Mechanik ihre Giiltigkeit verloren hat. Bei niherer Bé 
trachtung kann man dieses Resultat keineswegs als unerwartet ansehen, 
und ich méchte kurz einige Griinde fiir diese Auffassung, die in einer 
Besprechung gemeinsam mit Professor Bohr formuliert wurden, darlegen. 

Bei der Beurteilung einer Erweiterung der Anwendung der gewohni- 
lichen Quantisierungsregeln, wobei das wohlbewibrte Anwendungsgebiet 
von Systemen, fiir die jede mechanische Bewegung mebrfach periodisch ist, 
verlassen wird, mu.das Hauptgewicht auf die physikalischen Prinzipien 
celegt werden, die in diesem Gebiete gelten, namlich das Adiabaten- und 
das Korrespondenzprinzip. Wie Bohr naher ausgefiihrt hat), scheint es 
méglich, den AufbauprozeB der Atome durch sukzessive Bindung der 
Elektronen in gro8en Ziigen mittels dieser Prinzipien zu verfolgen. 
Sobald es sich aber um feinere Einzelheiten handelt, lassen die Prinzipien 
einen géwissen Spielraum offen bei der Bestimmung der Bewegungen 
und Prozesse im Atom, weil wir nicht die Mittel besitzen, das Zu- 
standekommen des Wechselspiels der Elektronen im Endzustand durch 
einen gedachten kontinuierlichen Bindungsprozefi naher zu verfolgen 
(wie es bei mehrfach periodischen Systemen der Fall war). Die dadurch 
herrschende Unbestimmtheit ist von eigentiimlicher Natur; sie bezieht 
sich nicht nur auf die Bewegungsgleichungen und auf die Quantisie- 
rung, sondern selbst wenn wir die Bewegung in dem Endzustand des 
Bindungsprozesses, z. B. im Normalzustand des Heliums, genau mittels 
der Mechanik beschreiben kénnten, kénnten wir trotzdem nicht sicher 


sein, daS die auftretende Energiefunktion uns die physikalische a 


Energie liefert, die durch die Spektralterme und onisierungsspan- 
nungen gemessen wird, denn die Identitit dieser zwei Energien lieBe 
sich nur streng begriinden durch die Betrachtung ciner kontinuier- 
lichen Verbindung zwischen dem betrachteten Zustand und den anderen 
stationaren Zustanden des Atoms ie Die Unméglichkeit, eine solehe 


ae 4). Vel. ZS. ahys, 9, 29 uf., 1922. . ‘(rei Aufsiitze, 8.100 uf.) | ' A 
2) Vel. N. Bohr, Quantentheorie der Linienspektren. Braunschweig, Friedr. 
Vieweg & Sohn A.-G., 1922, 8.10 und 60; ZS. f. Phys. 18, il 19239 @s 


ets teed 
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Verbindung herzustellen, wird durch die mechanische Instabilitiit des 
untersuchten Modells besonders stark unterstrichen. 

Man darf also keineswegs schlieBen, daB das negative Resultat 
unserer Rechnungen als ein Einwand gegen die Richtigkeit des 
Modells aufgefaBt werden mu8, und — wie man weiB — sprechen 
starke Griinde allgemeiner Art fiir seine Richtigkeit. Von den Griinden, 
die sich nicht auf Betrachtungen iiber das Heliumatom selber stiitzen, 
wollen wir die folgenden anfiihren. Die Ergebnisse an den Réntgen- 
spektren iiber die Ablésungsarbeit eines K-Elektrons scheinen sehr 
stark fiir die Auffassung zu sprechen, daS sich die K-Elektronen in 
einquantigen zirkularen Bahnen bewegen!) (und z. B. nicht in ein- 
quantigen Bahnen mit halbzahligem Impulsmoment). Andererseits 
deutet der Termbau des Lithiumspektrums darauf, nicht nur da8 der 
Atomrumpf des Lithiumatoms ein resultierendes Impulsmoment besitzt, 
sondern auch, da dieses Impulsmoment nicht gré8er als einmal h/2x 
ist. Diese letztere Uberlegung ist um so wichtiger, weil nach dem 


Obenstehenden dem Einwande gegen das urspriingliche Bohrsche 


Ringmodell, daB es eine unrichtige lonisierungsspannung liefert, keine 
Kraft beizulegen ist. In dieser Verbindung sei auch noch darauf 
aufmerksam gemacht, daB die oft erwahnte SchluBfolgerung, dai das 
Heliumatom kein resultierendes Impulsmoment besitzen kann, weil 
Heliumgas nicht paramagnetisch ist, nicht zwanglaufig ist, da ja die 
Erfahrungen iiber den Richardson-EHinstein-de Haas-Effekt und 
itber den anomalen Zeemaneffekt die Unzulanglichkeit der klassischen 
Elektrodynamik bei der Beschreibung der magnetischen EKigenschaften 
der Atome sicherstellen. 

All dieses sagt natiirlich noch nicht, da% die Unrichtigkeit des 
Modells auch in ihren groBen Ziigen ausgeschlossen ist. Man kénnte 
unter anderem die Annahme machen, dafi die Bewegung der beiden 
Elektronen im normalen Heliumatom und die Bewegung der K-Elek- 


tronen in den anderen Elementen verschiedenartig sind, daB z.B. die 


beiden Bahnen im Helium nicht gleichwertig sind, oder da8 es 


mehr als zwei K-Elektronen gibt usw. Solche Annahmen sind aber 


auGerst unwabrscheinlich auf Grund der quantentheoretischen Deutung, 
die Bohr neuerdings dem periodischen System zu geben versucht 
hat; sie wiirden in der Tat bedeuten, da8 eine Fille von Erfahrungs- 
tatsachen, fiir die eine zusammenhingende Interpretation gefunden 


wurde, vorlaufig unverstandlich. erscheint. 


Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik. 


1) Vgl. N. Bohr und D. Coster, ZS. f. Phys. 12, 367, 1923. 
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Berichtigung. «4 “> .08: <'+ 
Auf Seite 197, Band 12 in meiner Arbeit: Die Entstehung der Lorentzver- 
kiirzung und die strenge Behandlung des Uhrenparadoxons, ist statt des Wertes 
yon Ry, irrtiimlich der Wert von #,,, der identisch gleich Null ist, eogehen 
worden. Es mu8 an der betreffenden Stelle heiSen: ~ . ; xf r 


99% = 9 9 9H, I OH A, AO Ags 8m, a, 
2g40r, 240%, » Oty, Ot, , Oxy Or, Ox, Oxy On, Ox, 


Ry = — 
ae ' Ox, Ox, 499 Ishi. AG Ge 49494 
Karl Bollert. 
y : a 
iis bes., 
: Anmerkung eee ae 
co”, ga iat “heres, von R. Sobran, Der Einfiu8 ies Gashelticis anf die 


pa, thermische fe lichtelektrische Elektronenemission des Platins und des Tantals, — 
: - diese 28. 3B, je 1923. aco 


Es gehort au 


- ‘Fig. i¥ Séttigungsstiomburven bei latin, tes = Bee. 
EL aera a a ein aes “T = 1570° 
Decisis “Bigs 8: an ge Pe ay : feet ne 


Fig. 4: ae 
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Uber die Quantelung rotierender Molekiile. 


Von H. A. Kramers in. Kopenhagen, 


(Eingegangen am 3. Januar 1923.) 


§ 1. Das mechanische und quantentheoretische Problem der 
Rotation von Molekiilen ist bisher nur in Spezialfillen vollstindig be- 
handelt worden, indem entweder angenommen wurde, da der resul- 
tierende Elektronenimpuls des Molekiils verschwindet (asymmetrischer 
kraftefreier Kreisel), oder daf wir es speziell mit solchen zweiatomigen 
Molekiilen zu tun haben, bei denen der Elektronenimpuls der Ver- 
bindungslinie der Kerne parallel ist. Zweck der vorliegenden Ab- 
handlung ist es, das entsprechende Problem fiir beliebige Molekiile zu 
behandeln, bei denen der Elektronenimpuls eine beliebige Richtung hat. 

Wir greifen das Problem an, indem wir das Molekiil vergleichen 
mit einem beliebigen starren Korper, in dessen Innerm ein achsen- 
symmetrischer Kreisel eingebaut ist, welcher frei um seine fest mit 
dem Ké6rper verbundene Achse rotieren kann. Im zweiten Paragraphen 
wollen wir die kraftefreie Bewegung eines solchen ,,Kreiselkérpers“ 
und ihre Quantisierung untersuchen, wahrend wir im dritten Para- 
graphen kurz die Anwendbarkeit der so gewonnenen Resultate auf 
Molekiilrotationen besprechen werden. 

§ 2. Eine Berechnung der Bewegung unseres Kreiselkérpers ist 
mitenthalten in den ausfiihrlichen Untersuchungen Volterras iiber 
den Einflu8 stationirer innerer Bewegungen auf die Rotation des 
Erdkérpers'). Von quantentheoretischen Fragen war bei Volterra 
natiirlich nicht die Rede, und wir werden im folgenden zeigen, wie 
die quantentheoretische Seite des Problems in einfacher Weise be- 


-handelt werden kann, ohne auf die vom genannten Verfasser an- 


gegebenen Formeln zuriickzugreifen. 

Die Bestimmungsstiicke des Kérpers und seiner Bewegung seien 

folgende: 

A, B, C Haupttrigheitsmomente des Kérpers (wobei die Massen- 
teile des Kreisels bei der Berechnung dieser Momente mit 
einbegriffen sind), 

D Tragheitsmoment des Kreisels um seine Achse. 1, 1, 7; 
Richtungskosinus, welche die Richtung dieser Achse in bezug 
auf die Traigheitsachsen des Kérpers definieren. 


1) Eine zusammenfassende Darstellung dieser Untersuchungen hat Volterra 
unter dem Titel ,Sur la théorie des variations des latitudes“ in dem 22, Bande 
der Acta Mathematica gegeben (1898). 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 24. 
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p, 4, r Komponenten der angenblicklichen Winkelgeschwindigkeit 
des Kérpers, bezogen auf die Hauptachsen- 

s Winkelgeschwindigkeit des Kreisels um seine Achse relativ 
zum festen K6rper. , 

P, Q, R Komponenten des totalen Impulsmomentes des Korpers, 
bezogen auf die Hauptachsen. 

%, py, v Eulersche Winkel, welche die Lage des K6rpers m 
bezug auf ein raumfestes Koordinatensystem, dessen Nullpunkt 
in den Schwerpunkt fallt, bestimmen (# und @ Polabstand 
und Azimut der A-Achse, © Winkel zwischen Knotenlinie 
und B-Achse). 

€ Winkel, welcher die Stellung des Kreisels im bezug auf den 
starren Kérper bestimmt. 

Die Bewegungsgleichungen des Kreiselkérpers lassen sich am 

einfachsten angeben, indem man die Bedingungen dafiir aufschreibt, 
da8 das totale Impulsmoment seine GréSe und Lage im Raume bei- 


behalt: P — Qr— Ra, | 
Q = Rp— Pr, (1) 
R= Pq— Qp. 


Die Komplikation, die von der Anwesenheit des Kreisels herriihrt, 
1a48t sich einfach auf Ground der Tatsache iiberblicken, daB die Rich- 
tung der Impulsanderung des Kreisels fiir sich immer senkrecht auf 
dem Moment um die Kreiselachse steht, woraus folgt, daB die Kom- 
ponente des Kreiselimpulses parallel za dieser Achse immer unverandert 
bleibt. Da wir den Kreisel symmetrisch angenommen haben, ist diese 
konstante Impulskomponente, die wir mit S bezeichnen wollen, offen- 


ro pagan S = D(stuptrat nr). (2). 
Die Impulskomponenten des ganzen Kreiselkérpers sind nun 
offenbar: 
P= Ap+ Dus = (A— Dry) p— Dt, tg —Dr,1t,r+ St, 
Q = Bat Dus = —Duyr,p+ (B—Dt})q—Drytsr + Ste, } (3) 
R= Cr+ Dts = — Drzt,p —Dt3t.9 +(C— Drz)r + St. 
AuBer dem Integrale des totalen Impulses 
P+e+ RP (4) 
besitzen die Bewegungsgleichungen das Energieintegral, das man wohl 
am leichtesten durch direkte Ausrechnung der kinetischen Energie T 
findet. Man findet zunachst, ohne von (2) Gebrauch zu machen, 


27 = Ap?+ Ba?+ Cr?+4 2Ds(upt+nat+r)t+ Ds. (5) | 
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Mit Hilfe von (2) und (3) kann dies auch in folgender Form 
geschrieben werden: 


2T = Pp+ Qa+Rr+ Ss = Ap?+ Bq?+ Cr? 
s2 
—D(ap+ta+ tr? + > (6) 


Q? aoa (S/D — Pt,/A — Qt,/B— Rt,/C)3 (7 
B C 1/D —3/A—t2/B—7/C ) 

Wir sind jetzt imstande, den allgemeinen Charakter der Bewegung 
zu tiberblicken. Wir kénnen P, Q und R als die Koordinaten des 
Punktes betrachten, in dem die invariable Achse des Kreiselkérpers die 
um den Schwerpunkt beschriebene fest mit dem Kérper verbundene 
Kugel (4) schneidet. Die Bahn, die dieser Punkt auf der Kugel be- 
schreibt, wird bestimmt. sein durch die Kurve, in welcher die Kugel 
von dem durch (7) definierten Ellipsoid geschnitten wird. Diese 
Schnittkurve besteht aus 0, 1 oder 2 reellen geschlossenen Kurven- 
stiicken, und die Bewegung des Punktes P, Q, R einer solchen Kurve 
entlang ist naher festgelegt durch eine der Gleichungen (1), z. B. durch 
die erste, in welcher man Q und R mittels (4) und (7) durch P 
ausgedriickt hat. 


oder 
Pp? 
i ada 


Wir sehen also, daB die Bewegung der invariablen Achse in bezug 
auf den Ké6rper eine rein periodische ist, wie es auch bei der allge- 
meinen kraftefreien Bewegung eines gewéhnlichen starren Ké6rpers 
der Fall ist. Ebenso wie im letzteren Fall 148t sich in unserem all- 
gemeineren Falle die Integration mittels elliptischer Funktionen voll- 
ziehen, ein Punkt, auf den wir hier nicht niher eingehen werden 3). 
Die Bewegung des Kérpers in bezug auf den festen Raum wird 
offenbar aus einer der eben behandelten periodischen Bewegung ent- 
sprechenden periodischen Nutation bestehen, tiber welche eine gleich- 
maBige Prizession um die invariable Achse herum iiberlagert ist. In 
dem Sonderfalle, wo das Ellipsoid (7) die Kugel (4) beriihrt, wird 
Rotation um eine permanente Achse stattfinden kénnen. Die Bedingung 
hierfiir 148t sich in der Form 

a EO I (8) 
schreiben, und die permanenten Rotationsachsen bei der Bewegung 
eines gewohnlichen asymmetrischen starren Kérpers bilden einen Sonder- 
fall yon (8). Ebenso wie in diesem Sonderfalle kann die permanente 
Rotation stabil oder instabil sein. Sie ist stabil, wenn das beriihrende 
Ellipsoid ganz innerhalb oder ganz auSerhalb der Kugel liegt, in- 
stabil, wenn es teils innerhalb, teils auSerhalb der Kugel liegt und 


1) Vgl. Volterra, l.c. 
DA* 
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also der Punkt, wo die invariable Achse die Kugel schneidet, als 
Doppelpunkt der gemeinsamen Schnittkurve von Ellipsoid und Kugel 
auftritt. 

Fragen wir jetzt danach, wie die Bewegung des Kreiselkérpers 
za quantisieren sei, so ist es zweckm&Big, voriibergehend die Euler- 
schen Winkel #, g, # und den Winkel € einzufiihren. Bekanntlich 
gelten die Formeln: 

p= = 7 cos 0, 
phew + dcosy + sin sin v, (9) 
fp eS — Hsin wv + psind cosy. | 


Um die zu 4, g, w, € kanonisch konjugierten Momente py, py, Py, Pe 
zu bekommen, ist jetzt der durch (5) gegebene Ausdruck fiir 7 nach 
, Q, w und g = s zu differentiieren. Man findet: 

ps = Qcosv — Rasind, ] 
Py = Pcosd + Qsindsiny + Rsind cosy, | 
Py = P, ( 
pe = S. 

Die Lagrangeschen Gleichungen, die man jetzt auch hinschreiben 
kénnte, sind in ihrer Bedeutung natiirlich mit (1) und (2) identisch. 
Wahlen wir speziell als raumfeste Polarachse die invariable Achse des 
Systems, so gilt: P = Jcos9, | 

Q = Jsin* sin y, 
R= Jsin®cosv. 


(10) 


(11) 


Kinsetzen von (11) in (10) ergibt: 
ps = 9, | 
Po = I, 


(12) 
Py = Jcos?. | 


Die Quantenbedingungen kénnen jetzt nach der Methode der 
Phasenintegrale niedergeschrieben werden: 
h 
22° 


Grydy = JGhcos dy = n*h, (14) 


wo m und n* ganze Zahlen bedeuten, wahrend h die Plancksche 
Konstante ist. Mittels des Energiesatzes (7), in welchem man fir P, 
Q und F& die Ausdriicke (11) substituiert hat, ist cos ® als Funktion 
von } festgelegt und das Integral ist iiber eine geschlossene Schnitt- 
kurve der Kugel (4) und des Ellipsoids (7) zu erstrecken. 


Pp = I =m 


(13) 
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Der Beweis, daB8 diese Quantenbedingungen mit der allgemeinen 
Theorie der stationiren Zustiinde vielfach periodischer Systeme 2) 
im Einklang sind, lat sich zB. durch explizite Einfiihrung von uni- 
formisierenden Variablen erbringen, ein Punkt, auf den wir hier nicht 
naher eingehen werden. Im Einklang mit den Forderungen dieser 
Theorie sind die stationiren Zustinde unseres Kérpers, dessen Rotation — 
von der Rotation des eingebauten Kreisels abgesehen — einen zwei- 
fachen Periodizititsgrad besitzt, durch zwei Quantenbedingungen ge- 
kennzeichnet. Da der Korper aber drei Freiheitsgrade besitzt, haben 
wir es mit einem entarteten System zu tun, was sich in der willkiir- 
lichen Lage der invariablen Achse im Raume AuBert. Die Rotation des 
eingebauten Kreisels entspricht noch einem vierten Freiheitsgrade des 
Systems und einem dritten Periodizititsgrad, was noch eine dritte 
Quantenbedingung von der Form 

h 
= Mea (15) 
fordert, wo m, wieder eine ganze Zahl bedeutet. 

Die Quantenbedingung (13) besagt, daB das totale Impuls- 
moment des Kreiselkérpers einem Vielfachen von h/2% 
gleichzusetzen ist. Die Quantenbedingung (14) hat eine an- 
schauliche geometrische Bedeutung. GemiBS (11) kénnen 9 und 
namlich als Polarkoordinaten des Punktes aufgefaBt werden, in dem 
die invariable Achse die Kugel (4) schneidet, und man sieht leicht ein, 
da8, je nachdem & beim Durchlaufen der Schnittkurve, zu seinem 
urspriinglichen Werte zuriickkehrt oder sich um 27 vermehrt, der 


i 1 Lois 
Ausdruck On . cost dw oder 1 — ae p cos ®?dw das Verhaltnis 


zwischen der von der Schnittkurve auf der Kugel umspannten Flache 
und der Oberfliche der Halbkugel angibt. In den Quanten- 
zustainden ist das Verhaltnis V zwischen der Flache, 
welche das Ellipsoid (7) auf der Kugelflaiche (4) ab- 
schneidet und der Flache der Halbkugel also immer 
einem ganzen Vielfachen von l/m gleichzusetzen, gemab 

Te rasie oes (16) 

mM, 

wo n eine positive ganze Zahl ist, die die ;Werte 0,1... 2m 
annehmen kann und die einer der vier Zahlen |n*|, m— |n*|, m + |n*|, 
2m —|n*| gleich ist, wenn n* die in (14) auftretende Zahl bedeutet. 


1) Hine kurze Gesamtdarstellung dieser Theorie findet man in der neulich 
erschienenen Abhandlung von Bohr in ZS. fiir Phys. 18, 117, 1923. 
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Bei der Formulierung (16) der zweiten Quantenbedingung ist 
die kiinstliche Asymmetric, die durch den Gebrauch der Euler- 
schen Winkel eingefiihrt war, wieder vdéllig verschwunden. Fiir 
s = S = D = 0 verschwindet das vierte Glied auf der rechten Seite 
von (7) und das Ellipsoid wird konzentrisch mit der Kugel. Unsere 
Quantenbedingungen werden in diesem Fall identisch mit denjenigen, 
die zuerst von Epstein!) und Reiche?) fiir die kraftefreie Be- 
wegung des asymmetrischen Kreisels angegeben wurden. Ebenso 
wie dort gibt es auch bei uns stationire Zustainde, die einer Drehung 
um die stabilen permanenten Rotationsachsen entsprechen [n = 0 oder 
2m in (16)]. Von den instabilen permanenten Rotationen darf man 
im allgemeinen aber nicht erwarten, daB sie stationare Zustande ver- 
treten kénnen. 

Die explizite Berechnung der Energie des K6rpers in ihrer Ab- 
hangigkeit von den Quantenzahlen fordert zunaichst eine Berechnung 
des in (14) auftretenden Integrals, eine mathematische Frage, auf die 
wir hier nicht eingehen werden. Wir werden nur daran erinnern, 
da8 die Koordinaten der Punkte auf der Schnittkurve zweier Flachen 
zweiten Grades immer als elliptische Funktionen eines Parameters 
dargestellt werden kénnen?), und bemerken, da8 auf Grund dieser 
Tatsache die gesuchte Flache sich immer ganz allgemein mittels 
elliptischer Integrale erster und zweiter Art ausdriicken ]a8t. In be- 
sonderen Fallen kann die Rechnung uatiirlich einen einfacheren 
Charakter annehmen. Es wire eine interessante Aufgabe, die ver- 
schiedenen Méglichkeiten, die im allgemeinen Fall und in speziali- 
sierten Fallen auftreten kénnen, einer naheren mathematischen Analyse 
zu unterwerfen. 

§ 3. Wir miissen jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen 
und wie die Rechnungen des vorigen Paragraphen auf rotierende 
Molekiile angewandt werden kénnen. Zunachst wollen wir uns denken, 
da8 das Molekiil als Ganzes wie ein starrer Kérper rotieren kann, 
das hei®t, daB die gegenseitigen Abstinde der Kerne und die Be- 
wegungen der Elektronen relativ zu den Kernen bei Rotation des 


1) Verh. d. D. Phys. Ges. 17, 398, 1916; Phys. ZS. 20, 289, 1919. 

2) Phys. ZS. 19, 394, 1918. 

3) Betrachten wir z. B. den Fall, daB zwei reelle Schnittkurven zwischen 
Kugel und Ellipsoid vorhanden sind, so kénnen wir mittels einer reellen projektiven 
Transformation des Raumes die Kugel in sich selbst und das urspriinglich 
exzentrische Ellipsoid in ein mit der Kugel konzentrisches Ellipsoid trans- 
formieren. Im letzteren Fall ist aber eine Parameterdarstellung der erwaihnten 
Art fir die Schnittkurve leicht anzugeben. Transformiert man jetzt zuriick, 
so bekommen wir eine solche Darstellung fiir die urspriingliche Schnittkurve. 


ie 


2 
= 
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Molekiils mit groBer Anniherung dieselben sind, wie wenn die Kerne 
ruhten, und da8 also der resultierende Elektronenimpuls seine GréBe 
und Lage relativ zu den Kernen beibehilt. Wenn wir ein solches 
Molekiil nun mit einem Kreiselkérper der betrachteten Art vergleichen, 
miissen wir offenbar annehmen, daB das Tragheitsmoment D des 
Kreisels klein ist verglichen mit den Tragheitsmomenten A, B, C des 
K6rpers, und zwar ein Verhiiltnis zu diesen besitzt, das von der- 
selben GréSenordnung klein ist wie das Verhiltnis ¢ zwischen Elek- 
tronen- und Kernmasse. Da der Elektronenimpuls aber von der- 
selben GréBenordnung wie das totale Impulsmoment des rotierenden 
Molekiils sein wird (d.h. von der GréSenordnung h/2 7), miissen 
wir annehmen, daS8 der Kreiselimpuls S von derselben Gréfen- 
ordnung ist wie die Impulskomponenten P, Q, R des Kreiselkérpers. 
Die GréBe s wird also von der GréSenordnung der Umlaufzeit der 
Elektronen. 

Diese Verhaltnisse machen es nun méglich, die Formeln des vorigen 
Paragraphen etwas einfacher zu schreiben, wenn wir nimlich verabreden, 
bei der Beschreibung der Bewegung und bei der Berechnung der 
Energie immer kleine Terme, die relativ von der GréSenordnung ¢ 
sind, za vernachlassigen. Dieses Verfahren ist. um so mehr gerecht- 
fertigt, als das Molekiil sich bei der Rotation nicht genau wie starr 
verhalten kann, sondern wegen der Natur der Krafte, von denen es 
zusammengehalten wird, kleine Defoimationen erleiden wird, die 
eben von der relativen GréBenordnung é sind, und die einer Variation 
dieser GréBenordnung in den Werten der dynamischen Bestimmungs- 
stiicke des Kreiselkérpers entsprechen. ' 

Betrachten wir den Ausdruck (6) fiir die kinetische Energie 
im Lichte der erwaihnten Annahmen, so erscheint der konstante, iiber- 
wiegend groBe Term S?/D als Vertreter der Elektronenenergie, wahrend 
Ap? + Bq? + Cr? als der uns interessierende Ausdruck fiir die 
doppelte Rotationsenergie 2H angesehen werden kann, da ja der 
Term D(t,p + t2q + ter)? ihm gegeniiber vernachlassigt werden 
kann. Wir kénnen also einfach schreiben: 


2H = Ap?+ Ba? + Cr’. (17) 


Der Zusammenhang zwischen P, Q, R und p,q,r ist jetzt mit -ge- 
niigender Genauigkeit gegeben durch: 


2 Ap + St, c 
Q= Bqa4+ St, (18) 
ha Cr + ST3, 
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und die Energie, in P, Q,R ausgedriickt, kann, anstatt wie in (7), in der Form 


7 (P—8u) , (Q—S8n)t | (R—Sm)? gg 

2Ei = A > B CG (19) 
geschrieben werden. Der Impulssatz behilt natiirlich seine alte Form: 
J* = P2?+ G+ R?. (20) 


Die Quantenzustiinde erhalt man nun, wenn man gemah (13) J 
einem ganzen Vielfachen von h/2z gleichsetzt, und EH solche Werte 
erteilt, daB die vom Ellipsoid (19) auf der Kugelflache (20) abge- 
schnittene Flache der Bedingung (16) geniigt. Im Gegensatz zu dem, 
was bei unserem mechanischen Kreiselmodell der Fall war, diirfen 
wir bei den Molekiilen nun aber im allgemeinen nicht erwarten, daB 
der Elektronenimpuls S gem&B (15) zu quanteln sei, ein Punkt, auf 
den Herr Pauli mich freundlichst aufmerksam gemacht hat. Die 
Analogie zwischen Modell und Molekiil erstreckt sich sicher nicht so 
weit, daB bei der Beschreibung der Elektronenbewegung eine dem ¢ 
beim Kreiselmodell analoge zyklische Koordinate auftreten wird, und 
der resultierende Elektronenimpuls wird von der Art und Weise ab- 
hangen, mit welcher die Kerne im Molekiil durch die Elektronen zusammen- 
gehalten werden. Eine interessante Folgerung, die man daraus ziehen kann, 
ist, daB der Bewegungszustand des Molekiils, in dem die Kerne ruhen, 
im allgemeinen nicht einem station’ren Zustand entsprechen wird. 

Die Annahme, da8 der Elektronenimpuls sich starr mit dem 
Molekiil mitdreht, wird sicherlich bei vielen Anwendungen mit ge- 
niigender Annaherung erfiillt sein. Bei der Emission der Banden- 
spektren, wo wir annehmen miissen, daf wir es mit Ubergangen 
zwischen stationiren Zustinden zu tun haben, wo nicht nur die 
Rotations- und Kernschwingungsquantenzahlen, sondern auch die 
Quantenzahlen der Bahn eines der im Molekiil enthaltenen Elektronen 
sich andern, kénnen voraussichtlich andere Verhdltnisse auftreten. 
So mu man darauf vorbereitet sein, Fallen zu begegnen, in denen 
die Kopplung dieses Leuchtelektrons mit seinem Molekiilion nicht 
gentigend stark ist, damit seine Bahn die Rotationen dieses Ions, 
jedenfalls, wenn diese hohen Quantenzahlen entsprechen, mitmacht, 
und die tatsichliche Bewegung kann von einer verwickelteren Art 
sein, als die oben beschriebene. In der Grenze schwacher Kopplung wire sie 
geradezu aufzufassen wie eine gegenseitige Stérung zwischen dem starr 
rotierenden Molekiilion und der Bahn, die das Leuchtelektron in seinem 
Felde beschreibt. Wir wollen an dieser Stelle jedoch nicht versuchen, tiefer 
auf diesen Punkt einzugehen. (Vgl. §4 der nachstehenden Abhandlung.) 

Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik. 
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Von H. A. Kramers und W. Pauli jr. in Kopenhagen. 


(Hingegangen am 3. Januar 1923.) 


In dieser Arbeit sollen die Resultate der vorangehenden Ab- 
handlung auf die Theorie der Bandenspektren angewandt werden, 
und zwar speziell bei zweiatomigen Molckiilen. Wahrend bisher 
hauptsachlich nur solche Modelle von zweiatomigen Molekiilen in der 
Theorie der Bandenspektren verwendet wurden, bei denen entweder 
iberhaupt kein resultierendes Elektronenimpulsmoment vorhanden 
ist, oder bei denen dieses Elektronenimpulsmoment die Richtung 
der Verbindungslinie der Kerne hat, so da8 das Molekiil sich wie 
ein starrer symmetrischer Kreisel verhalt, wollen wir hier die all- 
gemeinere Annahme zugrunde legen, da das resultierende Elektronen- 
impulsmoment einen beliebigen Winkel mit der Verbindungslinie der 
Kerne bildet. Es ist ja durchaus zu erwarten, daS dieser Winkel 
nicht durch einfache Quantenbedingungen, sondern durch kompliziertere 
dynamische Bedingungen bestimmt und bei den verschiedenen zwei- 
atomigen Molekiilen, namentlich bei ungleichen Atomen, giinzlich 
verschieden ist. Die Anwendung der Modelle auf die Theorie der 
Bandenspektren fiihren wir ferner nur -so-weit durch, als sie von 
spezielleren Annahmen iiber die Elektronenkonfiguration der Molekiile 
unabhangig ist. Deshalb ist auch auf die Fragen der Kernschwingung 
hier nicht naher eingegangen. In der vorliegenden Note ist zunachst 
eine genauere auf die Ergebnisse der voranstehenden Abhandlung 
gestiitzte Durchfiihrung des mechanischen Problems gegeben (§ 1). 
Sodann zeigen wir, daB die Beobachtungen iiber das_ ultrarote 
Spektrum der Halogenwasserstoffe damit in Kinklang gebracht werden 
kénnen, daf die Edelgase und somit auch die ihnen 4hnlich gebauten 
negativen Halogenionen ein resultierendes Elektronenimpulsmoment 


1- - besitzen, wie es die Bohrsche Theorie des periodischen Systems 


zu fordern scheint. Dabei ergibt sich insbesondere eine Deutung des Aus- 
fallens der sogenannten ,,Nullinie“ in diesen Spektren, die von der bisher 
angenommenen verschieden ist (§ 2). Ferner wird eine Erklarungsméglich- 
keit fiir die eigentiimliche Lage des positiven zum negativen Zweig in den 
kiirzlich von Runge!) beschriebenen Sauerstoffbanden gegeben (§ 3). 
. Molekiilmodelle mit beliebig gerichtetem Elektronenimpuls wie 
die hier besprochenen, sind bereits in zwei wichtigen Arbeiten von 


1) 0. Runge, Physica 1, 254, 1922 (Zeeman-Jubilaumsheft).' 
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Kratzer!) ins Auge gefaBt und auf Fragen der Feinstruktur und 
der sogenannten Stérungen der Banden mit Erfolg angewandt worden; 
die mechanische Seite des Problems wurde aber nicht in Kinzelheiten 
durchgefiihrt. Auf die Punkte, in denen wir einen von dem 
Kratzerschen ein wenig abweichenden Standpunkt einnehmen, werden 
wir im folgenden naher eingehen. 

Am SchluB8 der Arbeit (§ 4) diskutieren wir endlich den Giiltig- 
keitsbereich der Voraussetzung, daf das Molekiil als ein starrer Kérper 
betrachtet werden kann, insbesondere, daB die Richtung des Elektronen- 
impulsmomentes mit dem Molekiil starr mitrotiert. In diesem Zu- 
sammenhang gehen wir auch auf feinere Fragen der Theorie der 
Bandenspektren kurz ein, die die Feinstruktur der Banden und ihren 
Zeemaneffekt betreffen. Wir gelangen zu der Auffassung, daB hier 
vielfach Fille vorliegen, wo die Voraussetzung der Starrheit gewiB 
nicht mehr zutreffend ist, und das Molekiil vielmehr aufzufassen ist 
als ein rotierendes positives Molekiilion, in dessen Feld das Leucht- 
elektron sich bewegt. 

§1. Die Molekiilrotation und ihre Quantelung im Spezial- 
fall zweiatomiger Molekiile. Gem&S den Formeln der voran- 
stehenden Abhandlung ist die Rotationsenergie eines beliebigen 
Molekiils mit einem kérperfesten Elektronenimpulsmoment nach den 
dort benutzten Bezeichnungen [vgl. Formel (19)| gegeben durch 


1 1 1 
k= gatP— Ss)? + 9 ple — 82)? + ak Ss)’, (1) 


wenn 8, =1,D, Ss=t,D, 8S; —=t13;D) die Komponenten des 
Elektronendrehimpulses in Richtung der Hauptachsen und P, Q, R 
die Komponenten des Gesamtimpulses nach diesen Richtungen be- 
deuten. Wie auf 8.349 angegeben, sind bei der Aufstellung dieses 
Ausdrucks kleine Gré8en der relativen GréSenordnung Elektronen- 
masse dividiert durch Kernmasse vernachlissigt. Der Impulssatz 
besagt, daB der Vektor mit den Komponenten P, Q, R eine im Raum 
konstante Richtung und eine konstante Linge J hat: 

J§ — Pi+ Q?+ FR (2) 
Kine anschauliche Vorstellung von der Bewegung erhalt man, wenn 
man die Durchdringungskurve der Kugel (2) und des exzentrisch zu 
ihr gelegenen Ellipsoids (1) betrachtet; dies ist namlich die Kurve, 
welche die raumfeste Impulsachse. im Lauf der Bewegung auf dem 
kérperfesten Ellipsoid (1) beschreibt. Die Quantenbedingungen ver- 


1) A. Kratzer, Miinchener Habilitationsschrift 1921, Teil IL (ungedruckt) ; 
Miinch. Ber. math.-phys. Klasse 1922, 8. 107. 
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langen dann, wie in der voranstehenden Abhandlung’ gezeigt ist, 
neben der Festlegung des Gesamtimpulses gemaB 


j h 3 
J = m— 

Tie (3) 
einfach, daS die von der genannten Kurve auf der Kugel (2) um- 
schlossene Flache F ein rationaler Bruchteil der Flache K der Halb- 
kugel ist: 

F=— K. 

m (4) 
Der singulare Fall J = 0 ist dabei hier wie im folgenden beiseite 
gelassen. Wir miissen nun diese Ergebnisse fiir zweiatomige Molekiile 
spezialisieren. Legen wir hier die O-Achse in die Richtung der Ver- 
bindungslinie der Kerne, so wird das Trigheitsmoment C sowie die 
Differenz A— B im Verhbiltnis zu A und B klein von der Ordnung 
des Quotienten aus Elektronen- und Kernmasse. Indem wir also zu- 
gleich im folgenden stets A = B setzen, sehen wir, daB das Ellipsoid (1) 


in diesem Fall in eine Kreisscheibe degeneriert, deren Dicke im Ver- 


haltnis zu ihrem Radius gegeben ist durch \a Damit ferner die 


Rotationsenergie H klein gegen die Energie der Elektronen bleibt, 


mu8 R— 8S, klein sein von der Ordnung ys J: 


2 Si ca : 
J ~/o ©) 


Sodann kénnen wir wegen A= B die B-Achse senkrecht zu der 
durch Elektronenimpuls und C-Achse gehenden Ebene legen, so daB 
hier ohne Beschrankung der Allgemeinheit S, = 0 gesetzt werden 
kann. AuBerdem setzen wir S, = 0 voraus, da S,; = S, = 0 auf 
den bekannten Fall des symmetrischen Kreisels fiihrt. Betrachten 
wir nun die Schar der Schnittkurven der Kreisscheibe (1) mit den 
Mittelpunktskoordinaten S,, 0, Sg und der Kugel (2), indem wir E 
und somit den Radius der Kreisscheibe kontinuierlich anwachsen 
lassen, so erhalten wir eine Ubersicht iiber die hier méglichen Be- 
wegungsformen. Der kleinste Wert von EH, der bei gegebenem J 
eine mégliche Bewegung liefert, entspricht dem Fall, daB die Kreis- 
scheibe die Kugel beriihrt, und zwar findet die Beriihrung bei diesem 
kleinstméglichen Energiewert entweder ganz von innen oder ganz von 
auBen statt (je nach dem der Mittelpunkt des Ellipsoides innerhalb 
oder auBerhalb der Kugel liegt), so daS hier P und §, gleiches Vor- 
zeichen haben. 
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Da die Bedingung der Beriihrung lautet: 


1 


P:Q:R = + (P—S): 4 Qi G(R Si) (6) 


so folgt, da J endlich und S, + 0: 


rae ve (7) 


Q = 0, F 7 


Man sieht, daB (5) hier in verscharfter Form gilt, und dies hat zur 
Folge, da8 das dritte Glied im Ausdruck (1) fiir die Energie ver- 
nachlassigt werden kann. Es ist 


1 
B= ees), = Pa 8 
also 


E VJ? — 8,2 — $,)?- (8) 


1 
Gem dem oben iiber das Vorzeichen von P und §, Gesagten ist 
hier die Quadratwurzel bei positivem S, positiv zu nehmen. Da hier 
die Impulsachse nicht nur eine raumfeste, sondern auch eine kérper- 
feste Richtung hat, besteht die Bewegung des Molekiils einfach in 
einer. Rotation (Prazession) um diese Achse. 

Lassen wir den Energiewert E (stets bei festem J) weiter an- 
wachsen, so sehen wir, dafi dann die in Rede stehende Schnittkurve 
den Beriihrangspunkt in einer kleinen Kurve umschlieBSt. Sodann 
wird diese Schnittkurve aus zwei eng nebeneinander befindlichen 
Bogen von Parallelkreisen bestehen, die durch einen kleinen Kurven- 
bogen miteinander verbunden und abgeschlossen sind, und deren 
Lange bei wachsendem E anwichst, bis sie schlieBlich um die ganze 
Kugel herumlaufen. Man sieht, daB die Bewegung des Kérpers hier 
neben der Prazession um die raumfeste Impulsachse aus einer Drehung 
der durch die Verbindungslinie der Kerne und die Richtung des 
Hlektronenimpulses gelegten Ebene um die erstere Gerade besteht. 
Der Drehungswinkel dieser Ebene verhalt sich dabei bei wachsendem 
wie der Ausschlagswinkel eines Pendels. Und der Augenblick, wo 
die Schnittkurve gerade um die Kugel herumlauft, entspricht dabei 
dem Fall, daB8 das Pendel gerade so viel Energie hat, um in die 
Lage za kommen, wo es vertikal nach oben zeigt. Die Kreisscheibe 
beriihrt hier die Kugel teilweise von auSen und analog wie ein 
vertikal nach oben weisendes ruhendes Pendel stellt der Fall, da8 
die in Rede stehende Ebene des Molekiils in der betreffenden Lage 
relativ zur Impulsachse festliegt, eine instabile Bewegungsform dar. 
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Die Energie ware hier wieder durch (8) gegeben, wobei aber die 
Wurzel jetzt mit dem negativen Vorzeichen zu nehmen ist. Bei noch 
gréBerem E durchdringt die Kreisscheibe iiberall die Kugel und 
schneidet sie demnach in zwei Parallelkreisen. Die durch die Richtung 
des Elektronenimpulses und die Kerne gelegte Ebene rotiert hier um 
die Verbindungslinie der Kerne analog einem Pendel, das gentigend 
Schwung hat, um voll umlaufen zu kénnen. Daneben findet stets 
die Rotation (Prazession) um die raumfeste Impulsachse statt. 

So sind wir zu einer vélligen Ubersicht iiber die méglichen 
Bewegungsformen gelangt und miissen nun untersuchen, welche von 
diesen gem& (3) und (4) als stationire Zustinde anzusehen sind. 
Betrachten wir insbesondere im Hinblick auf (4) die Flache, die das 
degenerierte Ellipsoid (1) auf der Kugel (2) ausschneidet, so ist zu- 
nachst unmittelbar einzusehen, daB diese Flache nicht gréSer sein 
kann als diejenige, die zwei parallele Ebenen auf der Kugel aus- 
schneiden, deren Abstand gleich ist der Dicke y2 CE des scheiben- 
férmigen Ellipsoids. Also wird 


2 2 
sea Epa sch sh 
1. Paomragss eae 
Gema8B (3) und (4) folgt daraus 
h2 
~—— n?, ) 
ee 8 20" ey) 
h2 5. 
Wenn nun » von Null verschieden ist, folgt H => amo? dies ist 


aber von der GréSenordnung der Elektronenenergie, was physikalisch 
sinnlos ist. Der Fall n = 0 ist also der einzig mégliche. Dies 
bedeutet nun wegen F — 0 gerade, daB das Ellipsoid die Kugel be- 
riihrt. Wie oben dargelegt, gibt es zwei Lagen, die einer Beriihrung 
entsprechen, von denen aber nur die eine stabile den Quanten- 
bedingungen entspricht und einen stationaren Zustand darstellen kann. 
Der Gesamtimpuls liegt hier, wie erwahnt, in derselben Ebene wie 
die Richtung des Elektronenimpulses und die Verbindungslinie der 
Kerne und die Bewegung besteht einfach aus einer Prazession des 
ganzen Molekiils um die Impulsachse. Die Komponente des Gesamt- 
impulses senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne hat das gleiche 
Vorzeichen wie die entsprechende Komponente des Elektronenimpulses. 
Die Energie ist durch (3) und (8) bestimmt. Setzen wir noch 


igen Pe OOK 10) 
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so daB also @ die Elektronenimpulskomponente senkrecht zur Ver- 
bindungslinie der Kerne, 6 die entsprechende Komponente parallel 
dieser Richtung bestimmt, so wird 

ett Vm2 — 62 — 9). (11) 
Fiir @ = 0 geht diese Formel in den bekannten Ausdruck fiir die 
Energie des symmetrischen Kreisels, fiir 6 = 0 in den fiir diesen Fall 
von Kratzer benutzten Ausdruck iiber1). Offenbar muB m = 6 


i 


sein. Auch im Fall 6 = 0 ist ferner gema8 einer allgemeinen Regel | 


der singulire Wert m = 0 auszuschlieBen. Andererseits gibt es zu 
jedem von Null verschiedenen Wert von m, der > 6 ist, einen und 
nur einen physikalisch méglichen Rotationszustand. 

Im Gegensatz zum Fall des symmetrischen Kreisels ist fiir @ = 0 
die Lage des Impulsvektors im kérperfesten Koordinatensystem an 
eine bestimmte Ebene gebunden. Man kénnte deshalb meinen, daB. 
‘sich in diesem Fall die spezifische Wairme der Rotationsfreiheitsgrade 
des Molekiils bei nicht zu tiefen Temperaturen theoretisch nicht gleich 
kT, wie es durch die Erfahrung verlangt wird, sondern gleich $k7 
ergeben wiirde, da hier scheinbar nur ein Rotationsfreiheitsgrad vor- 
handen ist. Eine genauere Uberlegung zeigt jedoch, da8 dies nicht. 
zutrifft. Der Umstand, dai die erwahnte kérperfeste Ebene doch im 
Raum alle méglichen Lagen annehmen kann, bringt namlich mit sich, 
da8 in Wahrheit auch hier zwei Rotationsfreiheitsgrade vorhanden 
sind und die spezifische Warme der Rotation deshalb richtig gleich 
kT wird 2). 

Was die Bauart der Formel (11) betrifft, so bemerken wir, daB. 
in solchen Fallen, wo sie sich auf die Bandenspektren anwenden 1laBt,. 
m oft groB ist gegeniiber @ und 6, und es liegt deshalb nahe, die 
Quadratwurzel in m binomisch zu entwickeln. Fiir die Energie selbst. 
erhalt man dann ebenfalls eine Entwicklung nach fallenden Potenzen 
von m, deren Hauptglieder lauten: 


B= rag ime + + oe pl. (12) 


eee OnO : . . : 
Das Glied +s ist ein kleines Korrektionsglied und kann fiir viele 


1) A. Kratzer, Minch. Ber., l.c. 

*) Man kann dies rechnerisch im einzelnen verfolgen, wenn man den Fall 
der Anwesenheit eines auSeren elektrischen oder magnetischen Feldes betrachtet,. 
wo das mechanische System, das die Molekiile reprasentieren, nicht mehr entartet 
ist, also jedem Quantenzustand dieselbe Apriori-Wahrscheinlichkeit beizulegen 
ist, indem man die spezifische Warme durch eine Zustandssumme darstellt und. 
dann zur Grenze hoher (d. h. nicht allzu tiefer) Temperaturen iibergeht. 
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Anwendungen in erster Naherung beiseite gelassen werden. Sein 
Einflu8 ist im Ausdruck fiir die Frequenzen der Bandenlinien, die ja 
als Differenz zweier Energieterme (12) resultieren, oft noch kleiner 
als in den Energietermen selbst. Beschriinkt man sich auf die Haupt- 
glieder, so ergibt sich also das charakteristische Resultat, da8 im 
allgemeinen Fall nicht nur in der Darstellung der Frequenz 
der Bandenlinien, sondern auch in der der Terme neben den 
in m quadratischen auch in m lineare Glieder vorhanden sind. 
Zu diesem Ergebnis ist bereits Kratzer im Falle 6 = 0 gelangt?). 

§ 2. Anwendung auf ultrarote Banden, insbesondere die 
der Halogenwasserstoffe. Die ultraroten Banden miissen bekannt- 
lich solchen Strahlungsprozessen von Molekiilen zugeschrieben werden, 
bei denen nicht die Elektronenkonfiguration, sondern nur die Kern- 
schwingung und die Rotation der Molekiile beteiligt ist. Die einzigen 
zweiatomigen Gase, bei denen diese Banden mit so groBer Dispersion 
untersucht wurden, da sie vollstandig in diskrete Linien aufgelést 
werden konnten, sind die Halogenwasserstoffe. Sie bestehen hier aus 
zwei symmetrischen Folgen von annihernd Aquidistanten Linien, wie 
es nach der Theorie zu erwarten ist. In charakteristischer Weise 
fehlt jedoch die Linie in der Mitte der Bande, so da der Abstand 
der beiden innersten Linien ziemlich genau doppelt so groB ist wie 
der der anderen benachbarten Linien. Eine eingehende theoretische 
Untersuchung der ultraroten Banden und insbesondere ein Erklarungs- 
versuch fiir die zuletzt erwihnte Tatsache ist von Kratzer?) gegeben 
worden. Dieser legt seiner Theorie die Vorstellung zugrunde, daB 
die negativen Halogenionen kein resultierendes Impulsmoment der 
Elektronen besitzen, so daB fiir die Molekiile der Halogenwasserstoffe 
das bekannte ,,Hantelmodell“ benutzt werden kann. Zur Erklarung 
des Ausfallens der Nullinie mu8 zunichst angenommen werden, dab 
der rotationslose Zustand (m — 0) nicht in merklicher Hanfigkeit 
vorhanden ist. Diese Annahme ist auch im Kinklang mit der all- 
gemeinen Bohrschen Regel, daS Quantenzustinden, bei denen das 


1) Fir die GréBe m* = m—@ hat Kratzer (a. a.0.) den Terminus 
»Laufzahl“ verwendet. Diese Laufzahl spielt in der Theorie der Banden- 
spektren eine dhnliche Rolle wie die effektive Quantenzahl in der Theorie der 
- Serienspektren der Atome. Kratzer findet speziell sehr nahe halbzahlige Werte 
fiir diese Laufzahlen. Wie wir in § 3 sehen werden, ware dies jedoch ebenso 
als ein Zufall anzusehen, wie die halbzahligen Werte der effektiven Quanten- 
zahlen der S-Terme gewisser Atome. Im allgemeinen sind sowohl die Lauf- 
zahlen in den Bandenspektren wie die effektiven Quantenzahlen in den Serien- 


_. spektren der Atome als ganzlich unganzzahlig zu erwarten. 


2) A. Kratzer, ZS. f. Phys, 3, 289, 1920. 
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totale Impulsmoment verschwindet, das statistische Gewicht Null bei- 
zulegen ist. Weiter mu jedoch, um die Beobachtungstatsachen nach 
Kratzer erklairen zu kénnen, gefordert werden, daB zwar ein stationarer 
Zustand mit m = 0, wo die Kerne nicht schwingen, ausgeschlossen 
ist, daB aber ein Zustand mit m = 0, in dem sie schwingen, wohl vor- 
kommen kann, eine Annahme, die wohl ziemlich unbefriedigend ist). 

Die Frage trat jedoch durch die neue Bohrsche Theorie des 
periodischen Systems in ein neues Stadium, da nach dieser Theorie 
zu erwarten ist, daB die Atome der Edelgase und also auch die ihnen 
abnlich gebauten negativen Halogenionen ein resultierendes Elektronen- 


Die einfachste Annahme ware dann 


impulsmoment 1 - 


die, daS auch in den Molekiilen der Halogenwasserstoffe das gleiche 
Elektronenimpulsmoment vorhanden ist, und zwar parallel der Ver- 
bindungslinie der Kerne. Es ist jedoch auf Grund der bekannten 
Formel fiir die Energie des symmetrischen Kreisels leicht zu sehen, 
daB dann der Abstand der beiden innersten Linien des ultraroten 
Spektrums dreimal so groB ware wie der Abstand der anderen auf- 
einanderfolgenden Linien, statt zweimal so grof, wie es die Beob- 
achtungen ergeben. Wie wir im folgenden zeigen werden, ver- 
schwindet jedoch die Schwierigkeit, wenn man den allgemeinen Fall 
in Betracht zieht, wo das Elektronenimpulsmoment einen beliebigen 
Winkel mit der Achse bildet, wie es im vorangehenden dargelegt wurde. 

Wir wollen zunachst uutersuchen, za welchen Folgerungen die 
allgemeine Formel (11) speziell fiir die ultraroten Banden fiihrt, wo 
wir es mit Ubergingen zu tun haben, bei denen die Quantenzahl 
sich um 1 Andert, wahrend das Trigheitsmoment A im Anfangs- und 
im Endzustand merklich dasselbe ist. Vorerst mége die entwickelte 
Form (12) der Formel benutzt werden, da der hierbei gemachte Fehler 
hier nur von der Ordnung 1/m? ist und auch bei kleinem m nur einen 
geringen Betrag hat. Wir erhalten dann fiir die Frequenz v der 
Absorptionslinien beim Sprung m—> m+ 1 der Quantenzahl m, wenn 
wir die Frequenz der Kernschwingung mit 1) bezeichnen: 


v=mtera (im +1—e— m—o| 


h 
Fc allal tag cosy: omeann se) 


1) Die Formulierung des Textes weicht von der urspriinglichen Kratzer- 


| (13a) | 


schen ab. Die letztere ist namlich nicht in Einklang zu bringen mit der | 


Forderung der Méglichkeit eines Strahlungsgleichgewichtes, auch wenn keine 
ZusammenstéBe der Molekiile stattfinden. 


Zur Theorie der Bandenspektren. 359 
und analog beim Ubergang m+{1 —> m 


h 
P: Manat ategeg Wt Ea) (13b) 
Die Zahl m mu8 dabei alle positiven ganzen Zahlen =6 durch- 


laufen. Wie man sieht, ist der Abstand der Aquidistanten 


h 
42°A 
Linien, wahrend der Abstand der innersten Linien durch os A 

1 
2(m —@-+ 3) gegeben ist, worin m, die kleinste ganze Zahl >6 
bedeutet. Man sieht, da8 fiir g@ = 0, 6 == 1 (Elektronenimpuls 
parallel der Verbindungslinie der Kerne) dieser Abstand dreimal so 
gro8 wird wie der Linienabstand, wie oben behauptet. Fir 9 = 1, 
6 = 0 (Elektronenimpuls senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne) 
wird andererseits, da hier m), — 1, der Abstand der innersten Linien 
gleich dem allgemeinen Linienabstand imave hatten hier Jauter 4qui- 
distante Linien. Damit der Abstand der innersten Linien doppelt so gro8 
wird wie der allgemeine Linienabstand, mu8 2 (m,— @ + 4) = 2, also 

mMo—- 9 = 3 (14) 
sein. 

Dies ist die allgemeine Auskunft, die wir tiber die Molekiile der 
Halogenwasserstoffe aus ihren ultraroten Spektren bekommen kénnen. 
Zur Bestimmung der beiden Unbekannteu @ und 6 ist dies offenbar 
eine Gleichung zu wenig. 

Wir miissen also noch eine weitere Voraussetzung tiber das 
Elektronenimpulsmoment im Molekiil machen. Man wird zwar im 
allgemeinen Fall beliebiger zweiatomiger Molekiile nicht ohne weiteres 
erwarten diirfen, da8 das Impulsmoment der Elektronen gequantelt 

hs ea 2 
und gleich einem Multiplum von aq Soin wird. Wir machen aber 
zgunachst die Annahme, da8 das totale Elektronenimpulsmoment in 
den Halogenwasserstoffmolekiilen dasselbe ist wie das der freien 


h : , 
negativen Halogenionen, namlich l-ae Bezeichnet « den Winkel 


dieses Elektronenimpulsmomentes mit der Verbindungslinie der Kerne, 


so wird dann 
o = sina, 6 — cosh%, m = 12 


also nach (14) o= sina =} % = 30° 


Wenn die eben angegebene Voraussetzung zutrifft, zeigt also das 
ultrarote Spektrum der Halogenwasserstoffe, daB das Elektronen- 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XIII. 95 


<z 
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impulsmoment hier einen Winkel von etwa 30° mit der Verbindungs- 
linie der Kerne bildet. Wenn man unter diesen Annahmen (9 = 3}, 
02+ 62 = 1) das Spektrum nach der strengen Formel (11) statt nach 
der N&herungsformel (12) berechnet, so bekommt man eine etwas 
abweichende Formel fiir die Abstinde der Linien. Der Unterschied ist 
jedoch nicht groB und man schlieBt immerhin aus den Beobachtungen, 
daB der fragliche Winkel nicht viel von 30° verschieden sein wird. 

Ein sehr schwieriger Punkt sind nun aber die Uberginge, bei 
denen die Quantenzahl m unverindert bleibt, und die gem&8 (11) 
zur Absorption der Frequenz v) der Kernschwingung AnlaB geben 
wiirden. Immer, wenn die Kerne sich nicht in der invariablen Ebene 
bewegen, d. h. wenn 6 von Null verschieden ist, sollte man namlich 
zunichst erwarten, da die diesen Ubergiinger korrespondierende 
Schwingung eine endliche Amplitude haben wird. Bei wachsendem 
m wird diese Amplitude allerdings schnell nach Null herabsinken, da 
der Winkel, den die Verbindungslinie der Kerne mit der Impuls- 
achse bildet, mit wachsendem m nach 90° konvergieren muh. Die 
Beobachtungen zeigen jedoch, da8 z. B. auch die Intensitat des Uber- 
ganges 1>1, verglichen mit der des Uberganges 1 > 2, praktisch 
verschwindend ist. Hine genauere theoretische Abschaitzung der 
Intensitat der Linie v) ist erst méglich, wenn man Naheres iiber die 
Kernschwingungen wei, und besonders iiber die Weise, in der die 
Schwingung des resultierenden elektrischen Momentes des Molekiils 
erfolet; hierzu ist aber eine genauere Kenntnis des Modelles der 
Molekiile der Halogenwasserstoffe nétig, als wir sie heute besitzen. 
DaB die fraglichen Schwingungskomponenten in allen Rotations- 
zustanden abwesend sein sollten, ist aber kaum denkbar. 

Die erwahnte Schwierigkeit tritt jedoch nicht auf, wenn wir 
zweitens die Annahme 6 = 0 zugrunde legen, d. h. daS das Elektronen- 
impulsmoment senkrecht auf der Verbindungslinie der Kerne steht 
und abweichend von dem Elektronenimpuls in freien Halogenionen un- 
gefahr gleich i ist. Wegen der Quantenbedingungen wiirde dies 
bedeuten, da kein rotationsloser stationarer Zustand des Molekiils 
existiert. Bei den Rotationen schwingen hier die Kerne in der in- 
variablen Ebene der Molekiile, und die Schwingungskomponenten im 
resultierenden elektrischen Moment, die zu Ubergingen Anla8 geben, béi 
denen m unveriandert bleibt, kénnen in allen Rotationszustinden fort- 
fallen. Wir méchten deshalb dieser zweiten Annahme den Vorzug geben. 

Es ware von gré8tem Interesse, auch die ultraroten Spektren der 
anderen zweiatomigen Gase auf ihre. Feinstruktur und die in der 


a es, ele eS em re | 
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Bandenmitte fehlenden Linien mit groBer Dispersion experimentell zu 
untersuchen. Denn man diirfte erwarten, daB der Wert von 0 bei 
den verschiedenen Gasen verschieden sein und demnach auch die 
Liicke in der Mitte dieser Spektren eine verschiedene GréBe haben wird. 
Wir wollen hier noch kurz auf das theoretisch zu erwartende 
Verhalten der betrachteten Molekiile in einem fuBeren elektrischen 
Feld eingehen. Fiir den Fall, daS das Elektronenimpulsmoment ver- 
schwindet, ist eine eingehende Theorie des Starkeffektes der ultra- 
roten Spektren von Hettner!) entwickelt worden. Es ergibt sich, 
da8 in diesem Fall nur die Linien, die aus der Kombination des 
Termes m = 0 resultieren, einen Starkeffekt erster Ordnung auf- 
weisen sollten. Im allgemeinen, wenn der gesamte Elektronenimpuls 
nicht senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne steht, zeigt es sich 
jedoch, daB dies auch fiir die anderen Linien noch. der Fall sein miiBte. 
Betrachten wir naimlich diejenigen Terme, bei denen die Periode der 
WaArmerotation gro8 ist gegeniiber der der Feldstirke proportionalen 
Periode der Prazession der Impulsachse um die Feldrichtung — und 
dies wird unter normalen Verhaltnissen schon zutreffen, wenn m 
gleich oder gréBer ist als die auf Yo2?-+ 6? folgende ganze Zahl —, 
so ist die Aufspaltung des Termes einfach gleich dem Produkt aus 
dem elektrischen Moment M des Molekiils, der Feldstirke F und dem 
zeitlichen Mittelwert des Kosinus des Winkels zwischen der Richtung 
des elektrischen Moments und der Feldrichtung. Bedeutet w die 
fiquatoriale Quantenzahl, die die Komponente des totalen Impuls- 
momentes in der Feldrichtung bestimmt, und machen wir noch der 
Einfachheit halber die Annahme, daf die Richtung des elektrischen 
Moments mit derjenigen der Verbindungslinie der Kerne zusammen- 
fallt, so ergibt sich, wie eine einfache Rechnung zeigt, 


0 
A= — MEE... (15) _ 
cates 


Man sieht jedenfalls, daB das Nichtvorhandensein eines Starkeffektes 
erster Ordnung bei Linien mit gréBerem m ein unmittelbarer Beweis 
dafiir wire, daB 6 verschwindet. 

Hier mu8 auch die Frage der Dielektrizititskonstante von zWei- 
atomigen Dipolgasen erwahnt werden, deren quantentheoretische™ 
Behandlung der eine von uns in dem Fall eines verschwindenden 
Elektronenimpulses gegeben hat?). Auch bei dem hier zugrunde 


gelegten HCl-Molekiil, welches einen Elektronenimpuls_besitzt, ist - 


1) G. Hettner, ZS. f. Phys. 2, 349, 1920. 
2) W. Pauli jr., ZS. f. Phys. 6, 319, 1921, 
25* 
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aus den gleichen Griinden wie den in der zitierten Note angefiihrten 
eine Abweichung des Zahlenfaktors in dem Ausdruck fiir die Tem- 
peraturabhingigkeit der Dielektrizitatskonstante von dem Wert 1/s, 
der in der von Debye herriihrenden Formel der klassischen Theorie 
auftritt, in der Richtung gréferer Werte za erwarten. Der Wert 
dieses Faktors wird jedoch bei dem hier zugrunde gelegten Modell 
ein anderer werden, als der in der erwahnten Note angegebene. 
Eine genauere Berechnung des Faktors auf Grund des neuen Modells 
haben wir noch nicht durehgefihrt, unter anderem weil die Theorie sich 
nicht ohne weiteres experimentell priifen laBt. Hierzu ist namlich erforder- 
lich, daB man das elektrische Moment des Molekiils unabhangig von 
der Messung der Temperaturabhingigkeit der Dielektrizitatskonstante 
noch auf einem anderen Wege finden oder abschitzen kann. Dies 
schien zundchst durch einen Vergleich der Dipollange mit dem aus 
dem ultraroten Spektrum entnommenen Kernabstand méglich. Neuere 
Versuche von Falkenhagen’) und von QO. E. Frivold und Odd 
Hassel?) haben jedoch mit Sicherheit ergeben, daB die Dipollange 
schon, wenn sie nach der klassischen Formel aus der Temperatur- 
abhangigkeit der Dielektrizitatskonstante berechnet wird, betrachtlich 
kleiner ist, als der Kernabstand. Man kann daraus den wichtigen 
SchluB ziehen, daB in den Molekiilen der Halogenwasserstoffe die 
Elektronenbahnen der Achterschale des Chlorions infolge der An- 
wesenheit des H-Kerns eine sehr bedeutende Deformation erfahren. 
Ks wird hierdurch auch verstindlich, daB wie oben angenommen wurde, 
das resultierende Impulsmoment der Elektronen in diesen Molekiilen von 
dem in den freien Halogenionen vorhandenen wesentlich abweicht. 

§ 3. Anwendung auf im sichtbaren Spektralgebiet 
liegende Banden, insbesondere auf Runges Sauerstoff- 
banden. Wir wollen nun dazu iibergehen, die Anwendung des 
allgemeinen Ergebnisses des § 1 auf im sichtbaren Spektralgebiet 
liegende Banden zu besprechen, bei denen die Elektronenkonfiguration 
-im Anfangs- und Endzustand verschieden ist, wo aber das ganze 
Molekiil noch immer als starr behandelt werden kann. Wenn wir 
die Bandenlinien aus (11) berechnen, miissen wir hier also beriick- 
sichtigen, da Tragheitsmomente und Elektronenimpulsmomente im 
Anfangs- und Endzustand verschieden sein werden. Bezeichnen wir 
die auf den Anfangszustand sich beziehenden GréfSen mit einem, 


1) H. Falkenhagen, Phys. ZS. 28, 87, 1922. 

2) O. E. Frivold und Odd Hassel, Phys. ZS. im Druck befindlich. Wir 
méchten auch an dieser Stelle Herrn Frivold unseren Dank dafir aussprechen, 
daB er uns in diese Abhandlung freundlichst Einsichtnahme gestattete. 
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die auf den Endzustand sich beziehenden mit zwei Strichen und be- 
nutzen wir die Naherungsformel (12) an Stelle von (11), so kommt 
der Reihe nach fiir die Frequenzen vp, vg, vp des positiven, negativen 
und Nullzweiges, die den Ubergiingen m+ 1l>m,m>m+ lm>m 
entsprechen: 


h {((m+1—o m — o'’)2 2 gia 
ee a at| Al oom ir (F a) ae) 
2 Cee Se eee 
ag PL A! naake o Al’ e) ~(5 Set (16b) 
ad imi OP erien (tice Ox) sh C8 te 0" 
VR = Vp as 8 72 a Al aes A" Or mah . (16 c) 


Was die Lage des Nullzweiges betrifft, so gilt auch hier die einfache 
Kombinationsrelation 
vp (m) — vr(m + 1) = vp (m) — vQ(m), 
die von jeder speziellen Theorie unabhangig ist. Weiter sieht man, 
daB der positive und negative Zweig hier im allgemeinen durch 
quadratische Formen mit verschiedenen Koeffizienten des linearen 
und des konstanten Gliedes dargestellt werden; die beiden Zweige 
setzen einander nicht fort. Auf diese Folgerung hat bereits Kratzer?) 
hingewiesen. In den Fallen, wo derartiges tatsichlich beobachtet ist, 
handelt es sich jedoch um Banden, die nicht aus Hinfachlinien be- 
stehen, deren Linien vielmehr eine Feinstruktur besitzen. Wie im 
folgenden Paragraphen ausgefiihrt wird, fallt dies nicht notwendig 
unter die Voraussetzungen betreffend die Molekiilmodelle, die unseren 
Betrachtungen in diesem Paragraphen zugrunde gelegt sind. Wir 
wollen jetzt nicht naher auf diesen allgemeinen Fall eingehen, sondern 
wollen den Spezialfall naher betrachten, wo der Wert von 9 im 
Anfangszustand und im Endzustand derselbe ist: 
oe = 0" = 0. 

Diese Annahme ist zunachst sehr willkiirlich; sie l4Bt sich aber mit 
verschiedenen Erfahrungstatsachen in Ubereinstimmung bringen. Aus 
(16a) und (16b) entnimmt man nun folgendes: Stellt man den 
positiven Zweig dar durch 

Vp = t+em+t cym?, (17a) 


so laBt sich hier der negative Zweig durch dieselbe quadratische 


- Form darstellen, wenn man m ersetzt durch —m—1 + 2@: 


VQ = Co + Cy m aa Co m2 (17b) 
m= —m—1 + 29. (18) 
1) A. Kratzer, Minch. Ber., l. c. 


mit 
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In der Tat geht fiir 9’ = @” = @ durch diese Substitution (16b) in 
(16a) iiber. Nur wenn @ = !/, oder gleich einem Multiplum von ?/» 
ist (wie es gemiS dem vorigen Paragraphen bei den ultraroten 
Banden der Halogenwasserstoffe der Fall ist), werden sowohl m wie m 
ganze Zahlen durchlaufen. Mit einem solchen Fall haben wir es nach 
Kratzer bei den sogenannten Cyanbanden zu tun1), wo nach Heur- 
linger (17a) mit ganzzahligen Werten sowohl auf die positiven wie 
auf die negativen Zweige anwendbar ist. Im allgemeinen wird dies 
jedoch nicht mebr zutreffen. 

In den neuerdings von Runge?) publizierten Sauerstoffbanden 
scheinen wir einem mehr allgemeinen Fall zu begegnen. Wie Runge 
gezeigt hat, lassen sich hier zwar die Frequenzen der Linien des 
positiven und des negativen Zweiges durch dieselbe quadratische 
Form darstellen; aber wenn beim positiven Zweig m die ganzen 
Zahlen durchlauft, unterscheidet sich beim negativen Zweig die Reihe 
der m-Werte von der Reihe der negativen ganzen Zahlen um einen 
konstanten Betrag, der nahe gleich 1/, ist. Aus (18) sieht man, 
daB hier @ nahe gleich 1/, zu setzen ware. (Bei einer Anderung der 
Liniennumerierung wiirde sich @ um ein Multiplum von 1/, andern.) 
Man schlieSt hieraus, daB der spezielle Wert 1/., den @ bei einigen 
Banden annimmt, nur von nebensichlicher Bedeutung ist. Auch bei 
Runges Banden scheint der Nullzweig zu fehlen, woriiber Ahnliches 
zu sagen ist, wie in § 2 bei den ultraroten Banden der Halogen- 
wasserstoffe. 

§ 4. SchluBbetrachtungen tiber Fragen der Komplex- 
strukturund desZeemaneffektesderBandenspektren. Nachdem 
Ergebnis des § 1 gehért bei einer bestimmten Elektronenkonfiguration, 
solange wir uns auf zweiatomige Molekiile beschrinken, zu jedem 
Wert von m ein ganz bestimmter Wert der Rotationsenergie. Die 
in vielen Fallen vorhandene Komplexstruktur der Bandenspektren ist 
daher nur so zu deuten, da8 es sich hier um verschiedene Elektronen- 
konfigurationen mit nahe benachbarten Energiewerten handelt’). Die 
Linienabsténde scheinen jedoch nicht immer eine so einfache Ab- 
hingigkeit von m aufzuweisen, als es nach den hier zugrunde ge- 
legten Molekiilmodellen zu erwarten ware. Wir mochten daraus 


1) Der dort gegebenen Deutung des Dubletts: dieser Banden kénnen wir 
uns jedoch nicht anschlieBen, da bei ihr diejenigen Rotationszustinde heran- 
gezogen werden, die sich gem&B8 § 1 als instabil erwiesen haben. 

2) O. Runge, Physica, 1. ¢. 

8) Diese Auffassung steht im Gegensatz zu einer von Kratzer vertretenen 
Ansicht (Minch. Habilitationsschr., 1. ¢.), wonach die Komplexstruktur der 
Bandenlinien auf verschiedenen Rotationsméglichkeiten beruhen sollte. 
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schlieBen, da8 in solchen Fallen die Elektronenbahnen durch die 
Rotation der Molekiile direkt beeinfluSt werden, insbesondere da 
die Richtung des Elektronenimpulsmoments nicht mehr mit dem 
Molekiil starr mitrotiert, wie wir bisher vorausgesetzt haben. 

Wir wollen noch etwas genauer die Giiltigkeitsgrenzen dieser 
Voraussetzung diskutieren. Im Gegensatz zu den ultraroten Banden 
handelt es sich bei den meisten Banden im sichtbaren Spektralgebiet 
um stark angeregte Molekiile, die wir aus einem Molekiilion und aus 
einem ,,Leuchtelektron“, das sich um dasselbe herumbewegt, bestehend 
denken kénnen. Von dem Molekiilion wird man jedenfalls annehmen 
kénnen, da8 es wie ein starrer Kérper rotieren wird, so wie es in § 1 
beschrieben ist. Das Verhalten des Leuchtelektrons wahrend der 
Rotation des Molekiilions wird dagegen wesentlich abhingen von der 
Art der Koppelungskrafte zwischen ihm und dem Molekiilion?). Wir 
méchten es nun fiir sehr wahrscheinlich halten, da8 die Quanten- 
zustande der Elektronenkonfiguration hier durch drei Quantenzahlen 
nm, k und j beschrieben werden kénnen, die eine Ahnlichkeit aufweisen 
mit den entsprechenden Quantenzahlen bei den Serienspektren der 
Elemente’). Die Zahl n entspricht der Hauptquantenzahl in diesen 
Spektren, wahrend & und j der Abweichung der Bahn von einer rein 
periodischen Rechnung tragen; k bezieht sich dabei auf die 
periodische Anderung in der Gestalt der Bahn und ihrer Lage 
relativ zur Achse des ganzen Molekiils, wahrend j der Prazession zu- 
geordnet ist, die die Bahnebene des Elektrons im Mittel um diese 
Achse ausfiihrt und die Bedeutung hat, daB das totale Impulsmoment 


des Systems gleich j & ist. Ware das Feld rein zentralsymmetrisch, 


so wiirde natiirlich das Leuchtelektron durch die Rotation des Molekiil- 
ions tiberhaupt nicht beeinflu&t werden, und es wiirden gar keine Uber- 
gange stattfinden, bei denen sich gleichzeitig die Elektronenquanten- 
zahlen und die Rotationsquantenzahl m indern, denen ja die Banden 
des sichtbaren Gebietes Entstehung verdanken. Als MaB fiir die Starke 
der Kopplungskrafte kénnen wir nun die Frequenz @; der mittleren 


1) Hine solche Vorstellung ist von Burgers in seiner Dissertation entwickelt 
worden. In dem von ihm durchgerechneten Fall, daS die Koppelungskrafte groh 
sind, kann sie jedoch gegeniiber der iiblichen Auffas-ung, bei der das ganze 
Molekiil als starrer Koérper betrachtet wird, nichts Neues bringen. . 

2) Hine solche Annahme bietet zugleich die Méglichkeit eines prinzipiellen 
Verstiindnisses der von verschiedenen Verfassern gefundenen Andeutungen dafir, 
daB die Rydbergkonstante in den Bandenspektren eine analoge Rolle spielen 
dirfte, wie in den Atomspektren (vgl. A. Fowler, Proc. Roy. Soc. 91, 208, 1915; 
siehe auch I. W. Nicholson, ebenda S. 482). 
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Prazession der Bahnebene des Leuchtelektrons um die Achse des ge- 
samten Elektronenimpulses ansehen. Wenn diese Frequenz ; grof 
ist gegeniiber der Frequenz @, der Rotation des Molekiilions, wird 
die Bahnebene des Leuchtelektrons dem Molekiilion wahrend seiner 
Rotation folgen, und das ganze Molekiil wird sich wie ein starrer 
Kérper verhalten, so wie es in dieser Arbeit vorausgesetzt wurde. 
Die Bedingung fiir die Richtigkeit dieser Voraussetzung ist also 


3 > Om, (19) 


Bei wachsendem m wird es jedoch zu einem Konflikt zwischen 
den Perioden @,, und @; kommen, indem die Bahnebene des Leucht- 
elektrons dem rotierenden Molekiilion nicht mehr wird folgen kénnen. 
Und im anderen Grenzfall @, SS @; wird die Bahnebene des Leucht- 
elektrons um die Achse des gesamten Drehimpulses des Molekiils eine 
einfache Prazession vollfiihren, ungeachtet der Rotation des Molekiil- 
ions; von einer Konstanz des Winkels der Richtung des Elektronen- 
impulsmomentes des ganzen Molekiils mit der Verbindungslinie der 
Kerne ist hier keine Rede mehr. 


Dieses letztere Ergebnis wird durch Betrachtungen iiber den 
Zeemaneffekt der Bandenspektren gestiitzt. Unter der Voraussetzung 
des § 1, daB das ganze Molekiil sich wie ein starrer Korper verhalt, 
bietet die Berechnung des theoretisch zu erwartenden Zeemanefftektes 
keine Schwierigkeiten und kann analog wie die Berechnung des Stark- 
effektes der ultraroten Banden [siehe Gl. (15)| durchgefiihrt werden. 
Analog wie dort beschranken wir uns auf den Fall, daB die Frequenz 
@m groB ist gegeniiber der Larmorfrequenz, was bei normalen Feld- 
starken schon zutrifft, wenn m gréBer oder gleich ist wie die auf 
Vo? + 62 folgende ganze Zahl. Wir haben ferner etwas allgemeinere 
Voraussetzungen zugrunde gelegt, als die klassische Elektronentheorie 
des Magnetismus fordern wiirde, da wir ja von der Anomalie der 
Zeemaneffekte der Serienspektren wissen, daB die Lorentzsche Kraft 
zur Berechnung dieser Zeemaneffekte nicht mehr ausreicht. Wir nehmen 
nur an, da8 das Molekiil ein magnetisches Moment UV besitzt, dessen 
Betrag unabhingig ist von der Gréfe der Rotation des Molekiils und 
dessen Richtung kérperfest in der durch die Verbindungslinie der 
Kerne und die Richtung des Elektronenimpulses gelegten Ebene bleibt. 
(Nach der klassischen Elektronentheorie des Magnetismus wiirde die 


Richtung des magnetischen Momentes mit der des Elektronenimpulses — 


zusammenfallen.) Bezeichnet man mit H die Intensitit des AuBeren 
Magnetfeldes, mit 6 den Winkel zwischen magnetischem Moment 


und der Verbindungslinie der Kerne und endlich mit u wieder die 


a 
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aquatoriale Quantenzahl, so ergibt sich die Anderung 4H der Energie 
des Molekiils im Felde zu 


— 63 

4E=—uuH* (sing Yue — 8 — ©" + cos 6 © °). (20) 
Berechnet man daraus die Zeemanaufspaltungen der Linien, die 
Anderungen der Quantenzahlen m und wu um +1 oder 0 entsprechen, 
so sieht man, da sie fiir groBe Werte von m, verglichen mit der 
normalen Aufspaltung, klein werden von der Ordnung 1/m. In Wirk- 


lichkeit gibt es jedoch viele Falle, wo auch fiir sehr groBe Werte von 


m (z. B. m = 18) die Zeemanaufspaltung sogar noch etwas gréBer 
ist als die normale?), Da man sich schwerlich dazu entschlieSen wird, 
ein Anwachsen von M mit m anzunehmen, méchten wir daraus un- 
mittelbar den Schlu8 ziehen, daB in diesen Fallen die Bahnebene des 
Leuchtelektrons mit dem Molekiilion nicht mehr starr mitrotiert. 
Wir wollen uns hier, was diese feineren Fragen der Theorie der 
Bandenspektren betrifft, auf diese Andeutungen beschranken. ‘Zweck 
der vorliegenden Abhandlung war nur, die Anwendung der Mechanik 
rotierender zweiatomiger Molekiile mit beliebig gerichtetem Elektronen- 
impuls auf die Theorie der Bandenspektren so weit zu verfolgen, als 
sie von spezielleren Annahmen iiber die Molekiilmodelle unabhingig ist. 


Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik. 


1) A. Fortrat, C. R. 157, 991, 1913. 
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Uber die Zerstreuung der #-Strahlen. 
Von W. Bothe in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt. ) 


Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 10. Januar 1923.) 


Eine Reihe von Experimentaluntersuchungen tiber die Zerstreuung 
der B-Strahlen beim Durchgang durch die Materie liegt nunmehr vor !). 
Indessen zeigt keine derselben klar, ob die erhaltenen Resultate mit 
den heutigen Anschauungen iiber die Konstitution des Atoms und 
die Bewegungsgleichungen des Elektrons vereinbar sind; ja es ist 
nicht einmal ohne weiteres zu erkennen, wieweit die unter ver- 
schiedenen Bedingungen gewonnenen Resultate sich gegenseitig stiitzen 
oder widersprechen. Der Grund hierfiir ist folgender: Seit Ruther- 
ford?) seine Theorie der Zerstreuung der a@-Strahlen aufgestellt hat, 
ist es tiblich, zwischen ,,Einzelstreuung“ und ,,Vielfachstreuung* zu 
unterscheiden. Bei der Einzelstreuung wird die gesamte Ablenkung 
des Strahlenteilchens im wesentlichen durch ein einzelnes Atom 
bewirkt, wahrend die von den anderen Atomen herriihrende Wirkung 
insgesamt klein gegen diese eine Einzelablenkung ist. Bei der Viel- 
fachstreuung dagegen setzt sich die resultierende Ablenkung aus einer 
sehr gro8en Zahl von LEinzelablenkungen derselben Gré8Sen- 
ordnung zusammen. Fiir die Theorie ist der Fall der Einzelstreuung 
der einfachste (Rutherford, a.a.O.); aber auch die Vielfachstreuung 
148t sich bis in viele Einzelheiten quantitativ theoretisch verfolgen 3), 
wenn auch schon weit weniger leicht. Nun ist aber klar, daB diese 
beiden Falle nur Grenzfille darstellen, zwischen welchen ein weites 
Ubergangsgebiet liegt, welches wir als das der ,,Mehrfachstreuung“ 
bezeichnen wollen. Im Falle der Mehrfachstreuung ist also die Zahl 
der Einzelablenkungen gleicher GréSenordnung, durch welche die 
Gesamtablenkung im wesentlichen bestimmt ist, einerseits nicht 
gleich 1, andererseits aber auch nicht groB genug, damit die ein- 
fachen, auf statistischem Wege zu gewinnenden Gesetze der Vielfach- 
streuung in Kraft treten kénnen. Dieses Ubergangsgebiet ist nun 


1) J. A. Crowther, Proc. Roy. Soe. (A) 84, 226, 1910 (zit. als C). H. Geiger 
u. W. Bothe, ZS. f. Phys. 6, 204, 1921 (zit. als GB). J. A.Crowther u. 
Schonland, Proc. Roy. Soc. (A) 100, 526, 1922 (zit. als CS). B.F.J. Schon- 
land, ebenda 101, 299, 1922 (zit. als S). 

2) E. Rutherford, Phil. Mag. 21, 669, 1911. 


3) W. Bothe, ZS. f. Phys. 4, 300, 1921 (zit. als B, dort weitere 
Literatur); 5, 63, 1921. 
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naturgemaf der mathematischen Behandlung nur schwer zugang lich; 
es ist auch nur von geringem Interesse, wo beide Grenzfille sich 
weitgehend realisieren lassen, wie z.B. bei den o-Strahlen 1), Bei den 
B-Strahlen liegen indessen aus verschiedenen Griinden die Verhiiltnisse 
so, da die experimentellen Bedingungen fir einigermafen reine, 
meBbare Einzelstreuung fuferst schwer zu realisieren sind. Tat- 
sachlich beziehen sich sowohl die letzten Messungen von Crowther 
als auch unsere fast ausschlieBlich auf das Ubergangsgebiet der Mehr- 
fachstreuung (obwohl Crowther seine Messungen stets im Sinne der 
Kinfachstreuung deutet). Ziel der folgenden Ausfiihrungen soll es 
nun sein, den Zusammenhang zwischen diesen Arbeiten herzustellen 
und ihre gemeinsame theoretische Ausdeutung zu versuchen. Es wird 
sich namlich bei richtiger Deutung der Ergebnisse zeigen, daB im 
allgemeinen Einklang mit der Theorie besteht, da8 aber gewisse Ab- 
weichungen von den theoretischen Verhiltnissen sich iibereinstimmend 
ergeben. 

1. Abhangigkeit von der Schichtdicke. Crowther miBt 
die Zerstreuung in der Weise, daf er zu einem vorgegebenen Winkel 
® (im folgenden als ,Halbierungswinkel“ bezeichnet) die Schicht- 
dicke ¢ bestimmt, bei welcher die Halfte der Gesamtintensitat iiber 
einen Winkel >@ gestreut wird. Wir wollen ® in Funktion von ¢ 
berechnen, einmal fiir den Fall der Einzelstreuung, dann fiir Vielfach- 
streuung. Was das zugrundezulegende Atommodell betrifft, so 
entspricht es nach der neueren Auffassung Bohrs von der Anordnung 
der Elektronenbahnen den wirklichen Verhaltnissen am besten, wenn 
wir die Elektronenhiille als kontinuierlich betrachten. Diese Art der 
Idealisierung hat sich zudem in der Zerstreuungstheorie fiir «-Strahlen 
gut bewahrt (B), weshalb wir auch von den Ergebnissen dieser Theorie 
Gebrauch machen werden. Die Ablenkung, welche ein #-Teilchen 
beim Durchgang durch ein Atom in der Entfernung @ vom Kern 
erfahrt, ist [B Gleichung (5)]: 


aZ orn”. 2e3 
Se ps) 88 mag (1) 
Ordnungszahl. 
Atomradius. 


bewegte Masse ; des #-Teilchens. 
Geschwindigkeit 


SY So es 


= Ladung 


1) H. Geiger, Proc. Roy. Soc. (A) 88, 492, 1910; H. Geiger u. E. Marsden, 
Wien. Ber. 121 [2a], 604, 1912. 
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Diese Gleichung beriicksichtigt in einfacher und ausreichender Weise 
die abschirmende Wirkung der Elektronen, deren Entfernung vom 
Kern <g ist. Jedes B-Teilchen, welches ein Atom in kleinerem Kern- 
abstande als @ durchdringt, wird um mehr als den Winkel @ ab- 
gelenkt. Demnach liefert (1) den Halbierungswinkel @ = ®, wenn 
man fiir @ denjenigen Wert einsetzt, welcher der Treffwahrscheinlich- 
keit 1/, entspricht, d. h. 


az Nott = ‘ (N = Zahl der Atome in cm%). 


Bei den praktisch zuginglichen Schichtdicken ¢ wird dieser Wert @ 
so klein, daB o/R gegen 1 vernachlassigt werden kann, so da 
schlieBlich 

® — aZy2uMt. (2) 


Die Gleichung stellt eine Parabel dar, welche fiir die von Crowther 
benutzten 6-Strahlen in den Kurven a der Figur fiir Gold, Silber 
und Aluminium dargestellt ist. 

Die Vielfachstreuung, welche bei groBen Schichtdicken eintritt, 
folgt dem (zweidimensional-symmetrischen) GauSschen Fehlergesetz, 
fiir dessen Konstante (,,wahrscheinlichste Ablenkung“) sich ein Wert 4 
ergibt, gemaB 

te eat 

jie a Nta8 Z9(In —35) (3) 
[B Gleichung (10), 8.308]. Darin ist 0, eine mit hinreichender An- 
naherung konstant = 5.10—4cm anzunehmende Strecke. Den Atom- 
radius R kann man, da er als Im eingeht, ebenfalls konstant = 1,5 
. 10-8 cm ansetzen, so dah fiir die Klammer einfach ein Zahlenwert 4,8 
. einzusetzen ist. Ferner hangt ® mit 4 durch © = 2 Y2in2 zusammen. 
So wird schlieBlich fiir Vielfachstreuung der Halbierungswinkel 


® — 2,6aZYx Mt. (4) 


Die Gleichung stellt ebenfalls eine Parabel dar, aber mit einem 
andern Parameter (Kurven b in der Figur). 

In die Figur sind nun die MeSpunkte nach CS und § ein- 
getragen, und es zeigt sich, daB diese zum Teil auf den Parabeln a, 
zum Teil auf den Parabeln b, zum Teil zwischen den beiden Parabeln 
liegen. Dabei vollzieht sich der Ubergang von der oberen zur unteren 
Parabel fiir jedes Metall ganz stetig mit abnehmender Schichtdicke, 
und zwar fiir alle Metalle von der gleichen Schichtdicke von etwa 
1,5 abwirts. Bei Al ist allerdings diese Grenze nach unten tiber- 
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haupt nicht erreicht. Nimmt man nach (2) und (4) das theoretische 
Verhiltnis der ®//t fiir Vielfach- und Einzelstrenung, so erhalt man 
1,8. Fir zwei beliebige Schichtdicken mu also dies Verhialtnis 
zwischen den Grenzen 1 und 1,8 liegen. Vergleicht man nun darauf- 
hin die Resultate von C (bei groBen Schichtdicken) mit denen von 
CS (bei kleineren Schichtdicken), so findet man diese Folgerung voll- 
kommen bestitigt: bei Al und C betrigt das Verhiltnis (innerhalb 
der MeSgenauigkeit) 1, bei Ag 1,5, bei Au (hier mit Pt zu identifi- 
zieren) mit den kleinsten benutzten Schichtdicken gerade 1,8 (vgl. 
CS, 8.548). Hierin 
mu eine starke Stiitze 
fiirunsere Zerstreuungs- 
theorie erblickt werden. 
Ganz dbnliche ex- 
perimentelle Kurven 
wurden auch von GB 
gefunden. Die Ab- 
weichung von der 
Parabelform fiihrten 
wir darauf zuriick, daB 
die Schichtdicken so 
klein sind, da die 
Theorie der Vielfach- 
streuung auBer Kraft 
tritt. Nach Schonland 
dagegen sollen_ die 
Abweichungen durch 
die abschirmende Wir- 
kung der inneren Atom- 
elektronen zustande- 
kommen. Diese Wir- 
kung ist sicher stark 
iiberschatzt. Vielmehr 
zeigen die obigen ein- 
fachen Betrachtungen, 
daB unsere Erklarung die richtige ist. Es hangt offenbar nur von 
der Zahl der durchsetzten Atome ab, ob Vielfachstreuung eintritt 
oder nicht, d.h. die Abweichungen miissen von einer bestimmten 
Schichtdicke ab sich zeigen, wie es auch die Messungen ergeben. 
Weiterhin zeigt die Figur mit voller Deutlichkeit, da8 es sich 
bei den Crowtherschen Messungen in der Hauptsache nicht um 


e ] 
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Einzelstreunng, sondern um Mehrfach- oder Vielfachstreuung handelt 1). 
Uberhaupt mu& die Messung des Halbierungswinkels als eine nicht 
besonders geeignete Methode angesehen werden, wenn man strenge 
Einzelstreuung messen will, denn: ist die Wahrscheinlichkeit, da8 ein 
Teilchen einmal iiber ® hinausgestreut wird, gleich 1/,, so ist die 
Wabrscheinlichkeit, daB es zweimal eine solche Ablenkung erfahrt, 
erst 1/,, d.h. nur 50Proz. kleiner. Daher werden die tiber ® hinaus- 
gestreuten Teilchen zu einem nicht unbedeutenden Teil solche sein, 
welche mehr als einmal abgelenkt sind. 

2. Abhangigkeit von der zerstreuenden Substanz. Fiir 
die bisher untersuchten Substanzen kénnen die Atomradien R, in der 
bekannten Weise aus Dichte und Atomgewicht berechnet, als gleich 
angesehen werden. Dann sagt aber unsere Gleichung (1), daB jede 
einzelne Ablenkung proportional Z sein muf. Das Entsprechende 
mu dann auch fiir zuasammengesetzte Ablenkungen gelten. Ist also 
das Zerstreuungsbild fiir eine Schichtdicke und eine Substanz bekannt, 
so erhalt man das Zerstreuungsbild fiir die gleiche Schichtdicke 
(praziser die gleiche Atomzahl pro cm?) einer anderen Substanz 
einfach, indem man alle Winkel im Verhaltnis der Ordnungszahlen 
andert, ganz gleich, ob Hinfach-, Mehrfach- oder Vielfachstreuung 
vorliegt (vorausgesetzt, daB die Winkel nicht sehr gro sind). Es 
mu also sowohl der von Crowther gemessene Halbierungswinkel ® 
als auch die von uns gemessene Gréfe A bei konstanter Schichtdicke ¢ 
merklich proportional Z sein. Ist ® proportional Vt, so muB O/Z yi 


Tabelle 1. 
als 2. 3. 4. 5. 
P ce) @ A @ 
Zvi ) zyi | ) ZVe ) [Fy cai ) (Fh 
Aa...) “50 XPt) 27 48 00 47 
ie 44 29 48 86 32 
Curae — — 6 =e 
ATR 44 45 46 59 31 
(By Ss qicenes 45 48 — oe aoe 


konstant sein. In der Tabelle 1 enthalten die ersten drei Spalten 
die Resultate der Crowtherschen Gruppe; bei 1 und 3 waren die 
Parabeln fiir Vielfachstreuung erreicht, bei 2 lag nur Mehrfach- 
streuung vor. Spalte 4 gibt unsere Zablen fiir eine konstante Schicht-. 


1) Dies zeigt auch mehr im einzelnen eine Annalenarbeit von G. Wentzel, 


deren Korrekturbogen der Verfasser mir freundlicherweise zur Verfiigung stellte.. 


> 
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dicke, und zwar war diese so klein, daB Mebrfachstreuung eintrat. 
Die Werte jeder Spalte sind nur relative, so daB entsprechende Werte 
verschiedener Spalten nicht vergleichbar sind. Spalte 1 und 3 weisen 
Konstanz auf, wie sie nach den obigen Uberlegungen zu erwarten 
war; das gleiche gilt auch fiir «-Strahlen, wie friiher gezeigt. Da- 
gegen zeigen sich bei den Messungen im Gebiet der Mehrfach- 
streuung sichere Abweichungen, und zwar, “wie es zunichst scheint, 
bei Crowther im entgegengesetzten Sinne als bei uns. Dieser Wider- 
spruch klart sich aber sofort auf, wenn man beachtet, daB die von 
Crowther vorausgesetzte jarahelisehi Abhangigkeit von der Schicht- 
dicke nicht zutrifft. Es ist deshalb notig, ® fiir eine konstante 
Schichtdicke zu nehmen. Die Spalte 5 enthalt nun die nach S er- 
mittelten Werte ®/Z fiir Schichten von 1. Der Gang in den Zahlen 
kehrt sich jetzt deutlich um und nimmt denselben Sinn und etwa 
dieselbe GréBe an wie in Spalte 4. 

Es ist also zu konstatieren, da8 sich tibereinstimmend eine sichere 
Abweichung ergibt von den einfachen hier vorausgesetzten Verhilt- 
nissen. 

3. Abhangigkeit von der Geschwindigkeit. Weit schwerer 
zu priifen ist die Proportionalitét zwischen ® und e/mv?, welche 
sich theoretisch ebenfalls allgemein aus Gleichung (1) fiir konstante 
Schichtdicke ergibt. GB hatten bei 6,4 Al zwar einen Gang heraus- 
gemessen im Sinne starkerer Zerstreuung fiir geringe Geschwindig- 
keiten, welcher jedoch dadurch zweifelhaft wurde, da8 die Geschwindig- 
keit der Strahlen nur mit geringer Genauigkeit bestimmt werden 
konnte. Die Crowtherschen Messungen ergeben bei grofen Schicht- 


Tipe tile 
dcken (18 bis 226m; C Tafel III) gute Konstanz von o:—, bei 


etwas kleineren Schichtdicken (10 bis 124; S S. 310, Spalte 7) einen 
geringen, bei noch kleineren Schichtdicken (2 bis 12u; CS Tafel II, 
Spalte 9) einen ausgepragten Gang, und zwar im entgegengesetzten 
Sinne als bei uns. Hierin ist nach dem Obigen nicht ohne weiteres 
ein Widerspruch zu erblicken, leider ist aber auch ein Vergleich mit 
unseren Messungen hier nicht méglich, da vergleichbare Zahlen bei 
gleicher Schichtdicke aus den Crowtherschen Arbeiten nicht zu ent- 
nehmen sind. Jedenfalls ist die Méglichkeit von Abweichungen von 


-den theoretischen Verhdltnissen bei kleinen Schichtdicken auch hier 


im Auge zu behalten. 
CS und S korrigieren ihre Zahlen noch fiir die Verinderlichkeit — 


der Elektronenmasse wihrend der Zeitdauer der Ablenkung. Es kann 
leicht gezeigt werden, daB auch in dieser Richtung betrichtlich tiber- 
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korrigiert wurde.. Da es sich hier um elektrostatische Ablenkungen 
handelt, spielt nur die GréBe mv? eine Rolle [wie auch Gleichung (1) 
zeigt], nicht aber die kinetische Energie (m— m)c*, mit welcher diese 
GréBe bei Crowther und Schonland mehrfach verwechselt wird. 
Bezeichnet @) den Ablenkungswinkel, wie er bei konstanter Masse m 
eintreten wiirde, @ den wirklichen Ablenkungswinkel mit Beriick- 
sichtigung der Verinderlichkeit von m, so ergibt sich aus der Darwin- 
schen Theorie der prazessierenden Hyperbeln?) leicht folgende Glei- 
chung: 

y cot ( =f) — cope tans y = ffi Foote t# . 

Gemessen wird @, die einfache Theorie gilt fiir @), deshalb ist 
@) durch © auszudriicken. Die Winkel @/2, ©,/2 kénnen als klein 


angesehen werden, ebenso 1—y (mit ve und @ = 20° wird 
y = 0,984): 
@ I ) 1 v2 /@,\? 
ye ae Sea \ est es 0) ee (ne 


gesetzt, woraus unter Vernachlassigung héherer Potenzen von 0 
O@—O = 4 = (20+42)0. 
In erster Niherung kann man Glieder mit 4? unterdriicken und 
findet daher nach Hinsetzen von 0, sowie 4 statt Qo: 
eres VAS 
tir isoA? 
Fir © = 0,11 betragt diese Korrektion maximal (d. h. fir 
v = c) —4,2 Proz., waihrend CS fiir diesen Winkel bis — 36 Proz. 
korrigieren. Fiir @ = 0,33 wird die maximale Korrektion — 12 Proz., 
S berechnet bis —41Proz. Beriicksichtigt man noch, da8 keine 
Einzelstreunng vorlag, die wirklichen Einzelablenkungen also noch 
mehrmals kleiner waren, sowie daB die prozentuale Korrektion 4/0 
ungefaéhr proportional @ abnimmt, so folgt, daB die Veranderlichkeit 
der Elektronenmasse bei diesen Messungen vollends ohne jeden prak- 
tischen Einflu8 ist. Die Behauptung Schonlands (S 8.310), die 
ungefiihre Ubereinstimmung unserer Messungen mit der Theorie sei 
einem zufalligen Umstande zu verdanken, ist daher zuriickzuweisen. 


1 v? 


4. Theoretische Schliisse. Die bisher vorliegenden Messungen 


tiber Zerstreuung der B-Strahlen sind, richtig gedeutet, im allgemeinen 
im Einklang mit der auf das Bohr-Rutherfordsche Atommodell 
gegriindeten Zerstreuungstheorie. Die Ubereinstimmung ist am besten 


1) 0. G. Darwin, Phil. Mag. 25, 201, 1913. 
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im Gebiet der Vielfachstreuung. Tabelle 2 enthilt die Werte von 
D Mv? ,. 

Ve Fr fiir a- und $-Strahlen in Al. Die Ubereinstimmung zwischen 
#- und f-Strahlen ist so gut, wie sie in Anbetracht der groBen Ver- 
schiedenheit der MeSmethoden nur erwartet werden kann. Deutet 
man allerdings alle Messungen als Einzelstreaungsmessungen, so mu8 
man zu falschen und widersprechenden Resultaten gelangen. Gleich- 
zeitig bewahrt sich die frither fiir «-Strahlen aufgestellte Theorie der 
Vielfachstreuung auch gut bei ihrer Ubertragung auf B-Strahlen. 


Tabelle 2. 
| @ Mr? 
Strahlen | Autor = —-:10—l4 
| BST sea 
2 ee 
& | Geiger 3,3 
B C 3,87 
; | on oe ‘ Mittel- 
B | GB 4,4 werte 


Eine sichere Unstimmigkeit mit der Theorie zeigt sich indessen 
tibereinstimmend nach verschiedenen Methoden bei kleinen Schicht- 
dicken beziiglich der Abhangigkeit von der zerstreuenden Substanz; 
weit weniger sicher sind kleine Abweichungen von der theoretischen 
Abhangigkeit von der Geschwindigkeit. 

Auf der Suche nach einer Erklarung fiir diese Abweichungen 
mu man zuniachst an magnetische Krafte denken. Indessen sind die 
von den Elektronen herriihrenden Felder, sofern sie der GréBen- 
ordnung nach die aus der klassischen Theorie folgenden sind, bei 
weitem nicht ausreichend, um eine merkliche Wirkung hervorzubringen. 
Andererseits miSte ein magnetisches Moment des Kernes, welches 
die Abweichungen erkliren kénnte, auch in hohem Grade auf die 
Bahnen der Atomelektronen stérend einwirken. So scheint die Zu- 
hilfenahme magnetischer Felder wenig Aussicht auf Erfolg zu haben. 
Im Auge zu behalten ist weiter die Méglichkeit, daB das 6-Teilchen 
sich bei der Ablenkung auf eine quantentheoretisch ausgezeichnete 
Hyperbelbahn einstellt (Epstein); da aber tiber solche Quantenbahnen 
noch so gut wie nichts bekannt ist, so eriibrigt sich vorderhand eine 
Diskussion dieser Méglichkeit. Die gré8te Wahrscheinlichkeit hat 
schlieBlich die Annahme fiir sich, daB die Wechselwirkung zwischen 
dem B-Teilchen und den Atomelektronen nicht nach den klassischen 
Gesetzen vor sich geht; weiS man doch schon, daf langsame Elek- 
tronen mit den Au8eren Atomelektronen nach Quantengesetzen auf- 

Zeitschrift fur Physik. Bd. XIII. 26 


376 W. Bothe, 


einander wirken (unelastischer StoS nach Franck und Hertz). Da 
andererseits deutliche Hinweise vorhanden sind, da8 im Falle schneller 
B-Teilchen und schwach gebundener Atomelektronen die klassischen 
Gesetze in Kraft bleiben [vgl. die Verzweigungen an #-Strablen- 
bahnen ?)|, so ist anzunehmen, da das Versagen der letzteren um so 
merklicher ist, je naher die Energie des B-Teilchens der Ablésungs- 
bzw. Resonanzenergie kommt?). Demnach miiBten es in unserem 
Falle besonders die A-Elektronen sein, welche die Stérung verursachen. 
Tatsachlich besteht nun ein Anhaltspunkt dafiir, da8 nur die innersten 
Regionen des Atoms fiir die Stérungen verantwortlich gemacht werden 
kénnen. Die Abweichungen von.der Theorie treten namlich erst 
beim Ubergang von der Vielfachstreuung zur Einzelstreuung in Er- 
scheinung. Nun spielen aber bei der Vielfachstreuung diejenigen 
B-Teilchen. gar keine Rolle, welche einen Kern in nachster Nahe 
passieren, sondern nur solche, fiir welche der Kernabstand @ gréfer 
als die in Gleichung (3) auftretende GréBe 0, ist. Bei der Hinzel- 
streuung dagegen kommen nur diejenigen B-Teilchen zar Beobach- 
tung, welche sehr dicht am Kern vorbeifliegen. Daraus ist also 
jedenfalls zu schlieBen, da8 die Stérungsursache in unmittelbarer 
Kernnahe zu suchen ist. Auch die folgende provisorische Folgerung 
aus unserer Annahme erscheint durchaus plausibel: Die Wirkung eines 
unelastischen Stofes wiirde wahrscheinlich nicht in einer systematischen 
VergréBerung oder Verkleinerung des Ablenkungswinkels bestehen, 
sondern in gewissem Grade von diesem unabhingig sein, d. h. sie 
wiirde einer zusdtzlichen Zerstreuung gleichkommen, welche um so 
gréBRer wird, je héher die Ordnungszahl des zerstreuenden Elementes 
ist, vorausgesetzt, da die Energie der 6-Teilchen immer noch wesent- 
lich gréBer als die K-Ablésungsarbeit bleibt. In der Tat sind die 
gefundenen Abweichungen im Sinne starkerer Zerstreuung fiir schwer- 
atomige Substanzen. 

5. Experimentelles. Diese Anschauungen erscheinen noch 
weiter gestiitzt durch die vorlaiufigen Ergebnisse von Zerstreuungs- 
messungen, welche vom Verf. nach der photographischen Methode 3) 


1) W. Bothe, ZS. f. Phys. 12, 117, 1922. 

2) In vollkommenem Hinklang mit diesen Annahmen stehen Versuche von 
D. L. Webster (Phys. Rev. 7, 599, 1916) tiber die Erregung der charakteristischen 
Réntgenstrahlung durch Kathodenstrahlen. Danach (ebenda 9, 220, 1917) steigt 
die Wahrscheintichkeit einer Quantenabsorption des Elektrons mit wachsender 


Geschwindigkeit desselben beim Uherschreiten der Anregungsgrenze zu einem 


jahen Maximum, um mit weiter wachsender Geschwindigkeit wieder kontinuien: 
lich abzunehmen (vgl. auch ebenda 19, 545, 1922). 
3) W. Bothe, ZS. f. Phys. 8, 243, 1922. 
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in der bereits friiher von H. Geiger?) mitgeteilten Mefanordnung 
ausgefiihrt wurden. Dabei diente als Strahlenquelle ein starkes Ra E- 
Praparat; der maBgebende Mittelwert von (e/mv®)2 wurde durch Aus- 
photometrieren des magnetischen Spektrums gewonnen, wobci letzteres 
bis v/¢ = 0,35 herab verfolgt werden konnte. Mit einer Goldfolie 
von 0,08 uw war theoretisch sehr weitgehende Einzelstreuung zu erwarten. 
Indessen ergaben wiederholte Versuche stets einen gegen den 
theoretischen etwa 3mal zu grofen Wert fiir die unter 90° gestreute 
Intensitét; auch nahm die Intensitit mit wachsendem Ablenkungs- 
winkel weit weniger rasch ab, als der Rutherfordschen Theorie 
entsprechen wiirde. Wurde aber der Aufnahmefilm mit einer nur 
3,2 w dicken Al-Folie bedeckt, so ergaben sich ungefihr die theoretischen 
Verhaltnisse (genauere Messungen konnten wegen der geringen 
Intensitat trotz 10tagiger Exposition nicht gemacht werden). Dies 
zeigt, daB die gestreute Strahlung zum grofen Teil aus einer sehr 
weichen, im primaren Gemisch kaum enthaltenen Strahlung bestand. 
Bei dem entsprechenden Versuch mit Al als zerstreuender Substanz 
konnte diese weiche Strahlung nicht nachgewiesen werden. Im Lichte 
der vorstehenden theoretischen Erwagungen findet dieses Resultat 
seine Erklarung darin, da die K-Anregungsgrenze von Gold 
(v/e = 0,5) noch in das Geschwindigkeitsspektrum des primiaren 
Strahlengemisches fallt, und zwar, wie eine genauere Analyse zeigt, 
gerade in die Gegend, welche den maximalen Beitrag zur einzel- 
gestreuten Intensitaét liefert. Die langsamen Strahlen sind demnach 
als solche zu deuten, welche eine Quantenabsorption erlitten haben 
[die langsamen Sekundarstrahlen*) diirften hiergegen kaum in Be- 
tracht kommen, da sie, wie leicht einzusehen, mit zunehmender Ord- 
nungszahl-rasch gegen die Streustrahlung zuriicktreten; dafiir spricht 
auch die Abwesenheit der weichen Strahlung bei Al]. 

Zusammenfassung. Die bisher vorliegenden Zerstreuungs- 
messungen an /-Strahlen weisen beziiglich der Vielfachstreuung weit- 
gehende Ubereinstimmung mit der klassisch fundierten Zerstreuungs- 
theorie auf, zeigen jedoch mit wachsendem Kinfluf der Einzelstreuung 
zunehmende Abweichungen von dieser Theorie. Diese Abweichungen 
lassen sich qualitativ erkliren im Zusammenhange mit der Quanten- 
absorption der Elektronen. 


Charlottenburg, Dezember 1922. 


1) H. Geiger und W. Bothe, Phys. ZS. 22, 585, 1921. 
2) Vgl. W. Bothe, ZS. f. Phys. 12, 117, 1922. 
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Die Anode des Quecksilberlichtbogens. 
Von A. Giinther-Schulze in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit finf Abbildungen. (Eingegangen am 10. Januar 1923.) 


Uber die Verhiltnisse an der Anode eines Quecksilberlichtbogens 
und insbesondere iiber den Anodenfall liegen eine Anzahl Messungen 
vor, die gelegentlich der Untersuchung des Quecksilberlichtbogens 
ausgefiihrt worden sind. 

Der Anodenfall ist teils dadurch ermittelt, daB eine Sonde in 
méglichste Nahe der Anode gebracht und die Potentialdifferenz der 
Anode |gegen die positive Lichtsiule gemessen wurde, teils wurden 
Sonden aufen um die Glaswand des LichtbogengefaBes gelegt, die 
durch den Lichtbogen so stark erhitzt war, daB das Glas fiir elektro- 
statische Spannungsmessungen geniigend leitete. Folgende Werte 
wurden gemessen: 


Tabelle 1. 
Verfasser Anode Stromstarke Anodenfall Verfahren 
(Ar onisit arp Hg — 7,4 Volt — 
4 Fe — 2,5 —_— 
2 » 
Weintraub”). . { Graphit = 2.5 : 3 
as hihoet a 2 Sonde. Kalte Anode 
Starks >)jeemise 7 unabhangig 6387. 7 2 ” 
3 Amp. Pane 2.) a n ” 
c P 4,7 n ” n n 
ait 1,25 Amp. 6ibaes _ 
Willis 2) ents Fe { 325, 4.6 : = 
| 3,0 e 4,07 , AuSensonde 
: 3,5 4,06 
5 ’ n ’ 
Matthies®)..... Fe | 4.0 : 4,04 : : 
4,5 > 3,94, | 7 
0 ” 6,35 , Sonde 
3 n 7,0 ” ” 
Stark?) . Hg 4 ” 7,1 ” ” 
5 ” 7,3 n ” 
6 ” 74 y 
3 “ 6,87 — 
Statik. fst sis Fe kalt 5 * 6,18 _ 
| 7 4 6,30 — 


1) Arons, Wied. Ann. 58, 73, 1896. 

2) Weintraub, Phil. Mag. 7, 95, 1904. 

3) Stark, Reteshinsky u. Schaposchnikoff, Ann. d. Baye 18, 218, 1906: 
4) A. P. Wills, Phys. Rev. 19, 65, 1904. 

5) Matthies, Verh. d. D. Phys, Ges. 18, 552, 1911. 
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Nun sind neuerdings von Schenkel und Schottky Bedenken 
gegen die Verwendung von Sonden erhoben worden. Die beiden 
Forscher kommen auf Grund _ ihrer Messungen und _theoretischen 
Erwagungen zu dem SchluB, ,,da8 alle bisher durch Sondenmessungen 
ermittelten Potentiale im mittleren Teile der Entladung unter den 
geschilderten Bedingungen um etwa 5 Volt zu niedrig liegen (ein- 
schlieBlich der Ringmethode von Matthies); wahrend das auf. die 
GréBe des gemessenen Potentialgradienten im Lichtbogen keinen Ein- 
flu8 haben wiirde, wire der Kathodenfall um 5 Volt kleiner als bisher 
angenommen... Der wahre Anodenfall, iiber den tibrigens die An- 
gaben in der Literatur sehr schwankend sind, wiirde sich entsprechend 
erniedrigen“. 

Hiernach erschien es dringend erwiinscht, die Verhiltnisse an 
der Anode mit Hilfe der neueren Anschauungen iiber den Mecha- 
nismus des Quecksilberlichtbogens zu kliren, die Zuverlissigkeit der 
Sondenmessung experimentell zu priifen und systematische Messungen 
iiber den Anodenfall anzustellen. 


I. Theoretische Erwagungen. 


1. In der positiven Lichtsiule des Quecksilberlichtbogens sind 
im gleichen Volumen ebensoviel positive Hg-Ionen wie Elektronen 
vorhanden. 

2. Infolge der sehr viel gréferen Geschwindigkeit des Elektrons 
ist die Zahl der durch einen Querschnitt str6menden Elektronen sehr 
viel gréBer als die der positiven Jonen, nach Schottky wie 400:1. 

3. Der Dissoziationsgrad ist in der positiven Lichtsaiule bei ge- 
ringen Dampfdrucken des Quecksilbers von der Grofenordnung 10~*, 
die freie Weglainge der Elektronen dagegen von der GréSenordnung 
eines Zentimeters. Infolgedessen ist in der positiven Lichtsiule die 
Molisierung und damit auch die Ionisierung 4u8erst gering, der Strom 
ist im wesentlichen durchgehender Elektronenstrom von der Kathode 
zur Anode, wie dieses schon Schottky abgeleitet hat. 

4, Die Jonisierungsspannung des unangeregten Quecksilberatoms 
ist 10,4 Volt, die Ionisierungsspannung des angeregten Atoms oder 
Molekiils liegt um so niedriger, je stérker es angeregt ist. Die An- 
regung kann sowohl durch Elektronensto8 als auch durch Aufnahme 
von Quanten durch Resonanzstrahlung erfolgen. Die unterste An- 
regungsstufe entspricht 4,68 Volt Spannung. Solange die Elektronen 
die entsprechende Geschwindigkeit nicht erreicht haben, ist keine An- 
regung und infolgedessen auch keine Ionisierung méglich. Bei hin- 
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reichender Intensitét der Anregung beginnt jedoch die Jonisierung 
schon wenig iiber 4,68 Volt. 

Aus diesen Grundlagen lassen sich folgende Schliisse tiber den 
Anodenfall ziehen: 

Angenommen, an der Anode ware in einem gegebenen Augen- 
blick die Ionisierung ebenso gering wie in der positiven Lichtsdule, 
d.h. praktisch zu vernachlissigen. Dann wiirden die vorhandenen 
positiven Ionen von der Anode wegwandern und es wirde, da nur 
noch negative Elektronen in der Nahe der Anode vorhanden waren, 
eine Zone negativer Raumladung entstehen. Die Dicke dieser Zone 
und der Betrag der Raumladung wiirde so lange zunehmen, bis durch 
StoBionisation in der Zone ebenso viel positive Ionen gebildet wiirden 
wie in der positiven Lichtsiule gebraucht werden, d. h. nach Schottkys 
Annahme fiir je 400 auf die Anode auftreffende Elektronen je ein 
positives Ion. 

Der Anodenfall ist also derjenige durch negative Raumladung 
hervorgerufene Spannungsabfall, der die Bildung der erforderlichen 
Anzahl positiver Ionen in der Raumladung erméglicht. : 

Daraus ergibt sich fiir die Abhangigkeit des Anodenfalles von 
den verschiedenen Variablen folgendes: 

A. Abhangigkeit vom Dampfdruck des Quecksilbers: 
Der Quecksilberdampfdruck wirkt auf dreierlei Weise. 

a) Die Raumladungszone mu8 so breit sein, daf in ibr von je 
400 Elektronen mindestens eins mit einem Hg-Atom zusammenstéBt 
und dieses ionisiert. Also muS die Raumladungszone um so breiter 
sein, je geringer die Zahl der Hg-Atome in der Volumeneinheit, d. h. 
je geringer bei gegebener Temperatur der Druck ist. Wenn also 
die Intensitaét der Anregung so gering ist, da8 sie wirkungslos bleibt, 
steigt der Anodenfall mit abnehmendem Druck wegen der Verbreite- 
rung der Raumladungszone von dem Mindestbetrage von 10,4 Volt 
auf héhere Werte. | 

b) Die Intensitéat der Anregung an der Anode ist um so gréB8er, 
je weniger von der Anregungsenergie zerstreut wird. Die Zerstrenung 
erfolgt durch Wegdiffundieren der Strahlungsquanten und der an- 
geregten Quecksilbermolekiile. Beides wird um so geringer, je gréBer 
der Quecksilberdampfdruck wird. Also sinkt der Anodenfall durch 
die Anregung um so mehr unter den durch a) gegebenen Betrag, 
je gréBer der Dampfdruck ist. 

c) Die Intensitit der Anregung an der Anode ist um so gréBer, 
je gréBer die Stromdichte ist. Da mit steigender Intensitat der An- 
regung der Anodenfall abnimmt, ist zu erwarten, daB die Ansatz- 
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stelle des Stromes an der Anode sich so lange verkleinert, bis die 
Maximalanregung erreicht ist, d. h. diejenige, bei welcher dicht ober- 
halb von 4,68 Volt die Ionisierung miéglich ist. 

Kine nihere Uberlegung zeigt jedoch, daB diese Konzentration 
des Stromes an der Anode nur bei hinreichendem Dampfdruck még- 
lich ist. Fig. 1 zeigt den Verlauf der Feldlinien zwischen Kathode 
and Anode bei Beginn der Entladung. Wenn die Elektronen diesen 
Feldlinien folgen, so ist die Stromdichte 
in der Achse am gré&ten, die Anregung 
am stirksten, der Anodenfall am niedrig- 
sten, so da eine weitere Konzentration 
des Stromes auf diese Stelle erfolet. 

Die Elektronen folgen aber den 
Feldlinien nur, solange ihre freie Weg- 
lange so klein ist, daB die auf eine | 
freie Weglange entfallende Kriimmung 
der Feldlinien nicht in Frage kommt. | ; 
Ist dagegen die freie Weglange der \ 
Elektronen groB, so weichen die Elek- 
tronen in der Richtung der Tangente 
von den Feldlinien ab. Ein Blick auf he 
Fig. 1 zeigt, da8 diese Abweichung der linng "Ooooh 
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Konzentration des Stromes nach der ee Gah rn Ye ein ehtroh es 
Achse hin entgegenarbeitet. Also steigt Fig. 1. 


der Anodenfall mit abnehmendem Gas- 


. druck, weil die Konzentration der Strémung auf eine Stelle und damit 


die Intensitat der Anregung mit abnehmendem Gasdruck abnimmt. 
B. Abhangigkeit von der Elektrodenform, Wieweit die 
Strémung sich auf eine Stelle konzentrieren und wie stark die Inten- 
sitat der Anregung werden kann, hingt auch von der Elektrodenform 
ab. Konvexe Elektrodenoberflachen begiinstigen die Zerstreuung der 
Anregung, erhéhen also den Anodenfall, konkave Flachen wirken 


umgekehrt. 
Es mu8 moéglich sein, durch Anderung der Form der Anode den 


-Anodenfall betraichtlich zu Andern. 


Cc. Abhangigkeit von der soe ely cht der Anode sollte 
nicht vorhanden sein. 

D. Abhangigkeit vom Material der Anode: Da die Inten- 
sitit der Anregung auch davon abhingt, wie stark die Resonanz- 
strahlung von der Oberfliche der Elektroden absorbiert wird , muB 
der Anodenfall auch vom Material der Anode abhangen. 
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E. Stromstarke: Von der Stromstirke sollte der Anoden- 
fall unabhingig sein. ; 

Zusammenfassend lat sich sagen: Ist die Intensitét der An- 
regung so gering, daB sie zu vernachlissigen ist, so nimmt der 
Anodenfall mit steigendem Druck von héheren Werten bis auf etwas 
iiber 10,4 Volt ab und wird 
nach dem _ Krreichen dieses 
Wertes vom Druck unabhiangig. 
Besteht dagegen maximale An- 
regung, so sinkt der Anoden- 
fall mit zunehmendem Drucke 
auf etwas iiber 4,68 Volt und 
. bleibt dann konstant. Die 
6 Tims Brentham Grenzen des Anodenfalles wer- 
4 — — =e den also durch die beiden 
2 
0 


x 
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Anodenfall 
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_____————\—  schematischen Kurven der Fig.2 

Quecksiberdampfiruck ° ~«SeSeben. An welcher Stelle 

Fig. 2. zwischen den beiden Kurven 

der Anodenfall bei einem ge- 

gebenen Quecksilberdampfdruck liegt, hangt von der Intensitét der 
Anregung, also von der Form und dem Material der Anode ab. 

Es sei hier vorweggenommen, da8 die Messungen die vor- 

stehenden, aus der Theorie des Quecksilberlichtbogens abgeleiteten 

Satze samtlich bestitigt haben. 


Il MeB8verfahren. 


a) Priifung der Zuverlassigkeit der Sondenmessung des 
Anodenfalles. Nach den vorstehenden Ausfiihrungen durchliuft 
die weitaus gréBte Menge der Elektronen den Anodenfall, ohne mit 
Quecksilberatomen zusammenzustoBen. Sie geben also die gesamte 
im Anodenfall aufgespeicherte Energie an die Anode ab. Da auSerdem 
praktisch der gesamte Strom Elektronenstrom ist, so ist die an die 
Anode abgegebene Energie gleich dem Produkt aus Stromstiirke und 
Anodenfall, wenn die Elektronen in den Anodenfall mit einer Energie 
eintreten, die gering gegen die im Anodenfall erlangte Energie ist. 

Haben dagegen die Elektronen, wie Schenkel und Schottky 
annehmen, tiberall in der Hauptsache eine 5 Volt-Geschwindigkeit, 
so addiert sich. die dieser Geschwindigkeit entsprechende Energie zu 
der im Kathodenfall gewonnenen Energie. Gleichzeitig lidt sich eine 
in den Weg der Elektronen gebrachte Sonde negativ gegen ihre 
Umgebung anf, und zwar, wegen der kompensierenden Wirkung der 
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positiven Ionen, um einen Betrag, der geringer als 5 Volt ist. Es 
muS in diesem Falle also ein Unterschied zwischen dem aus der 
Energiemessung und dem aus der Sondenmessung erhaltenen Anoden- 
fall bestehen, der nur verschwinden kann, wenn die Elektronen im 
Mittel mit geringer Geschwindigkeit in den Anodenfall eintreten. 
Dann stimmen beide Messungen iiberein und geben den wahren 
Anodenfall. 

Nun 148t sich die einer Anode zugefiihrte Energie, wenn die 
Anode aus Graphit besteht, leicht aus der Temperatur der Anode 
berechnen, die mit einem Pyrometer nach Holborn und Kurlbaum 
gemessen werden kann. Die Messung wird dabei zweckmaig mit 
der mittleren Wellenlinge des Rubinglases (0,64) ausgefiihrt. Da 
der Quecksilberdampf keine roten Strahlen aussendet, stért das 
Quecksilberlicht, selbst wenn es sich zwischen Anode und Pyrometer 
befindet, die Messungenu nicht, solange es nicht sehr intensiv wird. 
Die Versuche wurden folgendermaBen ausgefiihrt. 

Eine Kohleanode von den in Fig. 3 wiedergegebenen Abmessungen 
wurde in die Mitte einer groBen, von der Firma Schott u. Gen., 
Jena, geblasenen und von der AEG zur Verfiigung ge- 
stellten Glaskugel von 40cm Durchmesser mit einge- 
schliffenem Anodenansatz eingefiihrt. Der Lichtbogen 
ging aus spater zu erérternden Griinden fast véllig in 
die Bohrung der Kohle. Vor der Bohrung war eine 
halbkugelige Zone hoher Anregung, die stark leuchtete. 
In diese wurde eine Sonde aus Tantaldraht so eingefiihrt, 
da8 ihr Abstand von der Anode 1mm betrug. Die 
Spannung zwischen Anode und Sonde wurde mit 
Hilfe eines hoch empfindlichen Zeigergalvanometers mit 
500000 Ohm Vorschaltwiderstand gemessen, nachdem 
festgestellt war, da8 das Potential durch die geringe Stromentnahme 
nicht gedindert wurde. 

Gleichzeitig wurde mit dem Pyrometer die Temperatur der Anode 
an den drei durch Kreuze bezeichneten Stellen ermittelt. Die erhaltenen 
Werte wurden wegen der 6 Proz. betragenden Absorption der Strahlung 
beim Durchsetzen der Glaswand des LichtbogengefiSes nach dem 
Wien-Plankschen Strahlungsgesetze korrigiert. Die Korrekturen 
betrugen bei Temperaturen von 1170 bis 1530° abs. 6 bis 10°. Zur 
Berechnung der Strahlung wurde die Elektrode in drei Zonen geteilt. 

Zone 1: Untere Stirnfliche und unteres Fiinftel der Zylinderflaiche ; 

Zone 2: Drei Fiinftel Zylinderfliche in der Mitte; 

_ Zone 3: Obere Stirnflache und oberes Fiinftel der. Zylinderfliche.. 
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Die in jeder Zone gemessene Temperatur wurde als mittlere 
Temperatur der Zone angenommen. 

Die Annahme, daB bei der oberen Stirnflache die Warmeableitung 
durch den 1mm starken Zuleitungsdraht ebenso groB ist, wie die 
Strahlung an dieser Stelle, fiihrt zu keinem wesentlichen Fehler, weil 
der Beitrag der oberen Stirnfliche zur Gesamtstrahlung an sich schon 
wegen der Kleinheit der Stirnfliche und der an ihr herrschenden 
niedrigen Temperatur recht gering ist. Zur Berechnung der Strahlung 
aus der gemessenen Temperatur diente die von Lummer fiir Graphit 
angegebene Formel | 

E = 3,033.10-". rT* Watt, 
wo F die strahlende Oberfliche und 7 die absolute Temperatur ist. 
Folgendes Beispiel diene zur Erlauterung der Messung: 


Gesamtstromstarke: 20 Amp.; Stromstiérke an der gemessenen Anode: 8,00 Amp. 


oben Mitte unten 
Gemessene Temperatur der Anode... . . 1493 1401 1355° abs. 
Korrigierte < " Se ET ee 1502 1409 1362° abs. 
Zonenoberflache’ 2" Eien ~ le = See eee 1,182 qem 2,350qem 1,182qem 
Strahlun ic ced. osha ae oe eee tee 18,25 Watt 28,1 Watt 12,38 Watt 
— ee ee ee 
Sa. 58,73 Watt 
Berechneter Anodenfall....... 7,34 Volt 
Gemessener jentebeal mig saan ae TROL Gg 


Auf diese Weise wurde eine ganze Anzahl Vergleiche zwischen 
Sondenmessung und Strahlungsmessung bei verschiedenen Stromstarken 
ausgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt. Diese 
Tabelle zeigt, daB beide Methoden, von Dampfdruck und Stromstirke 
unabhangig, zu Werten fiihren, die sich im Mittel nur um 0,06 Volt 
oder 0,2 Proz. unterscheiden. 

Die Warmeabgabe von der Anode an den Quecksilberdampf 
durch Warmeleitung ist bei den Berechnungen auBer Betracht gelassen 
worden. Mit gutem Grunde, denn die Temperatur der Anode war 
je nach der Stromstirke 900 bis 12509 C. Etwa zwischen den gleichen 
Grenzen liegt aber auch die Temperatur der positiven Lichtsaiule bei 
den benutzten Strémen. Es bestehen also nur ganz geringfigige 
Temperaturunterschiede zwischen der Anode und dem sie umgebenden 
Quecksilberdampf, die in Verbindung mit der auferst geringen Warme- 
leitfahigkeit von Quecksilberdampf bewirken, da die Warmeabgabe 
durch Leitung nicht in Betracht kommt. 

Ebenso ist der Spannungsverlust in der positiven Saule auf der 
1mm langen Strecke zwischen Sonde und Anode vernachlassigt worden. 


‘Der Spannungsverlust in der gesamten 26cm langen Gasstrecke deg 
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Lichtbogens betrug bei den Versuchen etwa 4 Volt, so daB auf 1mm 
0,015 Volt entfallen. Wahrscheinlich ist das Spannungsgefille in der 
Nahe der Anode wegen der héheren Stromdichte etwas groBer, aber 
selbst bei einem Betrage von 0,07 Volt wiirde es erst 1 Proz. des 
gemessenen Wertes ausmachen. 

Die Versuche haben also gezeigt, daB Sondenmessung und Energie- 
messung genau die gleichen Werte des Anodenfalles ergeben. Das 
spricht dafiir, daB beide den Anodenfall richtig wiedergeben. 

Die Methode der Strahlungsmessung setzt voraus, daB sich die 
Oberflache der Anode genau ermitteln l48t, und da8 ihr Emissions- 
vermégen bekannt ist. Die Methode ist also zur absoluten Ermittlung 
des Anodenfalles nicht brauchbar, wenn es sich um Anoden handelt, 
die nicht zuginglich sind oder aus einem anderen Material als Kohle 
bestehen. 

Aber auch in diesem Falle leistet die Methode bei relativen 
Messungen gute Dienste. Im folgenden sind beide Methoden benutzt 
worden. 


b) Abhangigkeit des Anodenfalles vom Quecksilber-., 
dampfdruck. Unmittelbar nach dem Ziinden des Lichtbogens im 
kalten GefaB, also bei einem Quecksilberdampfdruck von 2 bis 3 u, 
betrug der Anodenfall 18 Volt. 


Tabelle 2. 


Graphitanode mit Bohrung in einem Drehstromgleichrichter (Anodenform ginstig 

far hohe Intensitét der Anregung); Messung der Temperatur der Anode mit 

dem Pyrometer: Stromstirke konstant 5,60 Amp.; Gleichrichter in einem Heiz- 

kasten. Die angegebenen Werte des Anodenfalles sind Relativwerte, deren Ab- 

solutbetrag nur ungefahr richtig ist, da die Anodengréfe nicht genau bekannt 

war, die Strahlung drei Glasscheiben durchdrang und die dafiir anzubringende 
Korrektur unsicher war. 


uecksilber- Spannun Temperatur | 
bh peeyrar es Kathode der Anode oe Gk 
‘ nim Bein | Volt 0G Volt 
1 0,045 20,5 1065 7,08 
2 0,060 19,0 1048 6,70 
3 0,070 18,0 1030 6,33 
4 0,14 16,7 968 5,22 
5 0,22 17,0 943 4,80 
6 0,45 18,0 943 4,80 
7 0,88 21,0 943 4,80 
8 2,3 25,0 940 4,76 
9 5,0° - 29,0 943 4,80 
- 10 9,5 33,0 948 © 4,87 
dil. 10,5 34,5 : 939 — 4,75 
12 12,0 35,0 943 4,80 


Mittel aus Versuch 5 bis 12 943, 4,80 
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Tabelle 3. 
Anode: Eisenblech von 5 qem Oberfliiche oben in der Kithlkammer eines 
Drehstromgleichrichters fiir 100 Amp.; Anodenform: unginstig fir hohe 
Intensitat der Anregung; Anodenstrom: konstant = 1,00 Amp.; Messung 
des Anodenfalles durch Diahtsonde; Anderung des Quecksilberdampf- 
druckes: durch Anderung des Stromes in den drei Anodenarmen. 


Gesamtstrom 
in den Anodenarmen | Anodenfall 
Amp. Volt 
one cating 
10,3 17,5 
18,8 i Ye 
20,7 13,0 
24,0 | 6,7 


Die beiden Tabellen zeigen in Ubereinstimmung mit dem Er- 
gebnis der theoretischen Uberlegungen, da der Anodenfall mit 
steigendem Dampfdruck von etwa 18 Volt bei sehr geringem Dampf- 
druck bis auf etwa 4,8 Volt, bei einem Dampfdruck von 220 ab- 
nimmt und bei weiterem Steigen des Dampfdruckes konstant bleibt. 
Hieraus erklart sich auch eine Erscheinung, die beim Einschalten von 
Gleichrichtern beobachtet wird, deren Anoden eine geringe Wa4rme- 
kapazitit haben, so da8 sie sich schneller erhitzen als das Gleichrichter- 
gefa8. Wird namlich ein solcher Gleichrichter mit konstantem Strom 
eingeschaltet, so steigt die Temperatur der Anoden schnell an, durch- 
lauft ein Maximum, sinkt wieder und nahert sich asymptotisch einem 
niedrigeren Endwerte. 

Ferner zeigte sich, wie die Theorie es verlangt, daB der Strom, 
wenn die Anode eine Kugel ist, bei sehr geringem Druck vorzugs- 
weise auf der oberen, der Kathode abgewandten Seite der Kugel ein- 
drang, bei etwas gréBerem Druck sich diffus iiber die ganze Ober- 
flache verteilte, wobei die positive Lichtsiiule in der Nahe der Anode 
nur schwach leuchtete (in einigem Abstand von der Anode war in- 
folge der GréBe der als GefaB8 verwendeten Glaskugel der Raum 
véllig dunkel), je mehr der Druck stieg, um so mehr zog sich die An- 
satzstelle des Stromes zu einem Fleck unten an der Kugel zusammen. 


Besonders schén trat dieses Zusammenziehen zu einer leuchtenden — 


Halbkugel in die Erscheinung, wenn ein Fremdgas, z. B. Sauerstoff 
von 100u Druck, eingelassen wurde. Dann entstand sofort eine hell 
leuchtende, scharf abgegrenzte Halbkugel auf der Anode, wie sie 
Fig. 4 zeigt. War der Partialdruck des Fremdgases noch héher, so 


entstanden statt der einen zwei einander diametral gegentiberstehende | 
Kugeln, wie in Fig.4 punktiert angedeutet, dann drei, und mehr in — 


ce regelmaBiger Anordnung. 
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c) Abhangigkeit von der Elektrodenform. Nach der Theorie 
ist der Hinflu8 der Elektrodenform gro, solange der Anodenfall nicht 
durch groBe Intensitét der Anregung bis auf den Mindestwert herab- 
gesetzt ist, dh. also bei geringem Dampfdruck. Hieriiber wurden 
verschiedene Versuche ausgefiihrt. 

1. Als Anode wurde benutzt: 

a) eine polierte Eisenkugel von 3cm Durchmesser; 
b) die gleiche Kugel mit einer axialen Bohrung yom 8mm 
Durchmesser gemiB Fig. 4. 

Der Anodenfall wurde durch eine Tantalsonde gemessen, wobei 

sich folgendes ergab: 


Tabelle 4. 
Anodenfall 
Anodenstrom 
der Volikugel | der Kugel mit Bohrung 
= 
15,0 Amp. || 10,6 Volt | 8,7 Volt 
12.0"; 105" * 9,00 , 
105055. | GR = —_ 
8:0. og ified eye a 300, 
Te sh 0,62) 5 4 — 
Mittel | 10,4 , | 8,90 , 


Hiernach zeigt die Kugel mit Bohrung einen um 1,50 Volt nie- 
drigeren Anodenfall als die Kugel ohne eee Bei der Anode 
ohne Bohrung verteilte sich der 
Strom mehr oder weniger iiber 
die gesamte Kugel, die An- Xe 
regungsdichte war gering. Bei ‘ 4 
der Anode mit Bohrung da- is 
gegen ging fast der gesamte va 
Strom in die Bohrung hinein. ee 
Aus der Bohrung ragte, wie in $= 2 
Fig. 4 angedeutet, eine hell re mechs ¢ ie ce i 
leuchtende Kugel heraus. Sit, Wee hata “3 

Die Ursache der Erschei- CoE hel Prat Se 
nung folgt aus den theore- be ae i A 
tischen Erwigungen. Ohne Fig. 4 
Bohrung vermag sich der Strom 
bei dem angewendeten geringen Dampfdruck nicht zusammenzuziehen, 
weil die Steifigkeit der Elektronen dem entgegenwirkt; sobald aber eine 
Bohrung angebracht ist, kann die innerhalb dieser Bohrung vom Strom 
orzengte onan nicht wie an der Oberfliche der Kugel 


Isolierender 
Schutzzylinder 
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durch Diffusion verschwinden. Sie ist in der Bohrung gefangen und 
kann nur durch Absorption an den Wandungen abnehmen. Infolge- 
dessen wird die Intensitat der Anregung in der Bohrung vielmals 
gréBer als drauSen und der Anodenfall sinkt weitgehend. Die Feld- 
linien, die ohne Bohrung die gestrichelte Lage der Fig. 4 einnehmen, 
gehen in die punktierte Lage iiber, weil die leuchtende Kugel hohe 
Leitfahigkeit besitzt, und zwingen die Elektronen, trotz ihrer Steifig- 
keit, in die Bobrung hinein, so daf das Gas in der Bohrung sehr 
hell leuchtet. 

Steigert man den Dampfdrack, so wird auch anSen an der Anode 
die Intensitat der Anregung geniigend gesteigert und die Konzen- 
tration des Stromes anf die Bohrung nimmt ab. Dieses ist die 
Ursache dafiir, daB man bei einem frisch eingeschalteten Gleichrichter, 
in dem der Quecksilberdampfdruck noch sehr gering ist, eine helle 


SAA 


Stellung 1 


Fig. 5. 


»Flamme“ aus der Bohrung der Kohlenanode ,herausbrennen“ sieht, 
die verschwindet, wenn der Gleichrichter auf vollen Dampfdrack 
gekommen ist. 

2. Ferner wurden zwei Elektroden aus 1 mm starkem Eisenblech 
von der Form der Fig. 5 hergestellt. Diese wurden in die Stellung 
1 bis 4 gebracht, wobei die Stiele mit einem Zylinder aus pordsem 
Ton umgeben waren, so daS nur die kreisférmigen Scheiben als 
Anode wirkten. Der Gesamtstrom im Gleichrichter betrug stets 
20,0 Amp., der Dampfdruck war also konstant. Die Messung iiber 
den Anodenfall in den verschiedenen Stellungen ergab folgendes: _ 


Tabelle 5. Anodenfall in Volt. 
Stellung: 
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Auch dieser Versuch zeigt deutlich, daB, sobald die Zerstreuung 
der Anregungsenergie dadurch verringert wird, da8 sie zwischen zwei 
Elektroden gebracht wird, der Anodenfall sinkt. In der Tat ging 
bei den Stellungen 2 und 3 die gesamte Strahlung in den Raum 
zwischen den Platten, auBen: war es vollig dunkel. Stellung 1 und 4 
gaben denselben Anodenfall. Es ist also gleichgiiltig, ob die Anode 
quer zur Verbindungslinie Anode—Kathode oder parallel zu ihr steht, 
wobei vorausgesetzt ist, daS stérende Glaswinde hinreichend weit 
entfernt sind. 

Aus den Versuchen folgt, da8 Aufrauhen der Anode den Anoden- 
fall verringern muS, weil sich die Anregungsenergie in den ver- 
schiedenen, durch das Aufrauhen entstehenden Vertiefungen Ahnlich 
wie in einer Bohrung ansammeln kann. 


d) Abh&angigkeit vom Material der Elektroden. Zur 
Priifung des Einflusses des Anodenmaterials wurden aus verschiedenen 
Metallen Bleche von méglichst genau den gleichen Abmessungen und 
méglichst gleichmaBiger Oberflache verwendet. Es wurde dafir Sorge 
getragen, daB die Sonde stets genau die gleiche Lage zu den Blechen 
hatte. Die Messungen wurden in einem Arme eines Gleichrichters 
mit eingeschliffenen Anodenzufiihrungen fiir 100 Amp. ausgefiihrt und 
ergaben folgendes: 

Gesamtstrom des Gleichrichters: 30 Amp. 


Tabelle 6. 
Anodenfall an 
Anodenstrom |}-— ; 
Pt Cu Ni Cc Ta 

Amp. — Volt Volt Volt Volt Volt 

1,0 10,0 9,3 8,9 8,9 | 6,6 

2,0 3:5 8,4 8,3 8,1 6,5 

5,0 9,2 Tiere (eis 6,9 6,2 
10,0 —_— — - 6,6 6,0 1) 


Hiernach ware das Material von deutlichem EKinfinB. Die Ver- 
suche sind aber mit Vorsicht zu betrachten. Denn da, wie auseinander- 
gesetzt, der Anodenfall stark davon abhangt, wie groB die Intensitat 
der Anregung ist, sind nur solche Werte unmittelbar vergleichbar, 


bei denen die Ansatzstelle des Lichtbogens an der Anode genau die 


gleiche Gré8e hat. Dies schien jedoch bei den Versuchen trotz der 
gleichen Abmessungen der Anoden nicht in hinreichendem Mabe der 


1) Bei einer schwarzen Temperatur von 1450° C. 
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Fall zu sein, so daB die Unterschiede in den Werten der Tabelle 
vielleicht hierdurch zum Teil bedingt sind. 

e) Abhingigkeit des Anodenfalles von der Stromstarke 
und der Temperatur der Anode bei konstantem Quecksilber- 
dampfdruck. 

1. An einem zu einem Zylinder aufgerollten Tantalblech wurden 
bei konstantem Dampfdruck gemessen: 


| 
Strom Temperatur | Anodenfall 
Amp. | Volt 
| 
4 | dunkle Rotglut 9,4 
6 Rotglut | 9,3 
10 helle Rotglut | 9,4 
15 helle WeiBglut j 9,0 
Mittel | Be | 9,28 


2. An einer Graphitanode ergab sich aus Strahlenmessungen 
folgendes: 
Tabelle 7. 
Einphasengleichrichter fir 10 Amp. mit kurzen Armen und Graphitanoden von 
6,0 m Durchmesser und 20 mm Lange. 


] 
. | 

Gesamt- || Anoden- riots Temperaumrjaer Anode Energie- Pee: denfall 
strom ao Kathode oben Mitte unten || Strahlung 
Amp. Amp. Volt oC 9c oC Watt Volt 
10,0 3,80 12,7 905 820 769 19,68 5,20 
10,0 4,90 12,7 1013 876 | 817 25,31 5,116 
10,0 6,40 pave 1110 965 | 876 33,51 _ 5,24 
10,0 7,96 13,1 1191 1033 . 916 41,04 5,16 | 
10,4 10,4 Sy) 1321 1108 989 54,03 5,20 
12,9 12,9 13,9 1442 1155 1035 66,80 5,18 
14,6 14,6 14,2 1510 . 1185 1067 75,35— 5,16 

Mittel — —_ — cae _ _— 5,18 


Hiernach ist der Anodenfall bei einer Anderung des Anoden- 
stromes von 3,7 auf 14,5 Amp. und der Temperatur von 900 auf 
1510°C durchaus konstant. 

Da keinerlei Grund fiir die Annahme vorliegt, da8 Strom und 
Temperatur den Anodenfall im entgegengesetzten Sinne beeinflussen 
und sich in dem ganzen Bereich der Tabelle 7 zufallig kompensieren, 
folgt aus der Tabelle, da der Anodenfall von Stromstirke und_ 
Anodentemperatur unabhingig ist. 


Zusammenstellung. 

1. Auf Grund der neueren Untersuchungen iiber den Mechanismus — 

des Quecksilberlichtbogens werden theoretische Erwagungen iiber die 
GréBe des Anodenfalles angestellt und durch Versuche bestitigt. 
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2. Der Anodenfall wird sowohl durch Sondenmessungen als auch 
durch Messung der an die Anode abgegebenen Energie ermittelt. 
Beide Verfahren ergeben iibereinstimmende Werte, woraus folgt, dab 
im vorliegenden Falle Sonden den Anodenfall richtig messen. 

3. Bei steigendem Dampfdruck nimmt der Anodenfall an Graphit- 
anoden von etwa 18 Volt, bei sehr geringem Dampfdruck bis auf 
etwa 4,8 Volt bei einem Dampfdruck von 220 ab und bleibt bei 
weiterem Steigen des Dampfdruckes konstant. 

4, Solange der Anodenfall noch oberhalb des Mindestwertes von 
etwa 4,8 Volt ist, wird er wesentlich durch die Intensitat der Reso- 
nanzstrahlung des Quecksilbers bedingt. Er ist um so niedriger, je 
intensiver diese Strahlung ist. Infolgedessen hingt er auch von der 
Form der Anode ab. Konkave Anodenform begiinstigt die Konzen- 
tration der Resonanzstrahlung und erniedrigt den Anodenfall, konvexe 
wirkt umgekehrt. Am niedrigsten wird der Anodenfall, wenn in der 
Anode eine Bohrung hinreichenden Durchmessers ist, in die der 
Strom fast vollstandig hineingeht, am héchsten ist er an einer kugel- 
férmigen Anode. 

5. DaB das Material der Anode den Anodenfall beeinfluBt, ist 
nach den Versuchen wahrscheinlich, aber nicht sicher, da die Intensitat 
der Resonanzstrahlung nicht mit Sicherheit als konstant angesehen 
werden konnte. 

6. Von der Stromstarke und der Temperatur der Anode ist der 
Anodenfall unahangig, solange der Dampfdruck konstant bleibt. 
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Uber das Auftreten von 
Schwebungen bei riickgekoppelten Schwingungen. I"). 
Von Kurt Heegner in Berlin. 


Mit 19 Abbildungen. (Eingegangen am 6. Januar 1923.) 


M. Wien geht in seiner Untersuchung iiber die Riickwirkung 
eines resonierenden Systems?) von der Fragestellung aus, weshalb 
bei akustischer Resonanz verhaltnismahig selten Schwebungen zu beob- 
achten sind. Ist die Dampfung der einzelnen Systeme verschieden 
voneinander, so kénnen bei schwachen Kopplungen tiberhaupt keine 
merklichen Schwebungen auftreten. Bei starkeren Kopplungen miissen 
die beiden Eigenperioden genau iibereinstimmen, anderenfalls die eine 
der resultierenden Schwingungen wesentlich starker gedampft ist als 
die andere, iiberdies muS die Art der Anregung so beschaffen sein, 
daB beide Schwingungen nahezu dieselbe Amplitude erhalten. Bei 
elektrischen Systemen geht die Erregung nur in dem einen der 
beiden Leiter vor sich und wird auf den zweiten durch die Kopplung 
iibertragen, weshalb bei Abstimmung und hinreichender Kopplung 
voll ausgebildete Schwebungen auftreten. 

Bei riickgekoppelten Schwingungen wire die entsprechende Auf- 
gabe, die Bedingungen anzugeben, bei denen in gekoppelten Systemen 
stationire Schwebungen unterhalten werden. Wahrend bei den freien 
Schwingungen nur dann Schwebungen auftreten kénnen, wenn die 
Dampfungen der beiden resultierenden Schwingungen nahezu einander 
gleich werden, ist fiir riickgekoppelte Schwingungen die erste Be- 
dingung, daB die beiden Schwingungen, welche gleichzeitig auftreten 
sollen, nahezu den gleichen Riickkopplungsgrad besitzen. Die Riick- 
kopplung kann in 4hnlicher Weise wie die Dimpfung einer freien 
Schwingung berechnet werden’). Indessen beobachtet man bei einem 
riickgekoppelten Generator, auch wenn beide Schwingungen den gleichen 
Rickkopplungsgrad aufweisen, im allgemeinen keine Schwebungen, 
vielmehr ist jede der beiden Schwingungen nur einzeln erzeugbar. 
Der Ubergang von dem einen in den anderen Zustand vollzieht sich 
erst, wenn man (etwa durch Anderung der Einstimmung der Systeme) 
aus dem Bereich nahezu gleicher Riickkopplung heraustritt. Die 
tiefere Ursache dieser Erscheinung ist darin zu suchen, daB8 die 


1) Vorgetragen in der Sitzung der Physikalischen Gesellschaft zu Berlin 
am 12. Januar 1923. 


2) Wied. Ann, 61, 151—189, 1897. 


3) Heegner, Uber elektrisch- und magnetisch-gekoppelte durch Elektronen- : 


réhren erregte Schwingungskreise. Arch. f. Elektrotechn. 11, 239—266, 1922. 
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beiden Schwingungen, sobald sie gleichzeitig vorhanden sind, nicht 
mehr voneinander unabhingig sind. Je nach den experimentellen 
Bedingungen verdringt die eine die andere. Wenn es tiberhaupt 
Méglichkeiten gibt, in einem gekoppelten System durch Riickkopplung 
zwei Frequenzen zugleich aufrecht zu erhalten, so mu8 hierbei die 
Art der Erregung entscheidend sein. Ich erkannte zwei gainzlich 
verschiedene Arten von stationiren Schwebungen. Den im folgenden 
behandelten Vorgang habe ich als ,StoBerregung iiber die Periode 
der Schwebungen“ bezeichnet 2). 

a) Theorie der durch Sto8erregung erzeugten 
Schwebungen und experimenteller Aufbau. Die Unter- 
suchung bezieht sich auf elektrische Schwingungskreise und Réhren- 
generatoren. Die Kopplung der Kreise kann elektrisch und magnetisch 
ausgefiihrt werden, hingegen sollen Widerstandskopplungen von der 
Betrachtung ausgeschaltet werden. Diese Einschrinkung bringt mit 
sich, dafS der Strom, den das Rohr liefert, nur einem der Kreise 
zugefiihrt werden kann, welcher als Primarsystem bezeichnet wird. 
Die zur Riickkopplung dienende Spannung, welche dem Steuergitter 
der Réhre zugefiihrt wird, kann sowohl dem Primiarkreis, als auch 
dem Sekundiarkreis entnommen werden, und man unterscheidet nach 
Vogel und Wien?) entsprechend primare und sekundire Riick- 
kopplung. Nur die primare Riickkopplung hat die Eigenschaft, jede 
der beiden Schwingungen zu unterstiitzen. Soll indessen die Unter- 
suchung umfassend durchgefiihrt werden, so ist auch die Vereinigung 
von primirer und sekundarer Riickkopplung in Betracht zu ziehen. 

Zunachst betrachten wir nur die primaire Riickkopplung. In 
Analogie mit der Theorie der freien Schwingungen treten bei Ab- 
stimmung der Kreise zwei gleich stark riickgekoppelte Schwingungen 
auf, sobald eine bestimmte Kopplung zwischen den Kreisen iiber- 
schritten ist’). Nehmen wir an, es seien voll ausgebildete Schwebungen 
vorhanden, so wird die Energie in den Kreisen hin und her pendeln. 
Sobald die Schwebungsamplitude im Primarkreis im Abnehmen be- 
griffen ist, wird bei gewéhnlicher primarer Riickkopplung das Rohr 
zufolge seiner verstirkenden Wirkung diesem Vorgange entgegen- 
arbeiten. Erteilt man dem Gitter des Rohres durch eine Hilfsbatterie 


1) Hine theoretische Konstruktion habe ich von diesem Vorgang bereits 
vor zwei Jahren entworfen, die in der obenerwahnten Arbeit im Archiv ver- 
dffentlicht ist. Auch sei auf den zweiten Teil dieser Arbeit hingewiesen, in 
welcher die Einzelheiten eingehend auseinandergesetzt sind. 

2) Ann. d. Phys. 62, 649, 1920. 

8) Heegner, Uber den Zwischenkreisréhrensender (Jenaer Dissertation). 
Arch. £. Elektrotechn. 9, 127—152, 1920. ; 
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eine negative Vorspannung, so wird beim Durchgang der Schwebungs- 
amplitude durch Null die Einwirkung des Robhres vermindert oder 
ganz aufgchoben werden. Im letzteren Falle lauft der Generator 
nicht mehr selbstiindig an. Wie die Verhiltnisse auch im einzelnen 
lieven médgen, keineswegs ist ersichtlich, daB der Generator die 
Schwebungen stabilisieren mu8, insofern als das Rohr jede einzelne 
der beiden Schwingungen fiir sich besser unterstiitzt als beide zugleich. 
Wesentlich ist nunmehr der Ersatz der Hilfsbatterie durch einen 
Kondensator. Durch eine solche Anordnung mit kapazitiv abgeriegeltem 
Gitter wird ebenfalls auf demselben ein negatives Gleichpotential 
hervorgerufen. Die dem Gitter zugefiihrte Wechselspannung wird 
nimlich in ihrem Scheitelwert 


Pee eters die Gitterspannung Null wenig 
spannung 


iiberschreiten, indem sie in 
diesem Zeitpunkt das Gitter 
schwach positiv gegen die Ka- 
thode macht (Fig. 1), und es 
Lnodshrontapmabal werden Elektronen von der Ka- 
thode auf das Gitter iibergehen, 
welche die Abriegelungskapa- 
zitit aufladen, so daB auf dem 
Gitter ein sich selbst regulieren- 
des negatives Gleichpotential 
erhalten wird!). Ein solches 
Potential ruft einen Schwin- 
gungszustand hervor, welcher 
durch Anwendung einer Hilfs- 
batterie nicht herstellbar ist. Der maximale Anodenstrom ist namlich 
gegeben durch die Gitterspannung Null und durch die Anodenrest- 
spannung (Fig. 1) und wird im allgemeinen kleiner sein als der Sitti- 
gungsstrom. Im Falle, daB das negative Potential durch eine Batterie 
erzeugt wird, wiirde die Amplitude entweder weiter wachsen, bis der 
Anodenstrom die obere Kriimmung der Charakteristiken erreicht hat, 
oder abklingen. Bei der Gitterabriegelung hat ein Wachsen der Ampli- 
tude eine Vertiefung des Potentials zur Folge, ein Abnehmen derselben 
eine Erhéhung, wodurch eine Stabilisierung des Zustandes eintritt. Eine 
Batterie kann nun aufgefaBt werden als ein unendlich groBer geladener 
Kondensator, und diesem Fall nahert man sich, wenn die Abriegelungs- 


Spannung Null 


Sain eeen Gittergleichspannung 


Fig. 1. 


1) Ebenso wie der Gitterstrom kann auch der Anodenstrom zur Her- 


stellung eines solchen sich selbst regulierenden. Gleichpotentials auf dem Gitter 
herangezogen werden. 
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kapazitat dauernd vergréBert wird. Man gelangt daher an eine Stelle, 
bei welcher die Schwingungen labil werden und abklingen. Indem 
man dicht an diese Stelle herangeht, ist es méglich, die Stabilitit der 
Schwingung beliebig zu vermindern. Bei Steigerung der Riick- 
kopplung findet zunichst eine weitere Vertiefung des negativen Poten- 
tials statt, und es tritt an einer bestimmten Stclle ebenfalls ein Ab- 
klingen ein. Die Schwingungen setzen wieder ein, sobald das negative 
Potential sich iiber die Ableitung zwischen Gitter und Kathode so 
weit entladen hat, bis das Rohr die zum Anschwingen hinreichende 
Steilheit erreicht hat. Dieses Phinomen ist vielfach beobachtet 
worden!). Die Ableitung kann allein aus dem Isolationswiderstand 
zwischen Gitter und Kathode bestehen. Durch Anlegen von hoch- 
ohmigen Widerstinden oder Verkleinern der Abriegelungskapazitat 
kann die Zeitdauer, innerhalb deren der Vorgang sich wiederholt; 
beliebig verkiirzt werden. Uber diesen Vorgang machen wir fiir die 
folgenden Erérterungen die Voraussetzung, da die Zeitdauer der 
Unterbrechung lang sei gegeniiber der Periode der Schwebungen. 
Zweitens soll die Anordnung die Eigenschaft haben, dem Gitter durch 
die Aufladungen ein so starkes negatives Potential zu erteilen, daB 
beim Abklingen der Schwingungen der Anodenstrom zunichst véllig 
zu Null wird, indem das negative Potential auf dem Gitter das Rohr 
verriegelt. Durch die erste Voraussetzung machen wir uns von dem 
Verdacht frei, daB8 die Unterbrechung einer einzelnen Schwingung 
mit den zu beschreibenden Vorgingen in den gekoppelten Kreisen 
etwas zu tun habe. Durch die zweite Voraussetzung wird stobférmige 
Erregung erzielt, welche beim Anschwingen in dem gekoppelten 
System beide Schwingungen hervorruft. Die Schwebungen kénnen 
abklingen ebenso wie die einzelne Schwingung. Es ist aber auch 
ein stabiler stationirer Zustand méglich. Denn zufolge unserer 
Voraussetzungen wird beim Durehgang der Schwebungsamplitude 
durch Null der Anodenstrom eine Zeitlang abgesperrt werden. Erst 
wenn die Schwebungsamplitude einen bestimmten Wert tiberschritten 
hat, setzt der Anodenstrom ein, und die Strombelieferung ist so 
gering, daS die maximale Schwebungsamplitude kleiner ausfallen 
wird als die Amplitude der einzelnen Schwingung. Somit werden die 
in ihrer Hohe durch Anodenrestspannung und Gitterpotential Null 
bestimmten maximalen AnodenstromstéBe gréBer ausfallen als bei der 
einzelnen Schwingung. Die Schwebungen, sobald sie eingeleitet sind, 


1) Armstrong, Proc. of Inst. Radio Eng. 3, 1915, Nr. 3; Heegner und 
Leithauser, Jahrb. d. drahtl Telegr. 17, 21—39, 1921; Rschewkin und 
Wwendensky, Phys. ZS. 28, 150, 1922, Nr. 7. ; 
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werden auf solche Weise stabil, und ihre Stabilitét kann gréBer sein 
als die Stabilitat der einzelnen Schwingung. Da bei starken Riick- 
kopplungen nahe am Abklingen der Schwingungen in der Nahe der 
Resonanz nur Schwebungen méglich sind, folgt aus dieser Uber- 
legung nicht unbedingt. Indessen hatte ich bei Tonfrequenzen oft 
Gelegenheit, zu beobachten, daB noch vor der Resonanz die schwacher 
riickgekoppelte Schwingung von selbst zu der vorhandenen Frequenz 
hinzutrat. Nach Uberschreiten der Resonanz wurde die urspriingliche 
Frequenz schwicher und schied bei fortgesetzter Anderung der Hin- 
stimmung aus. Beim Riickgang fand das Einsetzen spiater statt, jedoch 
noch vor dem Eintritt der Resonanz. 

Jede Schaltungsweise, welche den geschilderten Vorgang hervor- 
ruft, kann zur Herstellung der Schwebungen dienen. Die experimentellen 
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Untersuchungen fiihrte ich an einer in der Hochfrequenz- Verstarker- 
technik bekannten, aus zwei Réhren bestehenden Kaskadenschaltung 
aus (Fig. 2). Die zur Riickkopplung dienende Spannung wird zuniichst 
an das Gitter eines Vorrohres gelegt, in dessen Anodenleitung ein 
Widerstand liegt. Der an diesem Widerstand auftretende Spannungs- 
abfall wird durch einen Kondensator auf das Gitter des zweiten Rohres 
iibertragen. Diese Kapazitét stellt zugleich den Abriegelungskonden- 
sator dar. Die Méglichkeiten, mit einem solchen System Schwingungen 
zu erzeugen, wurden in der oben angegebenen Arbeit untersucht, die 
ich mit Leithauser verfaBt habe. Die vorliegende Schaltung stellt 
primare Riickkopplung dar, indem der rechts befindliche Kapazitiats- 
kanal dem Primarkreis parallel gelegt ist. AuSer der magnetischen 
Kopplung zwischen den Kreisen wurde zur Feinregulierung noch eine 
elektrische Kopplung hinzugesetzt. In den Oszillogrammen stellt die 
obere Kurve den Primarstrom im Kapazititszweig dar (Schleife §,), 
die untere Kurve den Anodenstrom (Schleife §,). 

Das Oszillogramm 3a zeigt, daB der Ansto8 einer einzelnen — 
Schwingung die verlangten Higenschaften hat. Zunichst treten sehr 
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breite AnodenstromstiBe auf, die bis zur Sattigung hinaufreichen und 
die Amplitude der Schwingung betrichtlich in die Héhe treiben. Mit 
zunehmender Aufladung der Abriegelungskapazitiit nimmt die Breite und 
Hohe der Anodenstromsté8e ab. Sobald die Anodenstromzufuhr so klein 
geworden ist, daB sie zur Aufrechterhaltung der Schwingungsamplitude 
nicht mehr hinreicht, mu8 die Schwingung abklingen. Die Anoden- 
stromspitzen sinken schnell ab, und es vergehen noch mehrere Umlaufe 
der Oszillographentrommel, bis das negative Potential sich tiber die 
Verriegelung entladen hat. In dieser Form wurde der Vorgang noch 
nicht beobachtet, jedoch nur unter diesen Voraussetzungen sind die 
zu beschreibenden Vorgange méglich. In dem Oszillogramm 3b ist der 
Vorgang fiir gekoppelte aufeinander abgestimmte Kreise aufgenommen. 
Es laufen beide Frequenzen an. Sobald sich die Amplituden der 
beiden Schwingungen aufheben, verschwindet der Anodenstrom. Kehrt 
die Energie in den Primiarkreis zuriick, so treten die Anodenstrom- 
stéBe wiederum auf, ihre Breite nimmt indessen ab, und so kann es 
wie im vorbergehenden Fall geschehen, daB die Schwebungen ab- 
klingen. Sobald jedoch der zugefiihrte Anodenstrom zur Aufrecht- 
erhaltung der Schwebungen noch hinreicht, stellen sich stationire 
Schwebungen ein. Auf diese Weise kann man die Schwebungen stets 
einleiten. Die Oszillogramme 4a und b behandeln diesen Vorgang. 

b) Ergebnisse bei primarer Rickkopplung. Die Auf- 
nahmen 5a, b und ¢ zeigen besonders einfache Bilder voll ausgebildeter 
Schwebungen, insofern, als der Anodenstromverlauf von Periode zu 
Periode sich gleicht. In diesen Fallen stehen die beiden Frequenzen in 
einem rationalen Verhaltnis, und zwar verhalten sich dieselben in 5a wie 
3:4, in 5b wie 5:6, in 5c wie 7:8. Die Differenz der beiden Ver- 
haltniszahlen ist jedesmal 1. Wird die tiefere Frequenz mit @,, die 


4 aes, Og +O, Dy—@ . 
héhere mit @, bezeichnet, so ist das Verhaltnis oe 2 9 * eine 


ganze ungerade Zahl, und zwar berechnet man leicht die Werte 7, 
11, 15. Die Oszillogramme 6a, b stellen die Falle dar, in denen 
dieses Verhaltnis 6 und 8, also eine gerade ganze Zahl betragt. Der 
Durchgang der Schwebungsamplitude durch Null verlauft daher von Fall 
zu Fall entgegengesetzt, auch fallt die Anodenstromfigur innerhalb zweier 
Maxima der Amplitude verschieden aus. Fiir die Frequenzen berechnet 
man die Verhiltniszahlen 5:7 und 7:9, deren Differenz 2 betrigt. 
Sobald man die Kopplung zwischen den Kreisen vermittelst der 


 O_ + Wy. Wg— 
Feinregulierung so einstellt, da8 das Verhialtnis a ee : * eine 


ganze Zahl wird, zeigt sich, daf innerhalb eines engen Bereiches die 
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beiden Frequenzen in diesem Zahlenyerhiltnis zueinander beharren. 
Mit zunehmender Riickkopplung werden diese Koharenzbereiche groBer, 
innerhalb der Bereiche findet eine Verschiebung der beiden Schwingungen 
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gegeneinander statt. Zur Erliuterung dienen die Aufnahmen 7a 
und b, welche bei derselben Verhiltniszahl und derselben Riickkopplung 
aufgenommen sind, und zwar an den Grenzen des Kohirenzbereiches. 
Man bemerkt, daS der Durchgang der Schwebungsamplitude durch 
Null entgegengesetzt verliuft und die Anodenstromfigur eine Um- 
wandlung erfahren hat. Wenn die Zeitdauer einer einzelnen Schwin- 
gung der tieferen und héheren Frequenz beziehlich mit f MPa its | a ee 
bezeichnet wird, so entspricht dies einer Verschiebung der beiden 
Schwingungen gegeneinander um 5 (7; —T,). Die Erscheinung 148t 
die Abhingigkeit der beiden Frequenzen voneinander erkennen. 

Die Gruppe 7 kann noch dazu herangezogen werden, die Ab- 
hangigkeit von der Riickkopplung niaher auszufiihren. Das Oszillo- 
gramm 5b stellt fiir die Verhaltniszahl 11 die festeste Riickkopplung 
dar, welches das System zulieB. Die Oszillogramme 7a und b sind 
bei mittlerer Riickkopplung aufgenommen, 7c bei ganz loser Riick- 
kopplung. Bei abnehmender Riickkopplung tauchen neben den vor- 
handenen Anodenstromspitzen neue Spitzen aus der Verriegelung, die 
einzelne Spitze wird indessen kleiner und breiter, die Amplitude in 
den Kreisen wachst etwas. Sehr lose Riickkopplungen sind nur durch 
kontinuierliche Verringerung der Riickkopplung zu erhalten, da der 
Vorgang mit abnehmender StoBerregung die Stabilitat verliert. 

Werden die Kreise verstimmt, so tritt die Kopplungsschwingung 
hervor, welche der Eigenfrequenz des Primarkreises naher liegt. In 
den Oszillogrammen 8a und c tritt die tiefere Frequenz, in 8b die 
héhere Frequenz hervor. Bei gréferer Spitzenzahl treten bei Ver- 
stimmung weitere Spitzen aus der Verriegelung, und das Ausscheiden 
der schwicher riickgekoppelten Schwingung vollzieht sich in der Weise, 
daB die Spitzen in die Hohe gleiten. 

Die bisherigen Oszillogramme sind innerhalb von Kohiarenz- 
bereichen aufgenommen. Tritt man aus diesen durch Verdnderung 
der Kopplung zwischen den Kreisen heraus, so setzt sich das Bild in 
Bewegung, indem von Periode zu Periode kontinuierliche Anderungen 
des Bildes stattfinden.. Das Oszillogramm 9a stellt einen solchen Vor- 
gang fiir schnelle Schwebungen dar. Rechts von der vorhandenen 
Spitze steigt eine neue Spitze auf, und sobald diese sich ausgewachsen 
hat, sinkt die urspriingliche Spitze unter die Verriegelung. Das Aus- 
wechseln der Spitzen hat sowohl einen Einflu8 auf die Amplitude 
der Schwebungen, als auch auf die Gitteraufladung. Sind zwei aus- 
gewachsene Spitzen vorhanden, so wird nicht nur mehr Energie in 
den Primirkreis geliefert, sondern auch die Abriegelungskapazitat 
stirker aufgeladen. Daher kénnen die Schwebungen in der Bewegung 
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abklingen, wihrend sie innerhalb des Koharenzbereiches stationar sind. 
In dem Oszillogramm 9b klingt die Schwebung nach dem Empor- 
wachsen der zweiten Spitze ab, und der Anodenstrom setzt erst nach 
mehreren Umliufen der Trommel wieder ein. Diese Erscheinung ist 
fiir die Theorie nicht unwesentlich, denn auch der dem Gegenstand 
Fernerstehende gewinnt auf diesem Wege die Uberzeugung, da8 auch 
bei den stationiren Vorgiingen die Entladungszeit des negativen 
Potentials anf dem Gitter lang ist gegen die Periode der Schwebung. 

Bei langsamen Schwebungen gleichen sich bei den Bewegungen 
die Unterschiede in der Anodenstromfigur und der Gitteraufladung 
durch die gréfere Spitzenzahl aus, und die Koharenzbereiche werden 
verschwindend klein. Indessen gewinnt die Dampfung Einflu8, insofern, 
als in der Zeit der Verriegelung die Schwebung merklich abklingt, 
wahrend beim Einsetzen des Anodenstroms die Amplitude in die Héhe 
getrieben wird. Das Oszillogramm 10a, welches eine langsamere 
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Schwebung darstellt, 148t bereits diesen Einflu8 erkennen. Der Cha- 
rakter der StoBerregung iiber die Periode der Schwebungen ist in 
diesem Oszillogramm noch durchaus gewahrt, wabrend bei der sehr 
langsamen Schwebung in 10b die Zeit der maximalen Anodenstrom- 
zufuhr nahezu das Doppelte betrigt, als die Zeit der Verriegelung. 
Dieser Zustand ist daher auch nicht mehr stabil und kann nur durch 
allmahliche Verminderung der Kopplung zwischen den Kreisen er- 
halten werden. . 

Ks liegt nahe, dieser Art der Erzeugung von Schwebungen die 
Wiensche StoBerregung gegeniiber zu stellen. Bei der gewdhnlichen 
Funkenentladung treten im gekoppelten System bei Abstimmung beide 
Kopplungsschwingungen auf, der gewéhnliche Réhrensender hingegen 
schwingt nur in der einen Frequenz. Die Art der Erregung hebt 
sowohl in dem einen wie dem anderen Falle die natiirliche Eigen- 
schaft des Schwingungserzeugers auf. Die Funkenstrecke liegt im 
Primiarkreise, wihrend das Rohr oder Réhrensystem demselben parallel — 
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geschaltet ist. Beim Durchgang der Schwebungsamplitude durch Null 
éffnet die Lischfunkenstrecke den Primirkreis, so daB der Sekundir- 
kreis in seiner Kigenfrequenz ausschwingen kann. Hingegen wird in 
diesem Zeitpunkt bei dem _beschriebenen Schwingungserzeuger das 
Rohr durch Verriegelung abgeschaltet, so da8 das gekoppelte System 
in seinen beiden Eigenfrequenzen weiter schwingen kann. 

c) Ergebnisse bei Vereinigung von primirer und sekun- 
darer Riickkopplung. Zu der primiren Riickkopplung tritt eine 
sekundare hinzu, sobald auch dem Sekundarkreis ein Kapazititskanal 
parallel gelegt wird, welcher mit dem primiren Kapazitiitszweig sich 
vereinigt in der an Gitter und Kathode des Vorrohres liegenden 
Kapazitat (Fig. 11). Die sekundaére Riickkopplung unterstiitzt nur eine 
von den beiden Schwingungen, wihrend sie die andere zu unterdriicken 


Fig. 11. 


bestrebt ist, und zwar kann je nach der Wahl des Vorzeichens der 
Kopplung zwischen den Kreisen entweder die eine oder die andere 
angeregt werden’). Es werden daher bei primarer und sekundarer 
Riickkopplung nur dann zwei gleich stark riickgekoppelte Schwingungen 
auftreten, wenn die Kreise verstimmt werden. Nehmen wir etwa an, 


. daB der Primirkreis tiefer gestimmt ist als der Sekundirkreis, so 


wird die primaire Riickkopplung auch die tiefere Kopplungsfrequenz 
bevorzugen. Dieser Unterschied kann durch die sekundare Riick- 
kopplung ausgeglichen werden, sobald nur das Vorzeichen der Kopp- 
lung zwischen den Kreisen so gewahlt wird, daB die sekundare ats 
kopplung die héhere Frequenz unterstiitzt. Indem aber die Kreise 
verstimmt sind, nahern sich die Kopplungsschwingungen den Higen- 
frequenzen der beiden Kreise an, so daS nur der Kreis die einzelne 
Frequenz hervortreten laBt, dessen Higenfrequenz naber liegt. Der 
Anodenstrom wird einen aihnlichen Verlauf nehmen, wie in den bis- 


1) Vgl. die oben genannte Arbeit von Vogel und Wien. 
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herigen Oszillogrammen, da er durch beide Riickkopplungen gesteuert 
wird. Hingegen stellt der Primirstrom nur eine einzelne Schwingung 
_dar. Es besteht also die Méglichkeit, das Verhalten des Anodenstroms 
za einer der beiden Schwingungen zu betrachten, und zwar kann durch 
Vertauschung der Einstimmung der Kreise und Umkehrung des Vor- 
zeichens der Kopplung sowohl die tiefere als auch die héhere Frequenz 
zur Primiirschwingung gemacht werden. 

Die einfachsten Schwingungsbilder dieser Art zeigt die Gruppe 12. 
In den Oszillogrammen 12a und b erfolgt nach jeder dritten Schwin- 
gung ein Anodenstromsto8, in 12¢ nach jeder vierten Schwingung. 
In 12a haben die beiden Frequenzen das Verhaltnis 2:3, so daB die 
héhere Frequenz die Primarschwingung ist. In 12b und c betragt 
das Verhialtnis 3:4, so daB in 12b die tiefere Frequenz, in 12¢ die 
héhere Frequenz die Primirschwingung ist. Innerhalb der Zeit der 
Verriegelung mu8 die Schwingung abklingen. Die Vorgiange, welche 
sich beim gewdhnlichen Réhrensender innerhalb einer Periode ab- 
spielen, vollzieben sich hier innerhalb mehrerer Perioden und werden 
solchergestalt besonders deutlich. Sobald die Frequenzen noch naher 
aneinanderriicken, wird es nicht mehr méglich, den Anodenstrom auf 
eine einzelne Spitze zu reduzieren. So zeigt das Oszillogramm 13c, 
in welchem sich die Frequenzen wie 5:6 verhalten, zwei Anodenstrom- 
spitzen bei zwei aufeinanderfolgenden Schwingungen. Diesem Fall 
entspricht das Oszillogramm 5b bei primarer Riickkopplung. Bei 
komplizierteren Zahlenverhaltnissen richtet sich die Anzahl der Spitzen 
oder Spitzengruppen innerhalb der Periode des Vorgangs nach der 
Differenz der beiden Verhialtniszahlen. So finden sich auf dem Os- 
zillogramm 14, in welchem die Frequenzen das Verhiltnis 3:5 haben, ~ 
zwei Anodenstromspitzen, welche nun nicht mehr zwei aufeinander- 
folgenden Schwingungen angehéren. 

Bei den besprochenen Aufnahmen ist der Riickkopplungsgrad fiir | 
beide Schwingungen nahezu der gleiche. Bei Verminderung der 
sekundiren_Riickkopplung treten so viele Spitzen aus der Verriegelung, 
als die Anzahl der Primarschwingungen betrigt. Das Ausscheiden 
der zweiten Frequenz vollzieht sich in der Weise, da die kleineren 
Spitzen in die Héhe gleiten. Bei VergréBerung der sekundiren Riick- 
kopplung treten gleichmaBig verteilt so viele Spitzen aus der Ver- 
riegelung, als die Anzahl der Sekundarschwingungen betrigt. Die 
Oszillogramme 15a und b veranschaulichen dies, ebenso die Oszillo- 
gramme 13a und b. 

Durch kontinuierliche Anderung der Sekundirkapazitat gelangt 
man aus den Kohirenzbereichen heraus, und das Bild setzt sich in 
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Bewegung. Die Oszillogramme 16a und b stellen zunichst die Grenzen 
des Bereiches fiir die Quinte dar. In l6a liegt der Buckel, welchen 
der Anodenstromsto8 in der Primarschwingung hervorruft, tiefer als 
in 16b, so da8 beim Durchschreiten des Kohirenzbereiches wiederum 
eine Verschiebung der beiden Schwingungen gegeneinander stattfindet. 
Das Bild setzt sich in Bewegung, indem die Nebenspitze in die Héhe 
gleitet. 17a stellt eine soleche Bewegung dar. Sobald die aufsteigende 
Spitze sich ausgewachsen hat, sinkt die urspriingliche Spitze ab. Beim 
Auf- und Absteigen durchlauft die einzelne Spitze alle Phasen der 
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Halbschwingung, innerhalb deren sie die Schwingungen unterstiitzt. 
Das Oszillogramm 17b zeigt wiederum den bei primarer Riickkopplung 
erwahnten Abklingvorgang. 

Innerkalb der Quinte und Oktave fanden sich der Reihe nach 
folgende Frequenzverhiltnisse, welche Kohirenzbereiche aufwiesen: 

2/35 5/g, 8/13) 5/55 Thao 4/95 Ste 

Aus dieser Zahlenreihe folgt, daS Nenner und Zahler der Zahlen- 
verhiltnisse zweier aufeinanderfolgender Koharenzbereiche eine uni- 
modulare Determinante bilden. Die vorliegenden Zahlenverhiltnisse 
haben alle insofern eine Beziehung zur Sexte, als der Bruch 3/, mit 


jedem anderen eine solche bildet. In dem Oszillogramm 18 ist das 


Zahlenverhaltnis 7/,, dargestellt. Da die Differenz von Zahler und 
Nenner 5 betragt, hat man fiinf Spitzen bzw. Spitzengruppen zu 
unterscheiden. Die GréSe bzw. Breite der einzelnen Spitze richtet 
sich nach der Phase, die sie zur Primirschwingung einnimmt. Die 
Zahlenverhiltnisse */7, °/s, 8/;3 sind in der Arbeit im Archiv fir 
Elektrotechnik wiedergegeben, auf welche nochmals hingewiesen werden 
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soll. Auch sind daselbst die Falle der Oberschwingungen eingehend 
untersucht. Von diesen Aufnahmen sei nur der Bewegungsvorgang 
bei der dritten Oberschwingung wiedergegeben. 19a und b sind bei 
loser primarer Riickkopplung aufgenommen. Die Wechselspannungen 
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Fig. 15. Quinte. Fig. 16. Quinte. 
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Quinte in Bewegung. 8:1 in Bewegung. 
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| Le Pa ia ay 
alia ae 
Fig. 14. Sexte. Fig.18.  "/1. 


der Grundfrequenz heben die Wechselspannung der Oberschwingung — 


zeitweise aus der Verriegelung heraus, und da letztere klein sind, findet 
in 19a beim Auswechseln der Spitzen ein Zusammenwachsen zweier 
benachbarter Spitzen statt. In 19b ist nur noch eine Za- und Ab- 
nahme der Breite des AnodenstromstoBes zu erkennen. 

Berlin, Telegraphentechnisches Reichsamt, den 30, Dezember 1922. 
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